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Aufgabe 01. Wir betrachten die Einheitskreislinie
St={z€C: |z|=1}

und C* als Gruppe bzgl. der multiplikativen Struktur der komplexen Zahlen.
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle z € C* das Inverse 2~ € C* durch 271 = ﬁ gegeben ist und dann,
dass S C C* eine Untergruppe ist.

(b) Fiir jedes n € N nennt man w € S! eine n. Einheitswurzel, wenn gilt: w™ = 1. Bestimmen Sie
alle n. Einheitswurzeln in Polarform w = ¢ (mit ¢ € [0,27)) und zeigen Sie, dass U, := {w €
S': w" = 1} eine Untergruppe von S' ist. Machen Sie eine Skizze dieser n. Einheitswurzeln.

Lésungsvorschlag. (a) Aus der Definition des Betrages mit |2|> = 2z folgt durch Division
von |z|?z auf beiden Seiten unmittelbar:
a1l 2
z |2
fiir alle z € C*. Fiir z,w € S* folgt wegen der Multiplikativitit des Betrages
|zw| = |z] - Jw| =1-1=1,

also ist auch zw € S'. Und mit z € S! ist wegen

z |

-1
p— —_ — et g 1
also ist auch 27! € S*. Das zeigt, dass (S, ) eine Untergruppe von (C*,-) ist.

(b) Jedes w € C* kann man mit r > 0 und ¢ € [0,27) eindeutig in Polarform w = re
schreiben. Die Bedingung w € S' bedeutet dann gerade, dass r = 1 ist, denn r = |w|. Nun ist

ei~0 —1=w" = (eiw)n — enigo

nach der Funktionalgleichung der e-Funktion (auch im Komplexen). Es muss deshalb fiir w € U,
gelten:
ne = 0 mod 2,
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d.h.: np € 277Z. Das ist fiir ¢ € [0,27) genau dann der Fall, wenn
p=21-— (k=0,....,n—1)

ist. Setzen wir wy := e™» , so sind also die Losungen von w™ = 1 durch

2 n—1 n __
WO,WCH,WO 70)0—1

gegeben. Das ist eine Untergruppe, weil
kol k-

fiir alle k,1 € Z ist und deshalb wy*™* = Wk fiir alle k € Z gilt.

[Anmerkung: Die Abbildung Z — U,, k +— wf ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
und hat Kern nZ C Z. Nach dem Homomorphiesatz ist daher U, = Z/nZ, also die zyklische

Gruppe der Ordnung n.]

Die Elemente von U, C S* bilden also ein regelmifliges n-Eck (mit Umkreis S') und 1 € S!

gehort dazu. (Skizze)

Aufgabe 02. (a) (Abelsches Lemma) Sei P ="~  a,X" eine formale komplexe Potenzreihe
(di.: a, € C, fiir alle n € Ny), die in einem zy € C* konvergiere. Zeigen Sie, dass dann fiir
alle z € C mit |z| < |z gilt: P(z) = > a,z" konvergiert absolut. (Hinweis: Majorisieren Sie

Yo lanz"| mit einer geometrischen Reihe.)

(b) Den Konvergenzradius Rp € [0, 00] einer formalen Potenzreihe P = "> a, X™ kann man

so definieren:

Rp :=sup{r € [0,00) : es gibt ein z € C mit |z| =, so dass P(z) = ), a,2" konvergiert}

€ [0, 00]. Zeigen Sie:
(i) Fiir alle z € C mit |z| < Rp konvergiert P(z) absolut;
(ii) fir alle z € C mit |z| > Rp divergiert P(z).

Losungsvorschlag. (a) Ist P in zp konvergent, so miissen die Summanden a,z{ der Reihe
P(zp) beschriankt sein (sogar eine Nullfolge). Sei daher M > 0 so, dass |a,z{| < M ist, fiir alle

n € Np. Ist nun z € C mit |z| < |z| beliebig, so ist 6 := Ll <1 und es ist
|zo]
2" Z
0| = lonl - aol" 0 = a3 | 1" < b6

fiir alle n € Ny. Es folgt, dass

- n - n 1

ist und damit ) a,2" = P(z) absolut konvergent.



[Anmerkung: Erinnern Sie sich, dass absolute Kovergenz immer Konvergenz der Reihe nach sich
zieht, weil die Partialsummen der Reihe dann eine Cauchy-Folge bilden und (C, | -|) vollsténdig

ist,
n

n m n
D =D al=1 ) al< ) Jal<e,
k=0 k=0

k=m-+1 k=m+1
fiir m,n (m <n) grofl genug,|
(b) (i) Sei R = Rp € [0, 0] der Konvergenzradius von P und z € C mit |z| < R. Es gibt nach

Definition des Supremums ein 2, € C mit |z| < |29] < R, so dass P in z, konvergiert. Nach
Abels Lemma (Teil (a)) konvergiert dann P auch in z (und dort sogar absolut).

(ii) Ist z € C mit |z| > R, so kann nach Definition von R die Reihe P in z nicht konvergieren,
divergiert dort also.

Aufgabe 03. Wir betrachten die Einbettung 7:R — R3 2z — (2,0,0). Zeigen Sie, dass es
keine Multiplikation * auf R? gibt, die (R?, +, %) zu einem Korper macht und mit der Vektor-
raumstruktur von (R3, +,-) vertriglich ist, d.h.: z - v = 7(z) * v, fiir alle z € R und v € R3.
(Hinweis: Betrachten Sie fiir jedes v € R? die R-lineare Abbildung L,:R3 — R3 w — v * w,
und benutzen Sie, dass jedes reelle Polynom 3. Grades eine reelle Nullstelle besitzt.)

Losungsvorschlag. Ist * eine innere Multiplikation auf R3, welche mit (R3, +,-) als Vektor-
raum vertriglich ist, so ist jede Linksmultiplikation mit einem Element v € R3,

Ly:R® = R3 L,(w) =v*w,
R-linear, denn fiir alle w;, ws € R? ist
Ly(wy + wg) = v* (wy + wy) = vk wy + vk wy = Ly(wy) + Ly (ws)
nach dem Distributivgesetz, wenn (R3, +, %) ein Korper ist, und fiir alle x € R und w € R3 ist
Lz -w)=v*x(z -w)=vx7(x)*w="7(x)*v*w=x-(vkw)=1x- L,(w)

nach dem Kommutativgesetz fiir . Das charakteristische Polynom von L, ist ein reelles Poly-
nom vom Grad 3 und hat deshalb eine Nullstelle A € R (was man leicht aus dem Zwischen-
wertsatz fiir stetige Funktionen sieht). Es ist A daher ein Eigenwert von L,, d.h.: es gibt ein
wo € R3\ {0} mit

Lv (’wo) = )\’wo.

Das zeigt also
T(A) xwo = X - wy = Ly, (wg) = v * wy

oder
(v=T(\)) *wg =v*xwyg—T(\) xwy =0.

Aber ein Korper ist nullteilerfrei und wy # 0, woraus v — 7(A) = 0 oder v = 7(\) folgt. Aber
wenn wir v € R3\im(7) wihlen, z.B. v = (0, 1,0), erhalten wir so einen Widerspruch. Solch eine
Multiplikation * kann es also nicht geben (allgemein auf R™ mit n ungerade (und n # 1) mit
diesem Argument. [Anm.: Kein R™ (mit n # 1 und n # 2) trégt eine solche Korperstruktur.]



Aufgabe 04. Sei G C C ein Gebiet und f:G — C reell-differenzierbar in a € G. Begriinden
Sie, warum auch f: G — C, z +— f(z), in a reell-differenzierbar ist und zeigen Sie:

of of of of
g(a) = g(a)a g(a) = @(a)-

Lésungsvorschlag. Da conj:C — C, z — z, reell-differenzierbar ist, ist mit f: G — C auch
f = conj o f reell differenzierbar. Ist f = u + v, so ist f = v — v und weil die partiellen
Ableitungen 0/0z und 0/0y auf verktorwertigen Funktionen komponentenweise wirken, haben
wir zunéchst einmal (immer im Punkt a € G):

&f_ Ou Qv Ou Qv _W

or  Ox Z@x_£+zax_8x

und ebenso

of _of
oy Oy’
Das zeigt nun, dass
of _ L(of of\ _1(of of
0z  2\0x oy) 2\o0x Oy
— 1 8_f+ a_f —j
~ 2\or ay) T oz
Daraus folgt mit ? = f auch
of _o(f) _of
0z 0z 0z

Aufgabe 05. Seien D, G C C Gebiete, f: D — G C C in a € D reell-differenzierbar und
g:G — Cin b = f(a) reell-differenzierbar. Begriinden Sie, warum g o f: D — C in a rell-
differenzierbar ist und zeigen Sie:

ogof), . _ 0g.,0f . dg  Of
Ngof) v _ 99,0f . 99, 0f
oz @ = 5,05+ 5505 @

Losungsvorschlag. Da f in a reell-differenzierbar und ¢ in b reell-differenzierbar sind, ist nach
der Kettenregel auch g o f in a reell-differenzierbar und es gilt:

D(g o f)(a) = Dg(b)Df(a).

Im Wirtinger-Kalkiil gilt fiir Dg(b):R? — R? und einem Vektor (z,y) € R? in komplexer

Schreibweise z = x + iy
_ 99 99\ -
Dg(b)z = aw(b)z + 50 (b)z.
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Das zusammen ergibt:

%(G) _ %(a a(gazf)(“))
- 3 [(2 §g<b>gf<a>)— (odw+ oo
- 2ol! (ax“ )]+ 0 |3 (50 - 50))

of of
- %(b)a(a) 8w( )82()

Daraus ergibt sich dann auch mit go f = g o f und noch einmal Aufgabe 04:

WD = a(fgjf)m)—a—(b)%(a) % )% a)
of of
= 90X )+ 20 (a)

Aufgabe 06. (a) Stellen Sie eine Produktregel fiir reell-differenzierbare Funktionen f, g: G — C
(G C C ein Gebiet) im Wirtinger-Kalkiil auf und begriinden Sie sie.

(b) Berechnen Sie die Wirtinger-Ableitungen der folgenden reell-differenzierbaren Funktionen
f[i:€C—=C (j =1,..,4) und bestimmen Sie, wo diese komplex-differenzierbar sind:

hx) =2 f) =2 fs(z) =Re(2), falz) =2:"2— 22"

Losungsvorschlag. (a) Auch fiir komplexwertige reell-differenzierbare Funktionen f, g: G —
C auf einem Gebiet G C C gilt die Leibnizregel in der folgenden Form: Auch f¢g:G — C,
2z f(2)g(z), ist reell-differenzierbar und es gilt:

Afg)  Of

0z 8zg+ &’
Afg) af
= iy

Denn zunéchst erfiillen die partiellen Ableitungsoperatoren 0/0z und 9/0y die Leibnizregel, da
sie ja auf die Differentiation von Funktionen in einer Variablen zuriickgefiihrt werden. Deshalb
ist nun fiir komplexwertige f, g: G — C mit f = u + iv und g = o + 7 zunéchst einmal

f-9=(uo—ovr)+i(ur +vo)
und daher (an jeder Stelle, wo f und g reell differenzierbar sind)

ofg) _ 1(8(fg) (fg))
0z 2 ox oy

_ af +f—




nach Aufsammeln von 16 Summanden und analog

d(fg) Of N dg

9z 9z’ oz

Insbesondere ist fiir den Fall, dass f und g holomorph sind, auch fg holomorph und es gilt:

(f9) =fg+fd.

(b) Zunéchst ist f1(z) = x — iy und daher

ofi Oz —dy) 1 [0(x—iy) .O—iy) 1 2 _
Oh _ O —iy) _( - )25(1—1—2)—0,

ofi 1. o
—=-(1-14)=1
0z 2( #=1
also ist fi nirgendwo komplex-differenzierbar. Mit der Produktregel aus Teil (a) ist
Ofy  0(zz) 0z_ 0z
0z 0z 8zz+z(9,z

0z 0z 2

und ahnlich

=1-z242-0=2

und genauso
of
0z
Damit ist f> nur in z = 0 komplex differenzierbar. Wegen f5(z) = Re(z) = 3(z + 2) ist

8fs 1,0- 0z, 1

2. —335: 13, =3

und ebenso
of _1
oz 2
Also ist f3 nirgendwo komplex-differenzierbar. Schliellich rechnen wir fiir fy:
% = 427 — 32
0
8—];4 = 22% 227 =22(2 - 2).

Letzteres ist gleich 0 offenbar genau wenn z = 7 ist, also fiir z € R C C.

Aufgabe 07. (a) Integrieren Sie f:C — C, z + 22, iiber den Weg 7: [0, 27r] — C, y(¢) = 1+¢".

(b) Parametrisieren Sie die geradlinige Verbindungsstrecke von —1 € C nach 1 € C mit einem
Weg v, und betrachten Sie mit ,: [0, 7] — C, ¢ +— ¢™) einen weiteren Weg von —1 nach 1.

Integrieren Sie nun die stetige Funktion g: C — C, g(z) = |z|, iiber die Wege 1 und ~,.
(c) Zeigen Sie, dass h: C — C, h(z) = Re(z), keine Stammfunktion hat.

Lésungsvorschlag. (a) Fiir y(t) = 1+ €' ist §(t) = ie'. Es folgt
V()2 (t) = (14 e™)%ie = (1 + 2 + e*)ie™ = i(e 4 2% + ).
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Damit wird

, , 1 ..
/22 dZ — [6'Lt + 6221& + _63zt](2)7r =0.
. 3

(Oder wir argumentieren so: Die Funktion z — 2? ist auf der Kreisscheibe B := By(1) C C
holomorph und -y ist ein geschlossener Weg in B. Deshalb muss fw f(2)dz =0 sein.)

(b) Fiir v1:[—1,1] = C, () =t ist 41(f) = 1 und daher

1 1
1
n -1 0 2

Fiir 72: [0, 7], 72(t) = €8 ist 4(t) = —ie’™" und daher
/ g(2)dz = / ™D (=)™ D gt = [T =0 — ™ =1 (—1) = 2.
Y2 0
(c) Fiir den Kreisweg ~: [0,27] — C, () = e”, ist ¥(t) = i€, so dass wir rechnen konnen:

A = Re(r(0)3(0) = 56 + e ie = L( 41).
Damit ist

(R 1
h(z)dz = =[—=e*" + 13" = 21 = im # 0.
/W 2'2i 2

Damit kann h keine Stammfunktion haben.

Aufgabe 08. (Lemma von Goursat fiir Dreiecke). Sei G C C ein Gebiet und A C G ein
(abgeschlossenes) Dreieck in G. Zeigen Sie: Ist f: G — C holomorph, so gilt: [, f(z)dz = 0.
(Hinweis: Gehen Sie so vor wie in der Vorlesung fiir Rechtecke.)

Losungsvorschlag. Man geht genau so vor wie bei den Rechtecken in der Vorlesung. Durch
Verbinden der drei Seitenmittelpunkte erhélt man vier Teildreiecke Agl), e Afll) und kann

dann das Kurvenintegral iiber 0A von f als Summe iiber die Kurvenintegrale iiber A;l) (j =
1,...,4) schreiben. Dann wéhlt man eines der vier Dreiecke aus — und nennt es A; —, bei
dem der Betrag iiber das Kurvenintegral maximal ist. Dadurch erhélt man:

1
| f(z)dz| <4 f(z)dz|, L[0A] = §L[8A].
oA A
Diesen Prozess iteriert man und erhélt so eine Schachtelung von Dreiecken (A,),en mit
| f(z)dz| <47 f(2)dz|, LIOA,] = 27" L[0A].
oA A,

Nach dem Schachtelungsprinzip gibt es ein a € G' mit

() An = {a}.

neN
Ab hier schlieft man mit der komplexen Differenzierbarkeit von f in a genau so wie in der

Vorlesung, um zu sehen, dass fiir grofie n der Betrag von |, on f(2) dz beliebig klein wird.
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Aufgabe 09. (a) Sei G C C ein sternférmiges Gebiet bzgl. eines Punktes a € G (d.h.: fiir jedes
z € G ist der geradlinige Weg 7,:[0,1] — C, t — (1 —t)a+tz, ganz in G). Sei weiter f:G — C
stetig und derart, dass fiir alle Dreiecke A C G gilt: fa A f(2)dz = 0. Zeigen Sie, dass dann
durch F: G — C,

F(z) = / £(¢) dc.

eine Stammfunktion von f gegeben ist.

(b) Zeigen Sie nun (Cauchys Integralsatz fiir sternformige Gebiete): Ist G C C ein sternformiges
Gebiet und f: G — C holomorph, so gilt fiir jeden geschlossenen Weg ~ in G: fw f(z)dz=0.

Losungsvorschlag. (a) Auch hier kann man wie in der Vorlesung bei dem Beweis des Satzes
vorgehen, dass eine stetige Funktion, bei der alle Wegintegrale iiber geschlossene Kurven ver-
schwinden, eine Stammfunktion hat: Ist z € G beliebig und h € C so klein, dass z + th € G
liegt, fiir alle t € [0, 1], so liegt das Dreieck A mit den Eckpunkten a, z und z+ h ganz in G. Da
nach Voraussetzung [, f(z)dz = 0 ist, kann man die Differenz F(z + h) — F'(2) als Integral
iiber den (kurzen) geradlinigen Weg 7;: [0, 1] — G, t — z + th, schreiben:

F(z+h) - F(z) = / F(0) dC.

Dann geht man wieder wie in der Vorlesung vor, um zu sehen, dass

. F(z+h)-F(z)
lim h = f(2)

h—0

1st.

(b) Ist nun G C C sternférmig und f: G — C holomorph, so gilt nach Aufgabe 08 zunéchst,
dass [,, f(z)dz = 0 ist, fiir alle abgeschlossenen Dreiecke A C G. Mit Aufgabe-09-a hat dann
f eine Stammfunktion. Dann muss aber

/vf(z) dz =0

fiir jeden geschlossenen Weg v in G sein.

Aufgabe 10. Sei G = C\ Ry = {z € C: Im(z) # 0 oder Re(z) > 0} und ~, fiir jedes z € G
der geradlinige Weg von 1 nach z in G. Wir nennen dann log: G — C,
ac

log(z) = [ =2,
0g(2) i

den Hauptzweig des Logarithmus.
(a) Zeigen Sie, dass log ein Zweig des Logarithmus ist, d.h.: Fiir alle z € G ist exp olog(z) = z.

(b) Fiir jedes z € G sei arg(z) € (—n,7) der Winkel in (—7,7), so dass z = |z’ ist.
Zeigen Sie, dass fiir alle z € G gilt:

log(2) = In|z| + iarg(z).



(Hinweis: Ersetzen Sie in der Definition den Weg ~, durch den stiickweise glatten Weg, der
zunéchst geradlinig von 1 nach |z| lduft und dann auf dem Kreisbogen vom Radius r = |z| von
|z| zu z (auf dem kiirzesten Weg) und benutzen Sie Aufgabe 2b.)

(c) Geben Sie zwei Zahlen 21, z5 in G an, so dass auch z;z; in G ist und gilt:

log(z122) # log(z1) + log(22).

Loésungsvorschlag. (a) Nach Aufgabe-09-a ist log: G — C eine Stammfunktion von G — C,
z1/z,
1
log'(2) = .
0g'(z) = ~
Nach der Kettenregel ist mit exp’ = exp (siche auch Aufgabe-11):

d (expolog(z 1

() L (oo ton(a) log(2) - 2) — (expeton(s) - 1
1

= —(expolog(z) —expolog(z)) =0
2

und nach Definition ist log(1) = 0, also expolog(1) = ¢ = 1. Damit ist

exp olog(z)
z

=1,
fir alle z € G. [Anmerkung: Eine holomorphe Funktion f auf einem Gebiet G C C, deren
Ableitung verschwindet, f = 0, muss konstant sein, f = const., denn da sowohl 0f/0z = 0 als
auch 0f/0z = 0 ist, verschwindet die Ableitung von f als reell-differenzierbare Funktion iiberall,
Df = 0. Aber dann wissen wir aus der Theorie fiir mehrere reelle Verdnderliche (mit dem
Mittelwertsatz), dass f konstant sein muss.| Es ist also log damit ein Zweig des Logarithmus.

(b) Sei 0.:10,1] — G,
o.(t)=(1—1t)- 14tz =1+1t(z] — 1),
und 7,:[0,1] — G,

T.(t) = |z|eiarg(z)t.

Dann ist
dg /1 |z] — 1 X
- = ———dt = [In(1 +t(|z| = 1
o € ey L G Gl
= In(1+4z]—1) —In(1) = In|z|
und
d¢ 1 E ,Z'arg(z)eiarg(z)t
- - dt
. < 0 |Z’€zarg(z)t
= iarg(z).

Da o, x 7, x 7, geschlossen ist, folgt
d d d
log(z) = / ?C = / ?C+ ?C = In|z| + darg(z).

9



(c) Sei z.B.
2] = 2y 1= e1™ ¢ G,
Dann ist 21 - 2o = exp($mi) = —i, also auch in G. Es folgt dann einerseits
3 .
log (1) = log(z2) = 7.

also 6 3
log(z1) + log(ze) =1 - = §7rz',

und andererseits 1
log(z122) = log(—i) = —§7ri.

Aufgabe 11. Wir definieren cos, sin: C — C durch

n

= —1 2n : = —1)" 2n+1
cos(z) = Z ((Zn;! 2", sin(z) 1= Z #z +

n=0

und nennen diese Funktionen den komplexen Cosinus und den komplexen Sinus.

(a) Begriinden Sie, warum das wohldefiniert ist, d.h., warum die Reihen auf ganz C konvergie-
ren.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle z € C gilt:

12

e” = cosz+1sinz,
1 %1 —1z
cosz = —(e®+e ),
2
: 1 iz —iz
sinz = —(e”® —e "),
21
cos’z +sin?z = 1.

(c) Bestimmen Sie alle Nullstellen D = {z € C : cos z = 0} von cos und setzen Sie tan: C\ D —
C, tan z := sin z/ cos z. zeigen Sie dann, dass cos, sin und tan holomorph sind mit

cos’ = —sin, sin’ =cos, tan’ =1+ tan”.

(Hinweis: Benutzen Sie, dass e* = 1 < z € 2miZ und exp’ = exp ist.)

Losungsvorschlag. (a) Die Konvergenzradien der Cosinus- und der Sinusreihe sind jeweils
R = o0, da die reellen Reihen fiir alle z € R konvergieren. Nach Aufgabe-02 konvergieren sie
dann auch fiir alle z € C, sogar absolut.

1 1r rechnen mit der komplexen Kxponentialreihe exp = =X
(b) (i) Wir rech it der komplexen Exponentialreihe exp = 3°°° L X

n=0 n!
eiz — f: l(zz)n — i 1 (ZZ)Qn + f: 1 (i2)2n+1
“—nl “— (2n)! — (2n+1)!
_ i 1 ()22 + i 1 j2nt1 20+l
2 (2n))! 2 (2n+ 1) !



und das ist wegen (i?)" = (—1)" und *"*! = i(—1)" gleich:

>

n=0

n

(=1)
(2n)!

) _1)n
224 ; ﬁz%“ = cosz +isinz.

Die Umsummierung erst iiber die Summanden mit geradem n und dann mit ungeradem n kann
man aufgrund der absoluten Konvergenz von ) %(@z)” und dem grofen Umordnungssatz (vgl.
Analysis-3, Aufgabe-02) vornehmen.

(ii) Wegen cos(—z) = cosz, fiir alle z € C, weil die Potenzreihe nur von Null verschiedene
Koeffizienten bei geraden Potenzen von z hat, und sin(—z) = —sinz, fir alle z € C, aus
dghnlichen Griinden, sehen wir aus

¥

e¥ = cosz—+1isinz
e ¥ = cosz—isinz
dass
1 1z —1z ]' 1z —1z :
—(e” +e7"%) = cos z, —(e”® —e ) =sinz
2 21
ist.

(iii) SchlieBlich sieht man aus der Funktionalgleichung e*™ = e*e™, fir alle z,w € C, dass
wegen i? = —1

2

cos?z+sin®z = —(F +e )2 — (e — e F)?

N e SN e

((621',2 ) efQiz) o (€2iz . 6721',2)) -1

ist.

Man beachte, dass all diese Formeln nicht nur fiir reelle z = x € R gelten (wo man sie vielleicht
schon kennt), sondern sogar fiir alle z € C.

(c) [Vorbemerkung: Vielleicht zunéchst einige Anmerkungen dazu, warum der Hinweis gilt.
Spéter, wenn die Theorie der holomorphen Funktionen noch etwas weiter entwickelt ist, werden
wir sehen, dass Funktionen auf Kreisscheiben, die durch konvergente Potenzreihen gegeben
sind wie die Exponentielfunktion, dort auch holomorph sind und man sie summandenweise
differenzieren darf. Hier, wo das noch nicht zur Verfiigung steht, kann man die Holomorphie der
komplexen Exponentialfunktion auch durch die Aufteilung in Real- und Imaginérteil einsehen.
Wegen der Eulerschen Gleichung, die man wie oben deren Verallgemeinerung direkt aus den
Potenzreihendarstellungen von exp, cos und sin bekommt,

et = cost + isint,
fur alle ¢t € R, sieht man dass fiir z = x + 1y gilt:
e” = e"e¥ = e” cos(y) +i(e” siny),

wobei wir die Funktionalgleichung fiir exp benutzt haben (die man tatséichlich z.B. durch das
Cauchy-Produkt von absolut konvergenten Reihen erhalten kann). Aus dieser Darstellung sieht
man nun, dass z.B. die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten, weil

oe* oe* |
=e° = ie”

0z ’ oy
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ist und damit

e”.

de* 0 de*

oz 0z
Daran sieht man einerseits, dass exp holomorph und andererseits, dass exp’ = exp ist. Auflerdem
sieht man an der Darstellung, dass das Bild von exp ganz C* ist (die Null wird nicht getroffen),
aber dass exp nicht injektiv ist, sondern, dass

ef=1&ze2ml
ist, was wegen der Funktionalgelichung dazu fiihrt, dass
=" z=w+2mi -k,
fiir ein k € Z sein muss. Denn aus
e® cos(y) =1, e”sin(y) =0

folgt wegen sin(y) = 0 zunéchst, dass y € Zr ist, aber fiir die ungeraden Vielfachen y = (2k+1)x
(fiir k£ € Z) ist cos(y) = —1 und die erste Gleichung ist wegen e* > 0 nicht mehr zu erfiillen.
Also muss y € 277 sein und dann wegen cos(y) = 1 und daraus e = 1 schlielich auch x = 0.
Das zeigt

e =1& z e 2milZ.]

Daraus kénenn wir nun alle Nullstellen des komplexen Cosinus berechnen. Es sind dies nur die
schon im Reellen bekannten:
1 . ) —iz .
0=cosz = 5(6” +e ) = 67(62” +1).

Weil e~% nie Null ist, fiihrt das auf
62iz - 1= e—iﬂ' o ei(2z+7r) -1

Das geht genau dann, wenn es ein k € Z gibt mit 2z + 7 = 2k7, also wenn z = %(2]@ — 1)7 ist.
Das sind genau die Nullstellen des reellen Cosinus. Aus den obigen Darstellungen von Cosinus
und Sinus sieht man jetzt unmittelbar, dass cos und sin holomorph sind und es gilt:

1d, . , 1 . .
cos' 2z = 5@(612 +e %) = 5(@'6” —ie” %)
= %(eiz —e %) = Z(—e” + e %) = —sin z;
1d,. . 1 . .
sin’ 2 = E%(e” —e %) = %(iezz +ie” ")

1 . .
= 5(6” + e %) =cosz.

Auch der komplexe Tangens ist als Quotient zweier holomorpher Funktionen holomorph und
nach der Quotientenregel ist

, d sinz cos? z — sin z(— sin 2)
tan'z = —( ) = 5
dz cosz cos? z
L2
sin® z
= 14+ — =1+ tan® 2.
cos? z

12



Aufgabe 12. (a) Sei G C C ein Gebiet und f:G — C holomorph. Zeigen Sie dass u :=
Re(f):G — R und v := Im(f): G — R harmonisch sind. (v heifit dann konjugiert harmonisch
Zu u.)

(b) Sei nun G C C sogar sternférmiges Gebiet und u: G — R harmonisch, Au = 0. Zeigen Sie,
dass es ein holomorphes f:G — C gibt mit Re(f) = u. (Hinweis: Betrachten Sie ¢:G — C,
g = Oyu — i0yu.)

Loésungsvorschlag. (a) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare (komplexwertige) Funktion
f:G — C (G C C ein Gebiet) ist wegen des Satzes von Schwarz

48§2f - (am - iay)(ax + Zay)(f) = (aiz + ia:%y - iajz - i2ayy)(f) - Af-

Dabher ist eine holomorphe Funktion f (wegen 05 f = 0) dann insbesondere harmonisch, Af = 0,
und damit fiir f = u 4 iv wegen Af = Au + iAv auch ihr Realteil v und ihr Imaginérteil v.

(b) Sei nun G sternformig und u: G — R harmonisch, d.h.: u ist zweimal stetig differenzierbar
mit Au = 0. Wir setzen dann g: G — C,

g = Oyu — 10yu
und rechnen:
29z = 0,9 + 10,9 = pu — 105, u +i(05,u — i0,u) = Oopu+ 05 u = Au =0,
wieder mit dem Satz von Schwarz. Es ist also g holomorph und hat daher, weil G sternférmig
ist, eine Stammfunktion h: G — C, I/ = g (siche Aufgabe-09-a). Fiir w := Re(h): G — R gilt

dann:

O.(w — u) = Re(9,h) — d,u = Re(h') — d,u = Re(g) — Opu = 0,

weil fiir ein holomorphes h aus 0:h = 0 und 0.h = A’ folgt: ,h = R’ und 9,h = ih’. Damit
sieht man auch

Oy(w —u) = Re(hy) — Oyu = Re(ih') — d,u = Re(ig) — Oyu
= Re(i0,u + 0yu) — dyu = Oyu — dyu = 0.

Damit ist D(w — u) = 0, also w — u konstant,
w—1u=-c,
mit einem ¢ € R. Setzt man dann f := h—¢, so ist auch f holomorph und Re(f) = Re(h—¢) =
w — ¢ = u.
Aufgabe 13. (a) Seiy: [0, 1] — C* ein (stetiger) Weg. Zeigen Sie, dass es ein stetiges ¢: [0, 1] —

R gibt, so dass fiir alle t € [0, 1] gilt:

y(t) = [y(B)]e.
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(Hinweis: Sei D; := C\ R, und Dy = C\R{. Man zerlege [0, 1] so in endlich viele Teilintervalle
[ti—1,t] (J=1,...,m; to =0, t,, = 1), dass y([t;_1,t;]) in Dy oder in D, liegt. Dann benutze
man fiir ¢|[t;_1,t;] einen Zweig des Logarithmus log,: D; — C bzw. log,: Dy — C.)
(b) Seien ¢, 1:[0,1] — R wie in (a) zwei solche Lifts. Zeigen Sie, dass es ein k € Z gibt, so dass
fur alle ¢ € [0, 1] gilt:

Y(t) = p(t) + 27k.

(Hinweis: Eine stetige Funktion k:[0, 1] — Z C R muss konstant sein.)

(c) Sei 7:[0,1] — C* nun ein geschlossener Weg. Man definiert die Umlaufzahl n(y) € Z (bzgl.
0) nach Wahl eines Lifts wie unter (a) durch n(y) := 3=(¢(1) — ¢(0)). Begriinden Sie, warum
n(7y) tatsichlich ganzzahlig ist und warum sie wohldefiniert ist (d.h.: nicht von der Wahl des
Lifts abhéngt.) Zeigen Sie dann fiir den Fall, dass «y sogar stetig differenzierbar ist:

1 dz

n(V)ZQ—m 72-

Losungsvorschlag. (a) Ein topologisches Argument, welches die Kompaktheit von I = [0, 1]
benutzt, zeigt, dass es eine Unterteilung 0 = ¢y < ¢t; < --- < t,, = 1 von [ gibt, so dass fiir
jedes j =1,...,m y([tj—1,t;]) € Dy oder y([tj_1,t;]) € Dy ist. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass
v([to, t1]) € Dy ist und dann abwechselnd ([t1,t2]) € Da, ¥([ta,t3]) € Dy usw. (Wenn etwa
D, zweimal auftaucht, fassen wir die beiden Teilintervalle zu einem zusammen. Siehe auch die
Anmerkung im Anschluss an den Losungsvorschlag.) Wir wissen bereits, dass es auf D; einen
Zweig des Logarithmus log,: D; — C gibt (den Hauptzweig, sieche Aufgabe-10). Da Dj ebenfalls
sternformig ist (bzgl. —1), gibt es auch auf Dy einen Zweig log,: Dy — C des Logarithmus, z.B.

d¢

logy(2) = im + &

wo o, der geradlinige Weg von —1 nach z sei. Uber ihren Imaginirteil induziert jeder Zweig
des Logarithmus eine Argumentfunktion arg := Im(log): G — R, weil fiir alle z € G mit
log(z) = In|z| + iarg(z)

gilt: ‘
z = |z|e’arg(z).

Weitere Zweige log®) sind dann durch Addition von 27wik (mit k € Z) gegeben (und nur solche
gibt es noch, siehe auch Aufgabe-14),

log®™ (2) = log(z) + 2mik.
Wir setzen nun auf [to, 1], weil v([to, t1]) € D, ist, geht das):
p(t) := Im(log, (v(¢)).

Dann ist wirklich .
Y(t) = [y(t)|e,
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fir alle ¢ € [to, t1] und ¢ ist auch stetig, da v und log, stetig sind. In ¢ = ¢; ist nun y(t) € D;N Dy,
weil y([t1, t2]) € Dy ist. Da auch
(t) = [y(t)]e=,

fir alle t € [t1, 2] ist, wenn wir ¢o(t) := Im(log,(y(t))) setzen, gibt es ein k € Z mit

<P1(t1) = 902(151) + 21k,
Wir korrigieren daher log, umd die Konstante 2mik, setzen 15g2 := log, +27mik und definieren
damit Po: [t1,t2] — R durch )

P2(t) := Im(log,(v(2))),

fiir alle t € [t1, t5]. Die Funktionen ¢; und @, setzen sich nun, weil sie in ¢; nach Konstruktion
iibereinstimmen, zu einer stetigen Funktion ¢is: [to, t2] — R zusammen, so dass fiir alle ¢t €

[to, 2] gilt: ‘
(t) = [y (t)]e’=.

So fahren wir nun fort und nach m Schritten haben wir dann ein stetiges ¢ = @19..;m: [to, tm] =
[0,1] — R definiert mit

(1) = Iy (B)le,
fur alle ¢ € [0, 1].
(b) Seien also ¢, 9:[0,1] — R zwei solche Argumentfunktionen fiir y, also

(1) = (B = [y(B)|e™.

Es folgt:

Also gibt es fiir jedes t € I ein k(t) € Z mit

olt) — () = 2mk(1).
Da ¢ und v stetig sind, ist es auch k:[0,1] — Z C R, denn
1

" or

k(t) ((t) = ¥(t)).

Z.B. mit dem Zwischenwertsatz sieht man aber, dass eine stetige Funktion £:[0,1] — R, die
nur ganzzahlige Werte annimmt, konstant sein muss. (Wire etwa k(t1) # k(tz) fir t; < to, so
wéhlt man eine nicht-ganzzahlige Zahl ¢ € [k(t1), k(t2)] bzw. [k(t2), k(¢1)], und dann miisste ¢
auch angenommen werden.) Damit gibt es also ein k € Z, so dass fiir alle ¢ € [0, 1] gilt:

p(t) = o(t) =27 - k.

(c)(i) Sei ¢:]0,1] — R Argumentfunktion fiir einen geschlossenen Weg ~:[0,1] — C*, also
7(0) = (1) =: ¢. Da dann ' '
c= ’C‘ew(O) — ’C|ew(1)

ist, muss wieder

p(1) — ¢(0) € 27Z
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sein, also
1

= —(p(1) — ¢(0 7.
(1)~ p(0)) €

(ii) Sind ¢,%:[0,1] — R zwei solche Argumentfunktionen, so gibt es nach (b) ein k& € Z mit
o(t) — (t) = 2rk, fiir alle ¢t € [0, 1]. Es ist dann

(1)~ 9(0)) = 5~

also ist n(y) € Z wohldefiniert.

(iii) Sei schliefllich v zudem stetig differenzierbar. Da ~(t) # 0 ist, fiir alle ¢ € [0, 1], ist dann
auch r:[0,1] — (0,00), r(t) = |y(t)|, stetig differenzierbar. Ist nun ¢: [0, 1] — R eine Argument-
funktion fiir v, so ist ¢ wenigstens stiickweise stetig differenzierbar, da sie stiickweise iiber die
Logarithmuszweige erklért wurde. (Wir briauchten daher fiir v nur stiickweise Differenzierbarkeit
verlangen. Andererseits zeigt eine genauere Analyse der Konstruktion der Argumentfunktion
¢, dass sie auch an den Unterteilungspunkten ¢; (j =1,...,m — 1) glatt ist, wenn ~ es ist, da
die beiden Zweige, die bei der Definition um ¢; benutzt wurden, um ¢; iibereinstimmen.) Jetzt
konnen wir rechnen: Aus

n(v)

(($(1) + 2mk) — ((0) + 2h)) = o ((1) — (0)),

vy = re¥
folgt: A ‘ A
A =re¥ + rige? = e (1 +irp).

Damit ist nun

1 fdz 1 ["5@)dt 1 [Pe(i+iry) "
2mi ), 2= 2mi )y y(t) 2w ), rew
L[t 1
_ T .. dt _ = 1 1 .1
o J, (r + i) 2m(n(7")|0+280|0>
1 1
= 5= (In(r(1) =In(r(0)) + 5—(»(1) = ¢(0)).
2me 2m

Wegen r(1) = r(0) folgt also

1 dz

omi ), = n(v)

[Anmerkung: Zu einer wie oben beschriebenen Unterteilung kann man wie folgt kommen: Die
beiden offenen Mengen D, D, C C* {iberdecken C*, C* = D; U D,. Deshalb iiberdecken die
Urbilder v~*(Dy),y~1(D2) C [0,1] das Intervall [0, 1], da im(y) C C* ist. Nun sind zwar v~ (D)
und y1(Dy) wegen der Stetigkeit von 7 offen, aber i.a. nicht zusammenhiingend. Man kann
aber jeden topologischen Raum X in seine so genannten Zusammenhangskomponenten X; C X
(i € I) zerlegen, X = J,.; X;. Dabei sind X; maximale zusammenhéngende Teilmengen von
X, die offen und zusammenhéngend sind. Eine offene und zusammenhéngende Teilmenge in R

ist ein Intervall. Deshalb gibt es jetzt Familien (JZ-(I)),;G ; und (J](Q)) jes von Intervallen, so dass

7_1(D1) _ U Ji(1)7 7_1(D2) _ U JJ@)_
i€l =

Alle diese Intervalle zusammen (Ji(l), JJ@))M sind dann eine offene Uberdeckung des kompakten
Intervalls I = [0, 1]. Deshalb gibt es bereits endlich viele Jy, ..., J,, unter diesen, die I iiber-

decken, I = Jy U ---U J,,. Unter diesen muss eines sein, welches 0 € I enthélt, nennen wir es
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Iy. Ist Iy = [0, s0), so muss es ein zweites geben, nennen wir es I;, welches sy enthélt. Dann
ist Iy N I; # () und wir kénnen unseren ersten Zerteilungspunkt ¢; € Iy N I; wihlen. Und so
fahren wir fort. Dann ist gesichert, dass [t;_1,¢;] C I;_; ist und damit v([t;_1,?,]) enthalten in
Dy oder Dy. (Man kann annehmen immer abwechselnd.) Das liefert die gewiinschte Zerlegung
(to, ..., tm) von 1]

Aufgabe 14. Sei G C C* ein Gebiet und log: G — C ein Zweig des Logarithmus auf G.
Sei weiter a € C. Man definiert den zu log gehérenden Zweig der a. Potenz auf G durch
pot,: G — C,

a

pot,(z) = exp(a - log(z)) =: z°.

(a) Berechnen Sie alle moglichen Werte von 4, 2% und (—1)¥?. (Hinweis: Uberlegen Sie
zunéchst, dass sich zwei Zweige des Logarithmus nur durch eine konstante Funktion 274 - k, mit
k € Z, unterscheiden konnen (vgl. auch Aufgabe-13-b).)

(b) Sei n € N. Man nennt eine stetige Funktion f:G — C einen Zweig der n. Wurzel auf
G, wenn fiir alle z € G gilt: f(2)" = z. Zeigen Sie, dass es fiir einen solchen Zweig eine n.
Einheitswurzel w € C* (siehe Aufgabe-01) gibt, so dass fiir alle z € G gilt:

£(2) = wexp(.log(2))

Losungsvorschlag. (a) ist G C C ein Gebiet und log: G — C ein Zweig des Logarithmus, so
ist log,: G — C,
log,.(z) = log(2) + 2mik,

ebenfalls ein Zweig des Logarithmus, denn

2mik —

exp olog,(z) = exp(log(z) + 2mik) = expolog(z) + e 2,

wegen der 2mi-Periodizitét der Exponentialfunktion. Ist umgekehrt log irgendein Zweig des
Logarithmus auf G, so muss log = log,, sein, fiir ein £ € Z. Denn fiir jedes z € G gibt es dann
ein k(z) € Z mit )

log(z) = log(z) + 2mik(2),
denn

exp ol(;g(z)

exp(log(z) — log(z)) = expolog(2) = Z =1.

Weil G zusammenhéngend ist und k: G — Z C C wegen

1

k(2) = 2—m(15g(»2) —log(2))

stetig, muss k konstant sein (vgl. Aufgabe-13-b). Hat man also einen Wert von log(z) so sind
die anderen Werte aller Zweige gerade log(z) + 2mik mit k € Z.

(i) Bei z =i ist fiir den Hauptweig log: D — C, D = C\ R,

log (i) = In |i] + zg = ig,
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also sind die moglichen Werte gerade 15 + 271k, mit k& € Z. Das sind gerade die Urbilder von ¢
unter exp: C — C*,

exp (i) = {Z(g +2rk) € C; k e Z}.
Es folgt:
i = expl(ilog(i)) = exp(i - z’(g +2ork)) = exp((—g —ork),
k € Z. Fiir den Hauptzweig ist also:
it =e /2,
(i) Weiter ist
log(2) = In(2) + 2mik, k€ Z,

also .
27" = exp(—ilog(2)) = exp(—iln(2) + 27k),

fiir k € Z. Fiir den Hauptweig ist also

9—i _ p=iln(2)

(iii) Fiir den Zweig log: C \ R — C,
log(z) =im + &
Yz

C )
wo 7, der geradlinige Weg von —1 nach z ist, ist log(—1) = iw. Fiir die anderen Zweige ist dann
also

log(—1) = im + 2mik = in(1 4+ 2k), k€ Z.

Es folgt zunéchst fiir v/i = i'/2 nach der Defiition der allgemeinen Potenz

1 1 .
Vi= exp(§ log(i)) = exp(§(ig + 2mik)) = exp(i% +imk) = £/t ke

(je nachdem ob k gerade oder ungerade ist), fiir den Hauptzweig: v/i = /4, und daraus dann

(—=1)V? = exp(Vilog(—1)) = exp(£e™* - i(2k + 1)7) = exp(ime’™*(2k + 1)), k € Z.
Fiir die beiden Hauptzweige ist dann:
(—1)‘ﬁ — exp(ime™?).
(b) Fiir fi: G — C,
fi(z) = 2/ = exp( Tog(2)),
folgt offenbar, dass f; ein Zweig der n. Wurzel auf G ist, denn

A = (e 108()) = explon (+log(z) = expolog(z) = 2,

denn log: G — C ist ja nach Voraussetzung ein Zweig des Logarithmus. Da G C C* ist, ist
insbesondere fi(z) # 0, fir alle z € G. (Wenn log der Hauptweig ist, nennen wir f; den
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Hauptzweig der n. Wurzel.) Ist nun f:G — C ein beliebiger Zweig der n. Wurzel auf G, so
betrachten wir die dann auch stetige Funktion h: G — C,

Dann ist e
M=) = fi(z)"

also gibt es fiir jedes z € G eine n. Einheitswurzel w(z) € U,, C C* (wo U,, die Gruppe der n.
Einheitswurzeln sind, vgl. Aufagbe-01) mit h(z) = w(z). Da aber U,, C C* endlich ist, muss
jede stetige Funktion h: G — U,, C C wieder konstant sein. Es gibt also ein w € U,, mit

z
:—:1’
z

f(2) = wfi(z) = wesp( log(2)).

Aufgabe 15. Sei f:C — C holomorph und nicht-konstant. Zeigen Sie, dass f(C) dicht in C
liegt. (Erinnerung: D C C heifit dicht,, wenn fiir jede offene Menge U C C mit U # ) gilt:
D NU # (). Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Liouville.)

Losungsvorschlag. Angenommen f:C — C sei holomorph und f(C) C C sei nicht dicht.
Dann gibt es ein a € C und ein 7 > 0, so dass f(C) N B,.(a) = 0 ist, also |f(z) — a| > r, fiir alle
z € C. Dann gilt fiir g: C — C,

1
9(z) = 75—,
R R
dass g holomorph ist, g(z) # 0, fiir alle z € C und mit M := 1/r gilt:
1 1
VN = T —al =7

Nach dem Satz von Liouville muss g deshalb konstant sein. Ist g(z) = ¢ # 0, fiir alle z € C, so
ist dann

1
f(z)==4a, VzeC,
c
also auch konstant. Ist also f nicht-konstant, so muss demnach f(C) C C dicht liegen.
Aufgabe 16. Sei f: C — C holomorph und es existiere n € Ny, R > 0, M > 0 so, dass fiir alle

z € Cmit |z] > R gilt:
[f(2)] < MI2[".

Zeigen Sie, dass f eine Polynomfunktion vom Grad kleiner oder gleich n ist. (Hinweis: Zeigen
Sie mit Hilfe der Cauchy-Ungleichungen, dass f"*1) = 0 ist.)

Losungsvorschlag. (i) Sei z € C beliebig und r > R + |z|. Dann ist fiir jedes ¢ € 0B, (2):

(A= ¢ =2l = [zl =r—lz[ > R
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und
I <|C—z|+ [z =r+]z| <r+(r—R)<2r

Daraus folgt
1£(Q)] < MI¢™ < M(2r)" = 2"M7r™.

Nach den Cauchy-Abschitzungen folgt daher, dass

| DI2"Mrm
o) < P anqir)): ¢eos, (o) < DM

1
= (n+1)2"M- — 0,
r

fiir r — oo. Da wir 7 > R + |z| beliebig grofi wihlen konnen, folgt:
fr(z) =0, VzeC.

Behauptung. f ist ein Polynom mit deg(f) < n.

Induktion nach n: n = 0: f' =0, also f = const. und damit ist f polynomial mit deg(f) = 0.
n — n + 1: Dann ist
(f/)(n+1) — f(n+2) — 07

und damit ist f’ nach Induktionsvoraussetzung ein Polynom mit deg(f’) < n, also

)= et
k=0

mit a; € C (k=0,...,n). Dann ist neben f auch F:C — C mit

n n+1

Qg [0 7

F(z) = E k;—i—leH: E _jj 2
k=0 j=1

Stammfunktion von f’. Es existiert also ein by € C mit f — F = by. Mit by = ay_1/k, fir
k=1,...,n+ 1, folgt dann tatséchlich

f(z) =bo+ F(z) = Zn+ 1by,2",
k=0
also ist f ein Polynom mit deg(f) < n + 1.

Fiir eine formale (komplexe) Potenzreihe P = )" a, X" definiert man ihre formale Ableitung
durch

o0

P = Z(n + Da, 1 X"

n=0
Aufgabe 17. Sei P eine formale Potenzreihe und Rp € [0, 00] ihr Konvergenzradius. Zeigen
Sie: Rp/ = Rp.
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Losungsvorschlag. (i) R, > Rp: Das hatte wir bereits in der Vorlesung bemerkt. Die kon-
vergente Potenzreihe P € C[[X]] gibt Anlass zu der holomorphen Funktion f = fp: BR(0) — C
mit f(z) = P(z) und R = Rp. Dabei konvergieren die Partialsummen f,,: Br(0) — C,

fu(z) = Zakzk,
k=0

kompakt gegen f. Daraus folgt, dass

n—1

f'(z) =lim f/(2) = lim Z(k + a2
k=0

n—oo

ist. Das zeigt, dass der Konvergenzradius von P’ mindestens so grof ist wie R, denn ( g_l(lﬁ—
1)ag12%) sind die Partialsummen von P'(z).

(ii) Rpr < Rp: Wir betrachten jetzt die holomorphe Funktion g: Br/(0) — C, die durch P’
gegeben ist, g(z) = P'(z) (bei R’ := Rps). Die Partialsummen g,,: Br/(0) — C,

n

gn(2) = Y (k4 Dagsazh,

k=0

konvergieren kompakt gegen g. Sei nun z € Bg/(0) beliebig aber fest. Dann integrieren wir
g entlang der geradlinigen Verbindung von 0 nach z, ,:[0,1] — Bg/(0), 7.(t) = tz. Weil
C :=~[0,1]) € Bgr/(0) kompakt ist, konvergiert (g,|C) gleichméBig gegen ¢|C' und damit auch
((gn ©72)7.) gleichmiBig gegen (g o+,)7. auf [0, 1]. Deshalb darf man nach Weierstra$l Integral
und Funktionenlimes vertauschen und erhélt

[ st =tim [ g.(0dc
Yz n—ree Y=z
Es ist aber 4, (t) = z, fiir alle ¢ € [0, 1], also

n n

gn 0 Y=(1) - Y:(t) = Z(k’ + Dap (t2)F -2 = Z(k - D)aggr 2,
k=0 k=0

Es folgt

n

1.n 1
n(Q)d¢ = k+1 A= (k+1 g
(@S = [ 320+ Nowaz Sl a2t

1
k=0
n
_ k+1
= E A1z -
k=0

Da z € Br/(0) beliebig war, erhalten wir, dass

T~

P(z) = Zanzn =ap + Z 12" =ag + / 9(¢) d¢
n=0 V=

=0

3

ist, also fiir alle z € Bg/(0) konvergiert, und damit muss Rp > R’ sein.
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Wir nennen eine holomorphe Funktion f: G — C (G C C ein Gebiet) einen Zweig des Arcus-
tangens, wenn fiir alle z € G gilt: tanof(z) = z.

Aufgabe 18. (a) Sei D =C\ {2z € C: It € R: |t| > 1 und z = it} und Arctan: D — C,

Arctan(z):/ %,

wo 7, der geradlinige Weg von 0 nach z ist. Zeigen Sie, dass Arctan ein Zweig des Arcustangens
ist. (Wir nennen ihn den Hauptzweig.)

(b) Sei D C C wie unter (a), G = C\ Ry und Log: G — C der Hauptweig des Logarithmus.
Zeigen Sie zunéichst, dass g: C\ {—i} = C, z — =2, das Gebiet D nach G abbildet und dann
fiir alle z € D:

14122
1—1z

Arctan(z) = i,Log(

21 )

Losungsvorschlag. (a) Hier habe ich, glaube ich, beim Stellen der Aufgabe einen Denkfehler
gemacht, in dem ich glaubte, ich kénnte mit der Kettenregel direkt zeigen, dass

d
— tanoArctan(z) = 1
7 (2)
ist, was auch stimmt, aber nicht so einfach zu ermitteln ist. Wenn man zuerst Teil (b) macht
und dann zeigt, dass die dortige Funktion z %Log(%) ein Zweig des Arcustangens ist,
folgt es mit Teil (b) dann auch fiir den so von uns definierten Arcustangens. Wir machen daher
zunéchst Teil (b). Sorry.

(b) Die holomorphe Funktion g: C\ {—i} — C, z — %= bildet das Gebiet D tatsichlich nach

1—iz
G = C\ R, ab (sogar biholomorph, d.h.: g|D: D — G ist bijektiv und ihre Umkehrung auch
holomorph), denn ist g(z) ¢ G so gibt es also ein A > 0 mit

1+12

1—dz

Y

also
L+iz=-X1—1iz),

woraus nach wenigen Umformungen A # 1 und

A+1
= —]—
A—1
folgt. Fiir A > 1 ist aber
AtL_ 1+ > 1
A—1 " A-1"7
und fir 0 < A < 1 ist
A1 2\
AR I A
o1 Tao1s T
also z ¢ D. Es gilt also: z € D = g(z) € G.
Nun differenzieren wir zunéchst g:
() i(1—idz) — (14iz)(—i) (i4+2)—(—i+2) 2i
z) = — _
g (1—i2)? (1—i2)? 1—i2)?
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und dann mit der Kettenregel wegen Log'(w) = <, fiir alle w € G-

2% 1+4iz (1—iz)?

d (1 1+1iz 1 1—-1z 21 1 1
— | 5sLog—— | = = —5 = :
dz \2i °~1—iz 1—(iz)2 1422

ebenso wie Arctan’(z) = 1/(1 + z2. Bei z = 0 stimmen beide Funktionen iiberein und damit
auf ganz D,

1 1+1iz
Arct = —L .
rctan(z) 5 08T
(a) Wir priifen, ob die Funktion f: D — C,
1 142
_—

ein Zweig des Arcustangens ist. Dazu formen wir den Term fiir den Tangens zunéchst so um:

sin z
tan(z) = COoS 2 B

(eiz _ e—iz)

(eiz + e—iz)

. (€2iz _ 1)€—iz 1 _ e2iz

(62iz + 1)efiz Zl + e?iz'

N = §|>—\

Es ist nun ) ]
144z B 141z

)

e?/) = exp oLog(

1—iz’  1—i2’
weil Log ein Zweig des Logarithmus ist und damit
1— 32 (1—iz)—(14i2)  —2iz
t = ] 1_ZZ = ) = ] =
anof(2) Ty U+ (1t 2

fiir alle z € D. Damit ist f ein Zweig des Arcustangens und wegen f = Arctan nach Teil (b)
auch Arctan.

Ein topologischer Raum X heif3t

e zusammenhéingend, wenn gilt: Sind U,V C X offen mit X = U UV und UNV = 0, so
muss U = () oder V = () sein;

e wegzusammenhéngend, wenn gilt: Fiir alle zq, 1 € X gibt es einen Weg a: I — X (d.h.:
« ist stetig, wo I = [0, 1] das Einheitsintervall mit der von R induzierten Topologie ist)
mit a(0) = zo und a(1) = ;.

Aufgabe 19. (a) Sei X ein zusammenhéngender Raum. Zeigen Sie: Ist A C X nicht-leer,
abgeschlossen und offen, so ist A = X.

(b) Zeigen Sie: I = [0,1] ist zusammenhingend. (Hinweis: Ist [ = U U V und 0.E. 0 € U, so
betrachte
b:=sup{zel: [0,2] CU})

(c) Zeigen Sie: Ist X wegzusammenhéngend, so ist X auch zusammenhéngend.
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Lésungsvorschlag. (a) Es ist X = A U A° eine disjunkte Zerlegung in zwei offene Mengen,
denn da A auch abgeschlossen ist, ist A° auch offen. Deshalb muss eine von beiden Teilmengen
leer sein. A ist es aber nach Voraussetzung nicht, also ist A° =0, d.i.: A = X.

(b) Ist I = U UV eine disjunkte Zerlegung in (relativ-) offene Teilmengen U,V C I, so sei
0.E. 0 € U. Wir setzen dann

b:=supM, mit M={xel: [0,2] CU}.

Dann ist zunéichst b € I, da M # () ist, weil 0 € M ist. Weiterhin ist b € U, weil U abgeschlossen
ist (da U® = V offen ist). Es gibt namlich aus der Definition des Supremumus heraus eine
(monoton wachsende) Folge (x,,) in M mit (z,,) — b. Da M C U ist, ist also z,, € U, fiir alle
n € N, und daher muss b auch in U sein (und sogar in M). Wire nun b < 1, so gibe es ein
e > 0, so dass auch b+ te € U wire, fiir alle t € [0,1], denn U ist auch offen. Aber dann wire
b+e € M: Das ist ein Widerspruch zur Definition von b. Es ist also b = 1 und damit [0, 1] C U,
also V = (). Das zeigt, dass I zusammenhéingend ist.

(c) Sei X = U UV und angenommen: U # () und V # (). Dann gibt es also Elemente z € U
und y € V. Da X wegzusammenhéngend ist, finden wir einen Weg «:[0,1] — X, der z und y
verbindet, «(0) = x und (1) = y. Weil « stetig ist, sind o~ (U) und o' (V) offen in I und
wegen X = U UV ist auch I = a~}(U) U o~ (V). Aber beide sind nicht-leer, denn 0 € a~(U)
und 1 € a!(V). Das ist ein Widerspruch dazu, dass I zusammenhéngend ist.

Aufgabe 20. Beweisen Sie folgende Variante des Identitétssatzes: Sei G C C ein Gebiet und
f:G — C holomorph. Sei weiter a € G, so dass fiir alle n € N gilt: f™(a) = 0. Dann ist
f konstant. (Hinweis: Betrachten Sie die Teilmenge A := {z € G: f™(2) = 0, Vn € N} und
zeigen Sie, dass diese nicht-leer, abgeschlossen und offen ist.)

Losungsvorschlag. Wir betrachten also
A={zeG: f™(2)=0,¥neN} CG.
Da f™:G — C stetig ist, ist (f™)~1(0) C G abgeschlossen und damit auch
A= ()70,
neN

Da f holomorph und damit komplex-analytisch ist, ist A aber auch offen. Ist namlich zy € A,
so gibt es ein 7 > 0 mit B, (29) C G, so dass die Taylorreihe T} ., von f in z, fiir alle z € B, (%)
gegen f(z) konvergiert,

2 £n) (5
1) = Tpag() = S T

Da f(™(2) = 0 ist, fiir alle n € N, ist aber T}, (2) = f(20), fiir alle z € B, (), also f|B,(z) =
const. Es folgt, dass auch

F9() =0
ist, fiir alle n € N und fiir alle z € B,(z). Das zeigt: B,(z)) € A. Also ist A auch offen.

Nach Voraussetzung ist a € A, also A # (0. Nach Aufgabe-19-a muss deshalb A = G sein, also
insbesondere f'(z) = 0, fiir alle z € G. Deshalb ist f = const.
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Aufgabe 21. Sei G C C ein Gebiet und F:[a,b] x G — C, (t,z) — F(t,z), stetig. Zudem
sei Fi: G — C, Fy(z) := F(t, z), fiir jedes t € [a, b] reell-differenzierbar, und Do F": [a,b] x G —
Mato(R), DoF(t, 2) = DFi(2), sei stetig. Zeigen Sie, dass dann H: G — C,

H(z) :/bF(t,z)dt,

wohldefiniert und reell-differenzierbar ist mit

b
_ / DE(2)dt, V:eG.

Losungsvorschlag. Sei zp € G und 7 > 0 so, dass B,(z9) C G ist. Wir setzen ¢: B.(0) — C,

w(h) = H(zo+ h) — H(z) /D2 (t,z)dt) - h
und miissen demnach zeigen:
tim 22 _ g,
h—0 HhH

(Man beachte, dass das Integral definiert ist, da Do F' fiir festes (aber beliebiges) z € G insbe-
sondere stetig ist.) Fiir den geradlinigen Weg von zg zu 2o + h, 7:[0,1] — G, v(s) = 2o + sh,
gilt 7/(s) = h und daher

Fizo+h) — Fi(z) = Fron(l) = Foy(0) = / L (From)(s)ds = / DF,(v(s))7(s) ds

= / DFt hdS

da Fjo~ stetig differenzierbar ist. Sei nun € > 0 beliebig. Da D5 F' nach Voraussetzung stetig ist,
ist es auf Kompakta wie z.B. K = [0, 1] x Bs(29) sogar gleichméBig stetig. Wir finden deshalb
ein § > 0, so dass fiir alle ¢ € [0, 1] und alle z € Bs(2) gilt:

IDFi(2) = DFi(z0)]

(Wir benutzen hier die Operatornorm || - || zur euklidischen Norm auf Maty(R) & Hom(R?,
R?).) Nun kénnen wir (h) abschétzen:

el = ([ o+ n - By ([ DRE) 1) |
— | / (Fi(zo+ h) = Fi(0) — DE(za)h) df|
_ ||/ (/ DE(4 hds—/ DE,(2) ds - )dt”
< / ([ 1R = D) -Hl s

/ b / IDF(1(5)) — DF() - bl dsct

IN
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Es folgt:

le()] / / : .
< dsdt = (b — =e.
A S SR Uit A

oh)
AT

Es ist also

und damit H differenzierbar mit

DH(z) = /  DoF(t. ) dt

Aufgabe 22. Sei I C R ein offenes Intervall und f:/ — R unendlich-oft differenzierbar.
Zeigen Sie: f ist genau dann reell-analytisch, wenn es ein Gebiet G C C mit I C G und einer
komplex-analytischen Funktion f: G — C gibt mit f|/ = f.

Losungsvorschlag. ,<*: Sei also f: G — C holomorph, I C G und f = f|[ (sowie f(I) C R).
Fiir jedes zo € I gibt es dann ein r,, > 0, so dass I, := (T0—"74,, To+72,) S [ und B,, (z9) € G
ist und die Taylorreihe T}, von fin z fiir alle z € B,, (7o) € G gegen f(2) konvergiert,

A

f(z) =T;,,(2).

Die Taylorreihe Ty, € R[[X]] von f in z ist aber die gleiche wie die von f in xo, denn

&f £
= %(xo) = a(ﬂﬁo) = ['(20);

und genauso fiir die hoheren Ableitungen in xy. Es ist also

f' (o)

f@) = f(@) =T}, (@) = Tyop(z), Vo € By, (w0) NI =1,

Also ist f reell-analytisch.

.= Ist f:I — R reell-analytisch, so gibt es fiir jedes z¢y € [ ein r,, > 0, so dass I, =
(o — g, To +7a,) C I ist und die Taylorrreihe T}, € R[[X]] von f in x, fiir alle x € I, gegen
f(x) konvergiert,

f(@) = Ty (2).
Der Konvergenzradius von T, ist also grofler als Null und wir kénnen f|I,, holomorph auf
B,, (ro) € C durch f,: By, (z0) — C,

fwo (Z) = Tfﬂfo(z)a

fortsetzen, d.i.: fuy|le, = f|lz,- Wir setzen nun

G := U B,,, (o).

xo€l

Dann ist offenbar I C G, denn fiir jedes zg € I ist z9 € B,, (7o) € G, und G ist als Vereinigung
von offenen Mengen offen. G ist auch wegzusammenhéngend, denn sind 21, 2o € G beliebig, so
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gibt es z1,29 € I mit 21 € B, (r1) und z € B,,, (z2). Dann verbinde man z; zunéchst
geradlinig zu z; € I, diesen dann innerhalb von [ (geradlinig) mit z5, und diesen wiederum
geradlinig mit z5. Dieser Weg verlauft dann ganz in GG. G ist also ein Gebiet. Auf G setzen wir
nun f: G — C,

f(2) = fuo(2),  fallsz € B, () ist.

Dann wollen wir zunéchst priifen, dass dies wohldefiniert ist. Seien dazu z1, x5 € I, so dass mit
B; = Brzj (z;) (j =1,2) gilt: z € By N By. Mit By N By # 0 ist dann auch J :=I,, N1, C I
nicht leer und damit ein offenes Intervall. Nun gilt mit f; := f,, und f; := f.,:

AT = [T = falJ

Da B; N By zusammenhéngend ist, muss nach dem Identitatssatz

fil(Br N By) = fo (BN By)

sein, denn J enthilt sicher einen Punkt p und eine Folge (x,,) mit z,, € J \ {p} (Vn € N), die
gegen p konvergiert. Insbesondere ist damit

fi(z) = fa(2)

und damit f (z) wohldefiniert. Weil f lokal immer mit einem f,, uberelnstlmmt und letztere
holomorph sind, ist f auch holomorph. Nach Konstruktion ist schliefSlich f I =

Aufgabe 23. (a) Sei G C C ein Gebiet, f, g: G — C holomorph und a € G die einzige Nullstelle
von g. Weiter sei ¢'(a) # 0. Zeigen Sie, dass fur h: G\ {a} — C, h(z) = f(2)/g(2), gilt

f(a)
g'(a)

(b) Bestimmen Sie alle isolierten Singularitdten von f und g und dort ihre Residuen:

Resq(h) =

1 1

f(z) = FErS 9(2) = P

Losungsvorschlag. (a) Weil g: G — C eine einfache Nullstelle in @ € G hat, gibt es ein
holomorphes v: G — C mit v(a) # 0 und ¢g(z) = (2 — a)v(z). Nach der Produktregel ist dann

g'(a) = v(a) + (z — a)|,=4v'(a) = v(a).

Da f: G — C holomorph ist, gibt es ein holomorphes u: G — C mit

f(z) = f(a) + (z = a)u(z).

Man entwickle f dazu etwa in eine Potenzreihe um a und setze dann bei f(z) = > " a,(z —a)"
um a: u(z) ==Y " a,(z —a)" . Dann ist

g(z)  (—aplz) z-a  v(2)
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Schliefllich ist 1/v(z) wegen v(a) # 0 lokal um z = a holomorph, also in eine Potenzreihe
entwickelbar,

wobei by = 1/v(a) = 1/¢'(a) ist. Das ergibt

wobei der Ausdruck in den geschweiften Klammern holomorph ist. Das zeigt, dass h in a einen
einfachen Pol mit Residuum
f(a)

g'(a)

hat (falls f(a) # 0 ist; im Falle f(a) = 0 ist die Singularitét hebbar).

(b) (i) Die isolierten Singularititen von f:z — 1/(z(z — 7)?) liegen offenbar bei @ = 0 und
b=m. Uma=0ist umit u(z) = 1/(z — 7)? holomorph mit u(0) = 1/(—7)* = 1/72. Also ist
um z =0

Res,(h) =

1 1 >
= — byz".
EEEEAP ML

mit b, € C. Es folgt:

1 1/ &
— b k-1
2(z —m)? z * kz:; k=

um z. Also hat f in a einen einfachen Pol mit Residuum 1/72. Bei b = 7 ist 2 + 1/z um b
herum holomorph mit Taylordarstellung

1 1 d 1 - k
2Ty Eke ) G at-n)
(mit ¢, € C fiir k > 2). Wegen £(1)|._. = —2L ist daher
1 1Yr —-1/m? = Ko
z(z—7r)2_(z—7r)2+z—7r+;ck(z )

Es hat also f einen Pol der Ordnung 2 in b und dort das Residuum

Res,(f) = 1

T2

(ii) Die isolierten Singularitdten von g:z — 1/(z(e* — 1)) liegen bei a = 0 und by = 2wik
(k € Z), denn e¢* — 1 = 0, genau wenn z = 2mik ist, fiir ein k& € Z. Wir versuchen mal mit
f(z) =1/z und h(z) = e* — 1 Teil (a) der Aufgabe anzuwenden. Dann ist zunéchst by = 2mwik
(fiir k& # 0) einfache Nullstelle von h, denn

R (by) = e =1#0.
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Es folgt:
flor) /by 1
(b)) 1 2mik’

fiir £ # 0. In a = by hat der Nenner von g eine zweifache Nullstelle, denn

Resbk (g )

def=1) = 2 ) ot Zk—
k=1 k=1 =
= 1
— 2 k_ .2
= z Z(k+1)lz =27 u(z2),

wenn wir

£
—
I\
~—
I
(]
=
+ |~
=
a

setzen, also insbesondere u(0) = 1 und «/(0) = 1/2! = 1/2. Nun entwickeln wir wieder 1/u bis
zur Ordnung 1,

1 1 d 1 W (0) 1

I o (——) - e = 14 (— : ce=1—Z24---,
w0 " wo T EGE) o) F 2
und das liefert
! _ 1 L _ 1 + hol.
zez—1) 22 wu(z) 22
Das Residuum von g in 0 ist also
1
Reso(g) —3
Aufgabe 24. Zeigen Sie:
00 2 ™
/ wde T T (fira>1).
o4+t V2 0 a-+cosx a2 —1

(Hinweis fiir das zweite Integral: Versuchen Sie dieses Integral als ein komplexes Wegeintegral
iiber die Einheitskreislinie zu beschreiben.)

Losungsvorschlag. (i) Das Integral [*° 22 dz/(1+2z*) kann man dhnlich wie in der Vorlesung
behandeln. Man ergénzt den Weg [—r, 7] C R (fiir 7 > 1) um den Halbkreisbogen ~,: [0, 7] — C,
t + re® und erhilt dann den Rand des Kompaktums mit stiickweise glattem Rand

K,={z€C: |z| <r, Imz > 0}.

Entlang des Weges 7, kann man den Integrand 2%/(1 + 2*) so abschitzen:

22 ‘Z|2 7,2

1—1—24’: 1+2z4 — rt =1

denn
=2 =11 < |2 F 1]+ 1,
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also
|2t +1 >t =1

Die Lange von 7, ist 7r, so dass mit der Fundamentalabschétzung

22 7rd
u L T S )
‘/1+z Zespg)‘u R |
so dass der Beitrag fiir r — oo also verschwindet. Es ist deshalb

* 22dx ) 22dz
I := — = — lim = =
0o 1+ZE4 r—00 oK, 1+Z4

Um den Residuensatz anzuwenden, kiimmern wir uns nun um die isolierten Singularitdten von
2+ 2%/(1 + z%). Das sind die Nullstellen des Nenners, also die Losungen von

2t = —1.

Bezeichnen wir mit w := exp(mi/4) die 8. Einheitswurzel, so sind die Losungen offenbar gerade

w, w?, w® und w7, denn

(w2k+1)4 — w8k+4 — (w8)k . w4 _ 1I~c . (_1) —
(fiir alle k € Z). Der Nenner zerfillt also in die Linearfaktoren
1+2'=(z-w)(z—w*)(z —w)(z —wW).

Von diesen vier Wurzeln der Gleichung 1 + z* = 0 haben nur w und w?® positiven Imaginrteil
und fallen damit in K, (fiir r gro genug, hier » > 1). Fiir » > 1 ist das Integral unabhéingig
von r, so dass man auch zum Lines fiir r — oo {ibergehen kann. Wir erhalten dann also mit
dem Residuensatz

I = 2mi(Resy,(f) + Resys(f)),

wenn wir f(z) = 22/(1+ 2*) setzen. Nun ist offenbar, dass f in w und w?® nur einfache Pole hat
mit
2

w
Res,(f) = (W — w?)(w — W) (w — w7)
und )
Res,s(f) = (P — ) (&P — ) (&P —a)
Da
w = e/ _COSZ—I-ZSIH— = —\/_+z( \/_)
ist, ist

W= VBritva),

2 2
1 1
1 1
W' o= 3 2 — 2(5\/5) = —w?,
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und damit
w—w?’:\/i w—w® = 2w, w—w =iV2

sowie
wP—w® = z'\/i, w3 —w’ = 2.
Das ergibt mit w? =7 und w® = —i:
7 1
R‘esw(f) = . = T
VD)@a)(ivD)
—1 1
Res,3 = = .
D CAWDE)
Wegen 1/w = w” wird also
1 1 1 1 1.1 1
y () = — 4= (14 —) =~ (o2 — i) (1 — i
Resy(f) + Resa(f) = =+ 5 =-(1+5)=1(5V2—-i5v2)(1-1)

- %((\/5— V2) +i(—vV2-v2) = _QTﬁZ = —%’-

Das liefert also schliefilich
V2, V2 oom
I =2mi(——i)=1— = —.
4 2 V2

(ii) Um das Integral als ein Integral iiber das Intervall [0, 27] zu beschreiben, bemerken wir
zunéchst die Symmetrie des Cosinusgraphen bzgl. der vertikalen Geraden {x = 0} und {z = 7},
d.i.

cos(—x) = cos(x), cos(m —x)=cos(z), VreR.

Daraus sieht man mit den Substitutionen x = 7 — u bzw. u = —v, dass
/2” dx B /’T —du B /7r —du /’T dv
. a+cosr  Jy a+cos(m—u) J, a-dcos(u) J, a+cos(—v)

B /7r dv
~Jy a+cosv’

/’T dt _1/2” dt
o a+cost 2J, a-+cost

Nun versuchen wir dieses Integral als ein komplexes Wegintegral iiber die Einheitskreilinie
v:10,27] — C, t — €', zu schreiben und rechnen ein bisschen , physikalisch®:

Deshalb ist

cmnt) = et > E ) et = Ldz
A dt N iz
Mit . . .

cost = §(€it +e ) = 5(2 + ;)
erhalten wir

dt 1 dz 2 dz

a+tcost i (a+iC+1)-2 2242 +1
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Insgesamt bekommen wir so, dass

J._/ﬂ dt _1/2” dt _1/ dz
Jo atcost 2 )y a+cost i), 22+2az+41

Wem das zu ,unheimlich“ ist, der setze jetzt die Definition des komplexen Wegintegrals fiir
f7 dz/(2* + 2az + 1) ein, um zu sehen, dass man tatséichlich J bekommt.

Jetzt bestimmen wir die isolierten Singularititen von f:z + 1/(2% + 2az + 1), welche nach der

Mitternachtsformel bei
wl/g = —— :t VvV a

liegen. Nur die Wurzel

wi = —a+Va®—1

liegt dabei in B;(0), denn einerseits ist offenbar w; < 0, andererseits ist wegen a > 1
a—1=vVa2—-2a+1<vVa2—-2+1=Va2-1

auch w; > —1. Die andere Nullstelle liegt aulerhalb von B;(0). Das Residuum von f in w; ist
dann

1 1
Res,, = = )
(/) wp —wy  2v/a? -1
denn 1 )
f(z) = =

242az+1  (2—w)(z —ws)

Also erhalten wir mit dem Residuensatz

J_1/2’r dt _1/ dz
2y a+cost i Jap o) 22420z +1

1 1 s
= —(2m) - Res, =2 = .
2( mi) - Res., (f) 7T2\/a2—1 Va2 —1

Aufgabe 25 (Null- und Polstellenzéhler). (a) Sei f eine holomorphe Funktion auf einem
Gebiet G C C und a € G eine Nullstelle von f der Ordnung k£ € N. Zeigen Sie, dass g,
mit g(z) = f'(2)/f(z), eine holomorphe Funktion auf G mit einer isolierten Singularitét in a
ist und es gilt: Res,(g) = k.

(b) Sei f nun holomorph auf einem Gebiet G C C mit einem Pol der Ordnung k£ € N in einem
Punkt a € G. Zeigen Sie, dass g, mit ¢ = f’/f, holomorph mit isolierter Singularitit in a ist
und es gilt: Res,(g) = —k.

(c) Eine holomorphe Funktion f auf einem Gebiet G C C heifit meromorph, wenn sie héchstens
isolierte Singularitdten hat und diese nicht wesentlich sind. Sei nun K C G Kompaktum mit
glattem Rand, f sei meromorph auf G' und keine der isolierten Singularitdten und Nullstellen
von f liege auf OK. Mit Ny € N bezeichnen wir dann die Gesamtzahl der Nullstellen von f
innerhalb von K, gewichtet jeweils mit ihren Vielfachheiten, Ny = Y . 10y ord o(f). Ahn-

lich sein N, € N die Gesamtzahl der Polstellen von f innerhalb von K, gewmhtet mit ihren
Vielfachheiten, Neo = 3~ i-1(o) 0rda(f). Zeigen Sie, dass dann gilt:

1 fl(z)dz
2mi Jor f(2)
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Losungsvorschlag. (a) Die isolierten Singularititen von g = fT/ auf GG sind offenbar die Null-

stellen von f, wovon a € G eine ist. Dass ord,(f) = k € Nist, impliziert, dass es ein holomorphes
h um a mit h(a) # 0 und

f(z) = (z — a)*h(z)
dort gibt. Es folgt
F(2) = k(z = a)* " h(2) + (2 — )" K (2)
um a, also
') _kE—a)Mh(z) | —a)*W(zx) K K(2)

g(2) 12 - (2= a)h(z) + (z — a)*h(2) T Z—a + h(z)"

Da h(a) # 0 ist, ist % um a holomorph und damit hat ¢ in a einen einfachen Pol mit Residuum

Res.(g9) = k.

(b) f habe nun einen Pol der Ordnung k& € N in a. Das impliziert, dass es ein holomorphes h
um a mit h(a) # 0 gibt und

1
2) = —h(2).
f6) = g
Das kann man beispielsweise aus der Laurententwicklung von A in a sehen, die so aussieht:

Lpo(z) = Z an(z—a)" = (2 —a)™"- Z a_pin(z—a)™.

n=-— n=0

und a_j # 0. Setzt man h(z) ==Y a_pin(z — a)” (um a), so ist also h(a) = a_y # 0 und
f(2) = Lia(2) = (2 — @) *h(2),
fir alle z € B,.(a) \ {a}, fiir ein r > 0. Es folgt:
fi(2) = (=k) - (z = a) " h(z) + (2 — a) "N (2)
und so dhnlich wie eben (man konnte die Teile (a) und (b) gemeinsam abhandeln)

PR ERE—a) " ORG)  (z-a)H () k()
I = T T G o he) e h)

Es folgt wiederum, dass g einen einfachen Pol in @ mit Residuum
Res,(9) = —k

hat.

(c) Um das Integral fiir den Null- und Polstellenzéhler fiir ein meromorphes f auf einem Gebiet
G zu bekommen, stellen wir zunéchst fest, dass g = f7, isolierte Singularitdten in den Nullstellen
von f und den Polstellen von f hat, aber aulerhalb dieser holomorph ist, da f und f’ dort
holomorph sind und es keine Nullstellen von f mehr dort gibt. Ist nun K C G ein Kompaktum
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mit glattem Rand, so konnen, weil die Null- und Polstellen von f diskret liegen, nur jeweils
endlich viele in K liegen. Denn ist D C K die Teilmenge der Null- und Polstellen in K, so
ist (K \ D, B.(p))pep eine offene Uberdeckung von K (beachte: D ist nach Definition einer
diskreten Menge auch abgeschlossen, was in der Vorlesung vergessen wurde). Ist ¢ > 0 so klein,
dass in B.(p) jeweils nur ein Element von D liegt (ndmlich p), so sieht man, dass, wegen der
Kompaktheit von K, die Teilmenge D endlich sein muss. Seien daher

DO = {CL17...,CLT}
die Nullstellen von f in K und
Do ={b1,...,bs}

die Polstellen von f in K, also D = Dy U D.,. Da nach Voraussetzung D NOK = () ist, kénnen
wir nun den Residuensatz auf das meromorphe g = £ anwenden und finden, dass

f
1 f/(Z) dz . f/
omi Jox f(z) ;é;;l‘esp ézgi)f{esp pg%;i>fiesp
= S od,(f)+ Y (~ordy(f)) = Ny — N
p€Do pED

Aufgabe 26 (Satz von Rouché). Sei G C C ein Gebiet und es seien f, g: G — C holomorph.
Weiter sei K C G ein Kompaktum mit glattem Rand und N(f), N(g) € N bezeichne die Anzahl
der Nullstellen von f bzw. g in K (geziahlt mit Vielfachheiten). Schlielich gelte fiir alle z € K

9(2) = ()] < |f(2)]-

Zeigen Sie, dass dann gilt: N(f) = N(g). (Hinweis: Betrachten Sie die Homotopie (h)sc[,1) mit
= f+t(g — f) und untersuchen Sie N(h;) in Abhéngigkeit von t.)

Losungsvorschlag. Wegen |g — f| < |f| auf 0K, kann weder f noch g einen Nullstelle auf 0K
haben. In so einem Punkt wiirde ndmlich bei f(z) = 0 folgen: |g(z)| < 0 bzw. bei g(z) = 0:

|f(2)] < |f(2)|. Alle Nullstellen von f bzw. g in K liegen also in K. Das Gleiche gilt fiir die
»Zwischenfunktionen“ hy: G — C (t € [0, 1]),

hi(z) = f(z) +t(g(z) — f(2)).
Wegen
t-1g9(z) = f(2) < g(2) = F(2)] <|f(2)],
fir alle t € [0,1] und z € 0K, hat auch h; keine Nullstellen auf 0K . Beachte, dass hg = f und

hy = g ist. Fir die Anzahl N(h;) € Z der Nullstellen von h; (mit Vielfachheiten gezéhlt) gilt
deshalb nach Aufgabe-25:

Sy gy GOy gy (CESTC R (G

i omi

o Wz)  2mi Jor f(2) +t(g(2) = f(2))

Der Integrand dieses Integrals hingt nun offenbar stetig von ¢ ab und daher auch N(t) := N(h;).
Aber N:[0,1] — Z C R hat ganzzahlige Werte und muss daher konstant sein (vgl. Aufgabe-13).
Es ist also




Sei G C R” ein Gebiet. Ein dynamisches System auf G ist ein stetig differenzierbares ¢: ) — G,
(t,x) — ¢'(x), wobei gilt:

(a) © C R x G ist offen mit {0} x G C Q und I(z) := {t € R : (t,z) € Q} ist ein offenes

Intervall;

(b) (i) ¢°(z) =z fiir alle x € G;
(ii) Ist (t,2) € Q, so ist fiir s € R das Paar (¢t +s,z) € Q, genau wenn (s, ¢'(x)) €  ist,

und es gilt dann:

0*(p'(x)) = " (z).

Man nennt dann fiir jedes 2 € G die Kurve p(z): I(z) = G, t — ¢'(z), die Dynamik von x.

Aufgabe 27. Sei ¢: () — G ein dynamisches System auf einem Gebiet G C R"™. Man definiert
das zugehorige Vektorfeld f = f,: G — R™ auf G durch

d t
fla) = E|t:090 ().
Zeigen Sie: Fiir jedes zg € G 16st die Kurve ¢(xg): I(z9) — G das Anfangswertproblem

&= f(x), z(0)= .
Losungsvorschlag. Wir haben zu zeigen, dass fiir alle (¢, z) € 2 gilt:

dt ¢
= () = f(#@))

nicht nur fiir £ = 0. Dazu benutzen wir die ,, Flussgleichung*

P (¢ (@) = " (2),
fiir alle (¢,2) € Q und s € I(¢'(z)). Es ist ndmlich

d

dd_it@) = %’s=o¢t+s(1f) = E\s:ows(gpt(x) = f('(z)).

Wegen ¢'(z) =  16st daher p(xg): [(zg) — G, t — ¢'(z0), das Anfangswertproblem (AWP)
= f(x), x(0) =z,

fiir jedes xg € G.

Aufgabe 28. Sei p: Q2 — G ein dynamisches System auf einem Gebiet G C R"™. Ein Punkt
a € G heifit Gleichgewichtslage von o, wenn fiir alle t € I(a) gilt: ¢'(a) = a.

(a) Zeigen Sie: Ist f:G — R™ das zu ¢ gehorende Vektorfeld, so gilt: a € G ist genau dann
Gleichgewichtslage von ¢, wenn f(a) = 0 ist. [Nachtrag: Benutzen Sie fiir die Riickrichtung,
dass ¢ 2-mal stetig differenzierbar und damit f lokal Lipschitz-stetig ist sowie die Eindeutigkeit
der Losung des Anfangswertproblems dann nach Picard Lindelof.]
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(b) Sei nun zp € G mit I(xg) = (t_(xg), t4+(xo) und ¢4 (o) = co. Weiter sei a € G und es gelte
fim ¢/ =
Zeigen Sie, dass a eine Gleichgewichtslage von ¢ sein muss.

Losungsvorschlag. (a) Ist a € G Gleichgewichtslage, so ist also p(a): I(a) — G durch ¢'(a) =
a, fiir alle t € I(a). Es folgt, dass

fla) = % lop'(@) = 0

ist. Umgekehrt wollen wir (mit dem Nachtrag) benutzen, dass ¢ 2-mal stetig differenzierbar und
damit f stetig differenzierbar, insbesondere also lokal Lipschitz-stetig, ist und damit der Ein-
deutigkeitssatz (samt dem Lemma aus der Vorlesung, dass zwei Losungen des (AWP) auf dem
Durchschnitt ihrer Definitionsintervalle iibereinstimmen) von Picard-Lindelof gilt. Ist ndmlich
dann f(a) = 0, so 16st die Kurve a: R — G, «(t) = a, das (AWP) & = f(z), z(0) = a auf G,
genauso wie nach Aufgabe-27 die Kurve ¢(a): I(a) — G. daher muss

p(a) = all(a)
sein. Es ist also a Gleichgewichtslage von ¢.

(b) Fiir jedes s € Rist G5 :={z € G: s € I(x)} C G offen und ¢*: Gy — G, © — ¢*(z), ist
ein Diffeomorphismus auf sein Bild (welches gerade G_ ist, mit Inversem ¢~* wegen der Fluss-
gleichung p® o o' = @t fiir alle s,t € R). Insbesondere ist ® stetig. Sei nun s € I(a) beliebig.
Dann kénnen wir ein 7 € R wihlen, so dass s € (t_(z9) — 7, 00) ist. Im folgenden betrachten
wir nun ¢ € (7,00) und konnen jeweils den Limes fiir ¢ — oo bilden. Nach Voraussetzung ist
zuniichst ¢'(z9) — a und damit auch **(zg) — a (bei festem s und fiir ¢ — 00). Wegen der
Stetigkeit von ® und erneut der Flussgleichung ist deshalb

*(a) = Jim *(¢(x0)) = lim ¢™"(z0) = a.

Das zeigt, dass a eine Gleichgewichtslage ist.

Aufgabe 29. Wir betrachten das (nur) stetige Vektorfeld f:R — R, f(x) = 4/|z|, auf R.
Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

= f(x), «(0)=0
auf R verschiedene Losungen «, 5: R — R hat.

Losungsvorschlag. Das (AWP) & = +/|z|, (0) = 0, hat zunéchst mal sicher die Losung
a:R = R, a(t) =0, denn «(0) = 0 und

a(t) =0=+/|a(t)], VteR.

Fiir t > 0 (und x > 0) rechnen wir mit Trennung der Variablen:
dz
VT

0o VY

= dt,
' 1

= [ds = 2=l = 2vE=t = al) = 2
0
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Und nun priifen wir zur Sicherheit noch mal nach, dass g: R — R,
0 firt<o0
5<t>_{ Tt firt >0
stetig differenzierbar ist mit 5(0) = 0, 5(t) = 0 = /|B(¢)| fiir t < 0 und

) = %t — VIB@)] firt >0,

also wirklich eine Losung von (AWP) ist. Offenbar ist aber a # f.

Aufgabe 30. Bestimmen Sie mit der Methode der Trennung der Variablen alle maximalen
Losungskurven der gewohnlichen Differentialgleichung

T=x
und skizzieren Sie das Phasendiagramm auf R.

Losungsvorschlag. Es ist also (zunéchst fiir zg # 0)

x ¢ 1 tIO—].
:>——\x0:s]0:>——+—:t:>—5: - =
0 0 0
Lo
= z(t
o) = 1 —taxy’

und diese Formel kénnen wir auch fiir z; = 0 nehmen, wo xy natiirlich eine Gleichgewichtslage
ist. Um nun die maximalen Definitionsgebiete bzw. das maximale dynamische System zu dieser
gewohnlichen Differentialgleichung und damit das Phasendiagramm auf R zu ermitteln, unter-
scheiden wir die Bedingungen zy < 0, 2o = 0 und 2y > 0. Im Falle zy < 0 ist nun offenbar das
maximale Definitionsintervall gerade I(zg) = (%, o0) und fiir die Losungskurve gilt:

tilglmox(w = —00, tliglo z(t) = 0.

Nur fiir g = 0 ist das Definitionsintervall die ganzen reellen Zahlen, I(z¢) = R, und z(t) = 0,
fir alle ¢t € R (Gleichgewichtslage). Im Falle xy > 0 schliellich ist I(xy) = (—o0,1/xy) und

Jim () = 0, tifﬂoxu 00

Es gibt damit im Phasenraum R (bis auf Reparametrisierungen) genau drei Bahnen:

e cine, die in positiver Richtung iiber die neagtiven Zahlen lduft (und in endlicher Zeit aus
—oo kommt):

e cine Gleichgewichtslage in xy = 0;
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e und eine, die die in positiver Richtung iiber die positiven Zahlen lduft (und in endlicher
Zeit in 400 ist).

Aufgabe 31. Sei n € N, G C R” ein Gebiet und f:G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges
Vektorfeld auf G. Sei ferner fiir jedes y € G mit a,:I(y) = G die maximale Losung des
Anfangswertproblems

&= [f(z), 2(0)=y

auf G notiert. Sei nun yo € G und t € I(yp) sowie y; = «,(t). Zeigen Sie, dass s € I(y;) ist,
genau wenn ¢ + s € I(yp) ist und dann gilt:

Oé!/l (3) = ayo (5 + t)'

Losungsvorschlag. Wir betrachten die beiden Kurven

arl(y) = G, afs) = ay(s),

und

B:(t-(yo) —t,t4(yo) —t) — B(s) = ayy(s +1).
Hierbei ist I(yo) = (t_(vo),t+(yo)) mit ¢_(y ) € [ 00,0) und ¢, (yo) € (0,00] und wir setzen
natiirlich —oco — t := —o0 bzw. +00 — t := +o00, fiir t € R. Beide Kurven 16sen nun das

Anfangswertproblem (AWP)

&= f(x), =(0)=wn
auf G, denn bei « ist das gerade die Definition von a,, und bei § gilt zunéchst £(0) = ay, (t) = y1
und dann

() = (s 1) = - losrittn(0) = Fla (s + 1)) = F(B(5).

fir alle s € (t_(yo) — t,t4+(yo) — t). Weiterhin sind beide Losungen maximal. Bei « ist dies
nach Definition von «,, so, bei 8 nach Definition von o, da # im Parameterintervall nur um
t verschoben wurde. Daher muss

I(yr) = (t-(yo) — £, 11 (y0) + 1)

sein, also s € I(y;) genau wenn s +t € I(yg) ist. Denn nach dem Satz von Picard-Lindelof
(genauer dem daraus folgenden Lemma aus der Vorlesung) folgt, dass a und 5 auf dem Durch-
schnitt ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen, aber da diese jeweils maximal sind, miissen
auch die Definitionsbereiche iibereinstimmen und damit ist also o = 5.

Aufgabe 32. Fiir w > 0 bezeichnet man das Anfangswertproblem
i+w'z=0, 2(0)=m, £(0)=y

als ,,harmonischen Oszillaor*. Bestimmen Sie den Phasenraum G fiir das Problem und dann
das zugehorige maximale dynamische System ¢: Q — G (Hinweis: Machen Sie einen ,, Ansatz*
fiir x als Linearkombination der Losungen ¢ — cos(wz) und t — sin(wx).)
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Losungsvorschlag. Der Phasenraum fiir den (1-dimensionalen) harmonischen Oszillator mit
T =y, z(0) = xo
j=—wr, y(0)=yo,

ist offenbar G = R?. Wir wissen schon, dass die beiden trigonometrischen Funktionen R — R,
t +— cos(wt) und t +— sin(wt) die Differentialgleichung 16sen und die Differentialgleichung ist
linear, d.i.: das Vektorfeld f:R? — R?

f<x7y) = (y7 _wzx)
ist linear. woraus folgt, dass jede Linearkombination a: R — R,
a(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

auch eine Losung ist. Denn erfiillen zwei Kurven i, 5y die Gleichung, so gilt fiir eine Linear-
kombination A1 + Aof2 wegen der Linearitéit von f

%(M& + A2Bo)(t) = M Bi(E) + XaoBa(t) = M f(Bi(1) + Aaf (Ba(t) = F(MBi(t) + Aafa(t)).

Wir versuchen nun A, B € R so einzustellen, dass wir die Anfangsbedingungen «(0) = x und
&(0) = yo erfiillen. Es ist
a(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt),

also

Es folgt, dass
a(t) = xgcos(wt) + % sin(wt)
w

die maximale Losung des (AWP) ist. Da damit I(z,y) = R ist, fiir alle (x,y) € R, ist hier
Q=R x R? = R? und das zugehérige (maximale) dynamische System auf G gegeben durch

©'(z,y) = (v cos(wt) + %Sin(wt), —aw sin(wt) + y cos(wt)).

Aufgabe 33. Sei f: G — R” ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet G C R™.
Zu xy € G sein a: 1 — G die maximale Losungskurve zum Anfangswertproblem & = f(z),
x(0) = zo auf G. Es existiere nun ein 7" € I mit 7' > 0, so dass a(T") = zg ist. (Wenn 7" > 0 die
kleinste positive reelle Zahl mit dieser Eigenschaft ist, nennen wir xq einen periodischen Punkt
der Periode T'.) Zeigen Sie, dass in diesem Fall I = R ist und fiir alle ¢ € R gilt:

alt+T) = aft).

Losungsvorschlag. Da fiir das maximale o = ay,: I[(29) — G wegen a(T') = xq fiir ein T > 0
ist, gilt nach Aufgabe-31, dass

t(wo) =t(z0) =T, ti(xo) =1s(z0) =T
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ist, was man nur mit ¢_(x¢) = —oo und ¢4 (x¢) = +oo erfiillen kann. Nach der Flussbedingung
aus Aufgabe-31 muss dann fiir alle t € R = I(xg) gelten:

Ot +T) = gyt +T) = oy (1) = 0, (1) = ().

Aufgabe 34. Sei G C R" ein Gebiet und ¢: Q — G, (t,x) — ¢'(x), ein dynamisches System auf
G sowie f: G — R" sein zugehoriges Vektorfeld. Eine stetig differenzierbare Funktion H: G — R
heifit ein 1. Integral fiir ¢, wenn fir alle (t,x) € Q gilt: H(¢'(x)) = H(zx). Zeigen Sie, dass H
genau dann ein 1. Integral ist, wenn die Ableitung X;H:G — R von H in Richtung f, d.i.

Xy (@) = 3 fe) 5y,

verschwindet, X;H = 0.

Loésungsvorschlag. ,=“: Sei also H: G — R ein 1. Integral fiir p: Q) — G (mit Q C R x G).
Dann ist bei festem « € G fiir alle t € I(x):

Differentiation nach t an der Stelle t = 0 liefert dann mit der Kettenregel:

0 = %hoH (¢'(x)) = (grad(H)(¢"(x)), %tzosot(w‘)) = (grad(H)(x), f(z))
= Y@ fa)

» <"1 Ist umgekehrt X;H = 0, so schlielen wir

CH(p! (1)) = (arad(H)(#(2), () = (grad(H), 1) (¢! () = X, H(p!(2)) = 0,

fiir alle z € G und t € I(x). Deshalb muss fiir festes = € G das stetig differenzierbare I(x) — R,
t — H(p'(z), konstant sein, also iiberall gleich seinem Wert bei t = 0 € I(x), d.i.

Es ist damit H ein 1. Integral fiir ¢.

Aufgabe 35. Sein € N, I C R ein offenes Intervall und aq, ..., a,: I — R stetig differenzierbar.
Wir betrachten die lineare Differentialgleichung n. Ordnung

™+ a2 4t e d 4 apr =0 (1)

auf R.

(a) Zeigen Sie, dass der Losungsraum L, = {x € C"(I,R) : x 16st (1)} ein n-dimensionaler
Untervektorraum von C*(I,R) ist.
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(b) Seien w1,...,x, € L. Dann bilden wir die sogenannte Wronski-Determinante von

(x1,...,2,) W:I — R durch

W (t) = det : 5 (2).

Zeigen Sie: Falls W eine Nullstelle hat, so ist W schon iiberall Null und es gilt: (z1,...,z,) ist
Basis von L), genau wenn W # 0 ist.

Losungsvorschlag. (a) Um die lineare Gleichung n. Ordnung (1) zu lésen, betrachten wir das
System (1)

i‘l = I9
Tpn—1 = Ip
Tp = —A1Tp — A2Tp—1 — *** — Ap—1T2 — ApTy

1. Ordnung auf R™. Dann erhalten wir einen Losungsraum L, € C*(I;R™) von (1'). Bezeichnen
wir mit 71: R" — R die Projektion auf die 1. Komponente, x + 1, so induziert dies eine
Projektion

75 CHL;R™) — CH(I;R), @+ mop.

Wir wissen bereits, dass E(h) C CYI;R") ein n-dimensionaler Unterraum ist und 7} den

Losungsraum f}(h) bijektiv auf L,y abbildet. Jetzt zeigen wir zunéchst, dass L) sogar Teil-
menge von C"(I;R) C C'(I;R) ist, denn o, ..., x, € C'([;R) und

_ 5 _ .(n=1)
I’Q—l’,"'7$n—$( )

und damit ist wegen =Y € C'(I,R) auch z € C"(I;R). Da 7} linear ist, ist im(7}) C C"([; R)
ein Untervektorraum. SchlieBlich ist 77|L injektiv, denn ist x; = 7{(z) = 0, so ist auch

o _ (n=1)
To=21=0, -+, T, =1, =0,

also x = 0. Daraus folgt, dass auch L) = im(nf) Dimension n hat.
(b) Seien nun w1, ..., 2, € L. Wir betrachten dann die zugehorigen Losungen @1, ..., ¢, €
L(h) mit
. n—1 .
()Oj:(l'j,l'j,...,l'g )), (jzl,,n)

Nun ist (z1,---,z,) genau dann linear unabhéngig, wenn (@1, -, ;) es ist, denn aus
AMxy+ -+ A\x, =0
folgt durch Differentiation auch
a4 aa® =0,

fir k=0,...,n—1, also
A1+ -+ A =0.
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Umgekehrt folgt aus Ajp1+- - -+ A\, = 0 durch Anwenden von 7§ auch \yzq+-- -+ Az, = 0.
Nun misst die Wronski-Determinante offenbar gerade, ob (¢1,...,¢,) ein Losungsfundamen-
talsystem (FDS) fiir (1’) ist und damit ist W' = 0 schon dann, wenn es eine Nullstelle in [ hat.
Es ist (¢1,...,¢,) FDS, genau wenn W # 0 ist und mit Teil (a) wissen wir, dass (¢1,...,¢n)
Basis von f}(h) ist, genau wenn (x4, ..., x,) Basis von L, ist.

Aufgabe 36. Die Differentialgleichung der (ungeddmpften) erzwungenen Schwingung ist gege-
ben durch

i+ wir = Acos(wt)

mit Konstanten wy,w, A € R,. Berechnen Sie die allgemeine Losung im Nicht-Resonanzfall
w # wy. (Hinweis: Wenn Sie die Rechnung mit der Variation der Konstanten vermeiden wollen,
versuchen Sie eine spezielle Losung zu erraten (,,Ansatz*).)

Losungsvorschlag. Wir wissen bereits, dass ein (FDS) der homogenen Gleichung
& +wir =0 (2)

durch (cos(wyt), sin(wpt)) gegeben ist, denn beide Funktionen l6sen offenbar (2) und ihre Wronski-
Determinante verschwindet nicht:

cos(wot) sin(wot) B , L,
det ( —wp sin(wot)  wp cos(wot) = wp(cos”(wpt) + sin”(wpt))
= wy #0.

Um die allgemeine Losung im Nicht-Resonanzfall w # wy zu bekommen, machen wir den
Losungsansatz
Y(t) = ¢ - cos(wt)

mit einer Konstanten ¢ € R, die von w, wy, A abhéngen mag.

[Bemerkung: Die Vorstellung dabei ist, dass dem System durch die ,,duflere Kraft“, die durch
die Inhomogenitit ¢ — Acos(wt) in das System eingespeist wird, diese Schwingung , aufge-
zwungen® wird (mit einer Amplitude ¢, die sich, je nachdem wie nah die ,&duflere Frequenz*
w der , Eigenfrequenz“ wy nahe kommt, durchaus verstirken kann. Alternativ kann man zu
einer speziellen Losung (ohne physikalische Intuituon) auch mit der Methode der Variation der
Konstanten kommen. Dazu muss mann

@(t):( cos(wot)  sin(wot) )

—wp sin(wpt)  wp cos(wot)
invertieren und dann das Integral
t
/ B (s)b(s) ds
0

mit b(s) = (0, Acos(ws)), mit partieller Integration berechnen, um auf die variierenden Kon-
stanten wuq,us: I — R fiir

W(t) = uy(t) cos(wot) + ua(t) sin(wot)

zu kommen. |
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Wir rechnen hier mit unserem ,, Ansatz* zunéchst:

Y = —wesin(wt)
=19 = —wccos(wt)
=+ wi = —wiccos(wt) + wiccos(wt)

= (—w?c+ wpic) cos(wt),
und das bekommen wir also tatséichlich zu A cos(wt), wenn —w?c + wic = A, also

A

C= —/—/———
2 _ 2
Wi —w

ist. Damit ist

A
t) = ——— t t) + bsi t
W»(t) e cos(wt) + a cos(wot) + bsin(wot)
die allgemeine Losung, wobei man a,b € R noch durch die Anfangsbedingungen v (0) und w(O)
ausdriicken kann, wenn man mochte.

Aufgabe 37. Sei n € N, I C R offen sowie A: I — Mat,R stetig differenzierbar. Sei weiter
®: ] — Mat,R eine Losung von & = AP auf Mat,R. Zeigen Sie, dass dann die Funktion
A: 1 — R, A(t) = det(P(t)), die Differentialgleichung

& = spur(A)z

16st. (Hinweis: Schreiben Sie ® = (¢4, ..., ¢,)T mit den Zeilen p;: I — R™ (i = 1,...,n) und
benutzen Sie die Produktregel in der Leibnizformel fiir det(®) sowie ¢; = >, a5 (i = 1,...,n)

aus & = Ad.)

Losungsvorschlag. [Vorbemerkung: Man beachte, dass in der Aufgabenstellung die Spalten
von ¢ nicht notwendig ein Losungs-Fundamentalsystem (FDS) von & = Az auf R"™ zu sein
brauchen. Die Funktion A: 1 — R, A = det(®), misst gerade, ob das so ist. Sie ist entweder
identisch Null oder hat gar keine Nullstellen. Im letzteren Fall ist & dann FDS. Die Aufgabe
zeigt dann, dass A nach Trennung der Variablen durch

A(t) = Ag exp(/O spur(A(s)) ds)

gegeben ist.]

Wir betrachten also nun die Zeilen ¢, ..., ¢, von ¢. Die Bedingung d = A® bedeutet fiir die
Eintrége ¢;; von ® offenbar
Sbij = Z AikPkj
k=1

(1 <i,j5 <n).Da (p;;) bei festem i € {1,...,n} offenbar die Komponenten von ¢; sind, heifit

dies, dass
n

Pi =Y apr

k=1
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(fiir i = 1,...,n) ist, dass also ¢;(t) punktweise diese Linearkombination von ¢1(t), ..., ¢, (t)
ist. Das hilft jetzt bei der Differentiation der Determinante. In der Leibniz-Formel

det ® = Z Sgn H Pio (i)

oceSSh

ergibt nun die Leibnizsche Produktregel, dass

% detd = Z sgn(o Z Dio (i) H Pjo(s)

J#
n
— Z (Z sgn(0) Pic (i) H %‘a(j))
=1 o Jj#i

ist. Hier ist nun fiir jedes ¢ = 1,...,n der ¢. Summand offenbar die Determinante der Matrix,
bei der man die Zeile ; durch ¢; ersetzt, also

d

d - .
a det ® = %det(gol, ce ,gOn)T = Zdet(ﬁpl, ey i1, Vi Pty - - - ,gDn)T.

Setzt man nun ¢; = Y, a;,@ ein, so liefert nur der Summand mit k£ = ¢ einen Beitrag, da ¢,
fiir k£ # 7 schon in einer weiteren Zeile steht, also

d n
adet(b = gdet(w, Zalkgok,...,gon

= Zdet(g&l, sy Q3P s Spn)T

n

= Z azidet(p1, ..., on)"

i=1

= spur(A)det .

Es 16st also A die lineare Differentialgleichung & = spur(A)z auf R.

Aufgabe 38. Die Differentialgleichung fiir die geddmpfte Schwingung wird fiir Konstanten
v,w € Ry gegeben durch

F+yt4+wir=0 (3)
(wobei v > 0 die Dampfung beschreibt). Geben Sie eine Basis des Losungsraumes im so ge-
nannten Kriechfall an, wo A := 4w? — % < 0 ist. (Die Félle A = 0 und A > 0 behandeln wir
spater.) (Hinweis: Schreiben Sie (4) als ein System Z = Az mit A € MatyR und versuchen Sie A

zu diagonalsieren. Machen Sie dann einen geeigneten linearen Koordintenwechsel z = Sw mit
S € GLgR. Oder machen Sie gleich einen ,, Ansatz* x(t) = e (mit A € R).)

Losungsvorschlag. [Vorbemerkung: Ubergang zum System auf R? fiihrt auf 2 = Az mit

0 1
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Will man diese Matrix diagonalisieren, fithrt dies auf die Eigenwerte A von A, die durch die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

A =1
Xa(A) = det(AEy; — A) = det ( W At )
= MA+7)+w? =2+ My +u?
gegeben sind. Hat dieses zwei verschiedene reelle Nullstellen A, Ay € R, so fiithrt dies zu ei-
nem Fundamentalsystem durch eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen e*! und e*? eines
transformierten Systems. Die Transformationsmatrix S € GLsR, die die Eigenvektoren von A
in den Spalten stehen hat, kann in der 1. Zeile mit (1,1) gewahlt werden, woraus dann fiir die
ersten Komponenten der Fundamentallésungen des System ¢ = Az die Funktionen e** und

e*! resultieren. Es ist dann (e, e*?!) einen Basis des Losungsraums fiir (4). (Im Falle, dass
die Eigenwerte komplex (und nicht-reell) sind oder zusammentfallen, ist die Situation anders.)]

Zu der gleichen Losung kommt man, wenn man den ,, Exponentialansatz*
z(t) = eM
mit A € R macht. Einsetzen in (4) liefert dann wegen
@(t) = e, &=\
0 =7+ vi + w?z = (N2 + Y\ + w?).
Das fiihrt auf die charakteristische Gleichung
A+ +w? =0,

welche mit der Mitternachtsformel zu

—v  V=A
=T

mit der Diskriminante A = 4w? — ~? fiihrt. Im sogenannten , Kriechfall* wo A < 0 ist, hat
man also zwei reelle Nullstellen A\;, A, € R, welche also damit zur Basis (e, e*?!) fiir den
2-dimensionalen Lésungsraum L,y C C*(R; R) fiihrt (da ihre Wronski-Determinante nicht ver-

schwindet, die gerade (Mg — Ap)eP1H22)t £ () ist).

Aufgabe 39. (a) Berechnen Sie ein Losungs-Fundamentalsystem fiir # = Ax auf R? mit

0 3
(0 3).
(b) Wie lautet die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung & = Bx auf R? mit
0 —2
— 2
B ( 0 ) .

Losungsvorschlag. (a) Zunéchst versuchen wir A zu diagonalisieren. Dazu berechnen wir das
charakteristische Polynom x4 € R[t] von A,

t -3

xa(t) =det(tEy — A) = det ( 449

>:t(t+2)—3:t2+2t—3.
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Dieses hat die Nullstellen

2
Mp=—5EVI-(-3)=-1+2
Also hat A zwei (einfache) reelle Eigenwerte bei \; = —3 und Ay = +1. Nun berechnen wir
eine Basis von Eigenvektoren von A. Fiir Ay = —3 erhalten wir

-3 -3
aman ()

also wird der Eigenraum Eig(A, —3) = ker(—3Fy — A) z.B. von v; = (1,—1)" erzeugt. Fiir

Ao = +1 ist
1 -3
boas(3)

Also wird Eig(A, 1) z.B. von vy = (3,1)T erzeugt. Der Koordinatenwechsel R? — R? y s x =
Sy, mit
1 3
5= < L )

y=

transformiert dann das System auf

mit D = S71AS = diag(\(, \2). Dann ist ( ( ) ( ot )) ein Fundamentalsystem (FDS)
fiir y = Dy und damit 16st ®: R — Mats(

(R),
o(t) = S(e;1 6A2t>:<_11 ?)(egt 692t)
).

B ( 6)\1t 36)\2t

At 6)\2t
die Differentialgleichung ® = A® (mit ®(0) = E,) auf Maty(R). Damit ist also

(o) ()

e

ein FDS fiir & = Az auf R2
(b) Ahnlich gehen wir bei B vor:

xB(t):det( _tl tt22 > =t(t—2)+2=1"—2t+2

mit den dieses Mal nicht-reellen Lésungen

—2
Mg = - £VI-2=1=i

Deshalb kénnen wir nun nur in Mat,C diagonalisieren und berechnen die komplexen Eigenrédume:
: I+ 2
(1+Z)E2—B—< 1 —1+i)7
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also Eig(B,1+1) = ((2,—1 —4)T) und

. 1—1 2

was zu Eig(B,1 —1i) = ((2, —1 +4)T) fiihrt. Die Transformationsmatrix

2 2
SZ(—l—i —1+i)

transformiert also 2 = Bz auf @ = Dw mit D = diag(1 + ¢,1 — ¢). Das fithrt also zur Losung

eMt 2eMt 2er2t
@ = S . ( 0 6)\2t - (_1 _ i)e)\lt (_1 + Z’)e)\Qt )

von ® = A® auf Mat,C. Damit ist

(e ) (e )

ein FDS fiir 2 = Bz auf C2. Wir wissen nun, dass die Real- und Imaginirteile dieser Losung
den reellen Losungsraum L,y C CH(R,R?) von & = Bz erzeugen und versuchen es mal mit den
Realteilen, um eine Basis von L) zu finden:

Re(2eM?) = 2Re(et) = 2¢'Re(e') = 2¢! cost,
und
Re((—1 —4)eM") = Re((—1 —i)e’e™) = Re((—1 — i)e'(cost + isint)) = e'(— cost + sint),

und notieren
©1 = (2¢" cost, e’ (—cost +sint))”.

Und weiter:
Re(2e*2) = 2Re(e' =) = 2¢'Re(cos(—t) + isin(—t)) = 2€! cost,
was wohl wieder auf ¢ fithren diirfte. Deshalb nehmen wir jetzt mal den Imaginéarteil:
Im(2e*?") = 2¢’ sin(—t) = —2¢’sint
und
Im((—1414)e™") = e Tm((—=1 + i)(cos(—t) + isin(—t)) = e’ (—sin(—t) + cos(—t))
= ¢'(cost +sint).

Wir setzen damit
@y 1= (—2¢'sint, e'(cost +sint))”
und priifen jetzt noch, ob (1, p2) linear unabhéngig (in einem Punkt) ist. Dazu berechnen wir
det 2¢! cost —2¢lsint
e'(—cost +sint) e'(cost +sint)
= 2¢e*(cos®t + costsint) + 2e*(— costsint + sin®t)

= 2% £0.
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Es ist damit (g1, p9) ein FDS fiir # = Bz auf R? und die allgemeine Losung damit durch
c1p1 + capa (c1,c0 € R) gegeben.

Aufgabe 40. Berechnen Sie eine Basis fiir den Losungsraum der Differentialgleichung fiir die
geddmpfte Schwingung (vgl. Aufgabe-38)

P4yt +wir=0
(mit y,w € R;) auf R nun auch in den folgenden Féllen fiir die Diskrininante A = 4w? — %

(a) A > 0 (Schwingungsfall)
(b) A =0 (aperiodischer Grenzfall)

Lésungsvorschlag. Der Losungsansatz x = e (mit A € C) fithrt auf die charakteristische
Geichung (vgl. Aufgabe-38)
M4ryd+w?=0

mit den Nullstellen

und A = 4w? — 92
(a) Im Falle A > 0 sind die Nullstellen A, Ay € C konjugiert komplex zueinander und nicht
reell: VA
VA

)\1/2 = —% + ZT,
aber einfach. Deshalb bildet dann (e*'f, e*2") eine komplexe Basis des Losungrraumes L) C
C%*(R,C) von

F4+yi+wiz=0
auf C. Wir berechnen den Realteil von e':

A1t St iR -3t A

Re(e™") =Re(e2"-e"2 ") =¢"2 cos(Tt).

Und der Imaginérteil von e*?! ist:

Im(e*?") = exp(— %t) Sin(gt).

Die Wronski-Detrminante von

A= (exp(—%t) cos(\/TZt), exp(§t) sin(@t))

ist nicht Null, wie man &hnlich wie in Aufgabe-39 sieht. Damit ist A eine Basis von Lay €

C2(R,R).

(b) In diesem Fall A = 0 bekommt die charakteristische Gleichung eine doppelte Nullstelle bei
A = —~/2. Die zugehorige Matrix



bekommt nur einen 1-dimensionalen Eigenraum Eig(A, A) = ker(AE; — A), denn

NE — A — ( =2 _1>

w®  y/2

ist nicht die Nullmatrix,
Eig(A,\) = ((=1,7/2)").

Es ist also in diesem Fall A nicht diagonalisierbar. Die Jordansche Normalform zu A ist deshalb

Al
o-(0)
und eine Basis fiir den Koordinatenwechsel bekommt man durch ((AEy — A)v,v), wo v ein
nicht-triviales Element des Hauptraumes

Hau(A4, \) = ker(AE, — A)?

ist. In unserem Fall ist (AEy — A)? = 0 also Hau(4, \) = R? und wir koénnen aus diesem frei
wihlen. Unsere Wahl fillt auf v := (0,1)7, weil dann

w= (AEy — A)v = (—1,7/2)"
ist, den wir schon eben als Basisvektor fiir Eig(A, A) identifiziert haben. Die invertierbare Matrix
-1 0
S_(vﬂ 1)
konjugiert dann A auf B: S~'AS = B. (Man mache mal zur eigenen Uberzeugung die Probe.)
Nun 16st man 2 = Bz zunéchst von unten nach oben (oder direkt mit e'?):

21 = )\Zl + 29

Zy = Az,

also etwa zu 2o = e™ und dann
=Mz +eM

mit Variation der Konstanten: z;(t) = u(t) - e* und

t
u(t) = / e M. eMdt =t
0

R e>\t te)\t
A = (( O ) 9 ( 6/\15 >)
von z = Bz fuhrt. Zuriicktransformiert 1ost dann
eM o et -1 0 eM o e
(I)_S'(O e”>_(’y/2 1>(0 e’\t)
( _e)\t —te At )
= :216,\15 T 4 At
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das System # = Az auf R?. Die 1. Komponenten (exp(At), t exp(At)) bilden somit eine Basis fiir
Ly € C*(R,R). [Anmerkung: Die Losung ¢ — texp(At) finden die Physiker ebenso mit einem
»Ansatz" |

Aufgabe 41. Ein Newton-System auf einem Intervall I C R ist gegeben durch
mi = f(x) (4)

mit m > 0 (der Masse eines Teilchens) und f:I — R stetig differenzierbar (dem Kraftfeld, in
dem sich das Teilchen bewegt).

(a) Ist V:I — R stetig differenzierbar mit V' = —f (ein so genanntes Potential fiir f), so
zeigen Sie, dass durch H: I x R — R,

1
-H@w)=§mf+44@,

ein 1. Integral fiir (4) gegeben ist (vgl. Aufgabe-34).

(b) Im Falle des harmonischen Oszillators (vgl. Aufgabe-32) ist f(z) = —kz (mit & > 0).
Wihlen Sie ein Potential fiir f und beschreiben Sie dann die Niveaulinien fiir das zugehorige
1. Integral H. Wie sieht die Dynamik des Systems auf den Niveaulinien {H = ¢} (fiir ¢ € R)
aus? Beschreiben Sie qualitativ.

Losungsvorschlag. (a) Sei also t — (x(t), #(t)) eine Losung

P=y 9= f()

auf I x R. Wir miissen zeigen, dass H entlang so einer Kurve konstant ist. Dazu differenzieren
wir t — H(x(t),z(t)):

SHE0.60) = 5 (Gmie? + V)

dt 2
_ %m L23(1)i () + V' (2(t))d ()
= @(t)(mi(t) + V'(z(t)) = (#(mi — f(2))) (t)
= 0.

(b) Fiir f(z) = —kz (k > 0) wihlen wir V:1 — R, V(z) = $kz?, und erhalten das 1. Integral
H:IxR—R,

1 1
H(z,y) = §my2 + 51{;202.

Die Niveaulinien {H = ¢} sind dannn offenbar Ellipsen fiir ¢ > 0 mit den Hauptachsen a =

V2¢/k und b = /2¢/m:

.CEQ y2

St =1

H(z,y) =c <
Fiir ¢ = 0 bekommt man die einzige Gleichgewichtslage des Systems in (z,y) = (0,0),

H(z,y)=0 & =0, y=0.
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[Das ist ein krtischer Wert von H, 0H /0x = 0, 0H /0y = 0, so dass der implizite Funktionensatz
nicht anwendbar ist (und man i.a. keine ,,Linie“ bekommt.] Fiir ¢ < 0 ist {H = ¢} = 0.

Da auf den Niveaulinien {H = ¢} fiir ¢ > 0 keine Gleichgewichtslagen liegen und sie zusam-
menhéngend sind, bestehen diese aus einer einzigen Bahn, die also damit periodisch ist.

Aufgabe 42. Sei exp: Mat,,C — GL,,C, A — e, die komplexe Matrizen-Exponentialfunktion.

(a) Berechnen Sie e (i = 1,2) fiir

0 3 0 —2
Al:(1—2)’ AQ:(l 2)'

(b) Zeigen Sie fiir alle A € Mat,,C:
dete? = eSp“rA,

(Hinweis: Erinnern Sie sich, dass die Spalten von ®(t) = ¢ Lésungs-Fundamentalsystem von
2 = Az sind und Aufgabe-37.)

Losungsvorschlag. (a) Um exp(A;) (i = 1,2) zu berechnen, diagonalisieren wir zunéchst A;.

Aus Aufgabe-39 wissen wir, dass

S7'A;S = diag(—3,1) =: D mit S = ( _11 Zl)) )
ist. Daher ist
exp(4;) = exp(SDS™1) = Sexp(D)s™! = S - diag(e >, e) - S

Das Inverse von S berechnen wir bei S = ( CCL Z

1 d —b
-1 _
5 _detS(—C a)’

) mit der Formel der Adjunkten von S, d.i.

also zu

Das liefert

exp(4r) =

e N B

e3+3 —3e3+3e
—e B 4+e 3ed+4e ‘
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So gehen wir auch bei A, vor, wobei wir hier einen Umweg iiber die komplexen Zahlen machen,
da A, iiber R nicht diagnalisierbar ist. Es ist

S7'A,S = diag(1 +14,1 Z)—~Dm1t5—(_1_z' —1+z’)

(sieche Aufgabe-39). Das Inverse von S ist wegen

det S=2(—141i)—2(-1—i)=—-2+21+2+2i =4i:
=140 =2
1—_
5 _4i< 1+i 2 )

exp(Ay) = exp(SDS™') = Sexp(D)S™*

B 1 2 2 elti —14i -2
N 4\ =1 —4i =1+ 0 el 1+i 2

1 e+ ¢!~ —14i =2
N 45 \ (=1 —1d)e ™ (=1+1)e!™ 1+ 2
1 2(—14 i)t +2(1 +i)e' —4e' i 4 el
i \ (=1 —=d)(=1+d)e™ + (=1 +i)(1+)e'™" 2(1 +4)e!™ +2(—1 +1)e! ™

Damit wird

Hier konnten wir nun schon aufhoren. Da die Matrix noch nicht sonderlich reell aussieht, was
sie aber sein muss, da exp(A) € GL,R liegt, falls A € Mat,R ist, zerlegen wir nun noch die
Eintrige a1, aia, as1, ase dieser Matrix in Real- und- Imaginérteil. Da der Vorfaktor 1/(47) noch
ins Spiel kommt, brauchen wir nur die Imaginérteile der vier Eintrdge. Die Realteile miissen
Null sein, was eine Kontrollmoglichkeit dafiir bietet, ob man sich verrechnet hat. Wir rechnen
also:

a7 = Im(2(—=1+4)e(cos(1) +isin(1)) + 2(1 + 4)e(cos(—1) 4+ isin(—1)))
= 2e(cos(1) —sin(1)) + 2e(cos(1) — sin(1)).
Bezeichnen wir die Eintrége von exp(As) mit b;; € R (1 < 4,5 < 2), so erhalten wir also nach

DIvision durch 4i den Eintrag
b11 = e(cos(1) —sin(1)).

Weiter ist
Im (—4e'*" +4e'™) = Im(—4e(cos(1) + isin(1)) + 4e(cos(—1) + isin(—1)))
= 4de(—sin(1) —sin(1)) = —8esin(1).

Wir erhalten also
bio = —2esin(1).
Und so geht es weiter:
Im ((=1 — &) (=14 i)™ + (=1 +4)(1 +i)e' )
= Im (2e(cos(1) +isin(1)) — 2e(cos(—1) + isin(—1)))
= 2e(sin(1) 4 sin(1)) = 4esin(1),
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also
by1 = esin(1).

Und schlieBlich
Im (2(1 +4)e' ™ +2(=141)e' ™)
= Im((147)2e(cos(1) +isin(1)) + (=1 +i)2e(cos(—1) + isin(—1)))
= 2e(cos(1) 4 sin(1)) + 2e(cos(1) + sin(1))
= 4de(cos(1) +sin(1)),

also
baa = e(cos(1) + sin(1)).

Insgesamt (puh!) erhalten wir also:

. cos(1) — sin(1) —2sin(1)
et =c ( sin(1) cos(1) +sin(1) )

(ohne Gewiihr).

(b) Da R — GL,C, t — ¢4 Losung von & = A® (mit ®(0) = E,) ist, erfiillt nach Aufgabe-37
die Funktion A = det ® die Gleichung

Z =spur(A)z
auf C (mit z(0) = 1). Es ist also
z(t) = exp(spur(A)t).

Fiir t = 1 erhilt man
det(eA) = Z(]_) — 6Spur(A).l — espur(A)'

(Insbesondere ergibt sich erneut: e* € GL,C.)

Aufgabe 43. Sei exp: Mat,,C — GL,C die (komplexe Matrizen-) Exponentialfunktion.

(a) Geben Sie zwei Matrizen A, B € Mat,C an, so dass
exp(A + B) # exp(A) exp(B)
und begriinden Sie dies.
(b) Zeigen Sie: Ist A € C ein Eigenwert von A, so ist e* € C ein Eigenwert von exp(A4).
(c) Begriinden Sie, warum exp: Mat,,C — GL,C stetig differenzierbar ist und es gilt:

D expo = idMatn(C'

Losungsvorschlag. (a) Die beiden Matrizen A = ( 8 (1) ) und B = ( (1) 8 ) sind nilpotent

mit A2 = B% = (. Deshalb sind

exp(A)Zl-i—A:(é i) exp<B>=1+B=(} ?)
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und damit

Andererseits ist

0 1
coarn-(0)

die Spiegelung an der Winkelhalbierenden, da e; + e, und ey +— € gilt. Deshalb ist (1,1)7 € R?
ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 1 und (—1,1)T € R? ein Eigenvektor zum Eigenwert
Ao = —1. Die Transformationsmatrix

1 -1
S:(l . )GGLQC

transformiert daher C' auf D := diag(1,—1): S7'CS = D. Mit

o34 )
exp(C) = SeXp(D)S_IZ%(i _11)((6) 691)(—11 1)

1/ et+e! e—et
3 < e—el eqel > # exp(A) exp(B).

ist deshalb

(b) Ist A € C ein Eigenwert von A, so gibt es also ein z € C™"\ {0} mit Az = Az. Es folgt
induktiv
Arz = )z,

fiir alle £ € Ny und daher

exp(A)z = (Z %Ak> cz= Z %(Akz) = Z %(Akz) <Z %)\k> 2= ez
il k! ! !

z ist also auch Eigenvektor von exp(A), allerdings jetzt zum Eigenwert e*. Es ist also e* Eigen-
wert von exp(A).

(c) Die Partialsummen von exp(A) konvergieren auf jedem Kompaktum K C Mat,, C gleichmé-
Big (und absolut) gegen exp(A). Denn da || - ||: Mat,,C — [0, 00) stetig ist, gibt es eine obere
Schranke C' > 0 fiir ||A|| auf K. Damit gilt fiir die Exponentialreihe exp(A) auf K, dass ihre
zugehorige Reihe der Normen durch e® beschrinkt ist,

=1
>l Ar) < oM< e,

n=0

und nach dem WeierstraBschen M-Test konvergiert die Reihe daher auf K gleichméfig und
absolut. Da die Partialsummen Eintrage haben, die Polynome in den Eintrdgen von A sind,
sind diese stetig differenzierbar und daher ist der Limes nach einem weiteren Satz von Weierstrafl
ebenfalls stetig differenzierbar. Das gilt fiir jedes Kompaktum, also ist exp auf ganz Mat,,C stetig
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differenzierbar (sogar komplex analytisch in mehreren Verénderlichen). Fiir das Differential im
Nullpunkt
D exp,: Mat,,C — Mat,,C

berechnen wir die Richtungsableitung so:
d
DeXpO(B) = Elt:o exp(tB) = Bexp<tB)|t:0 =B-1=0,

also gilt:
D exp, = id.

[Anmerkung: Nach dem Umkehrsatz ist damit exp: Mat,,C — GL,C lokal um A = 0 € Mat,,C
ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung von 1 € GL,,C.]

Aufgabe 44. Die Bewegung eines Pendels (mit starrer Stange) unter dem Einfluss der Erdan-
ziehung geschieht (nach Normierung einer Konstanten) durch Losung der folgenden Differenti-
algleichung des ,,mathematischen Pendels® auf R:

T +sinz = 0.

(x beschreibt hier das Bogenmafl des Winkels der Auslenkung.)
(a) Geben Sie ein 1. Integral H auf dem Phasenraum R? der Gleichung an (vgl. Aufgabe-41).

(b) Diskutieren Sie nun die Niveaulinien { H = ¢} (¢ € R) und die Bahnen, die auf ihnen liegen,
qualitativ. Machen Sie eine Skizze des Phasendiagramms.

Losungsvorschlag. (a) Ein Potential V:R — R fiir f:R — R, f(xz) = —sina, ist offenbar
durch

V(z) = —cosx
gegeben, V'(z) = sinz = — f(x) (vgl. Aufgabe-41). Deshalb ist H:R?* — R,

1
H(z,y) = §y2 —cos T

ein 1. Integral fiir & + sinx = 0.

(b) H ist offenbar nach unten beschrénkt,

1
H(z,y) = §y2—003x20—1: —1,

und hat seine Minima in x = 2k7, y = 0 (k € Z), welches der unteren Gleichgewichtslage des
Pendels entspricht. (Eigentlich ist der Phasenraum S' x R, wenn man z € S* nimmt, weshalb
wir eine Periodizitéit von 27 in z-Richtung des Phasendiagramms erwarten.) Fiir ¢ = —1 besteht
also {H = —1} aus genau diesen Punkten,

{H=-1}={(z,y) €R*: 3k €Z:x=2kr, y=0}.
Fiir —1 < ¢ < 1 lésen wir H(x,y) = ¢ nach y auf,

y = E2+y/cosz + c.
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Das beschreibt konzentrische Ovale um die behandelten Gleichgewichtslagen herum. Auf diesen
liegen keine kritischen Punkte von H, also keine Gleichgewichtslagen von

T =1y, Y= —sinz.

Deshalb besteht jedes dieser Ovale (eigentlich gibt es fiir jedes ¢ € (—1, 1) nur eines, wenn man
die oben erwihnte Periodizitiat beachtet) aus einer einzigen Bahn, welche damit periodisch ist.
Das beschreibt die Pendelbewegung so kleiner , Energie* H, dass es keinen Uberschlag gibt.

Der Fall ¢ = 1 ist speziell. Zum einen liegen hier die kritischen Punkte x = (2k + 1)m, y = 0
von H, welche die obere Gleichgewichtslage des Pendels beschreiben. Zum anderen liegen dort
die Bahnen auf den Niveaulinien

y==x2vcosz+1 (y#0),

die von den kritischen Punkten (2k — 1)7 zu (2k 4+ 1)7 (bei y > 0) bzw. von (2k + 1)7 nach
(2k — 1) (bei y < 0) fithren (k € Z). Bis auf die Periodizitat sind das die beiden Bahnen,
die die Bewegung des Pendels beschreiben, die man erhélt, wenn man die Anfangsgeschwin-
digkeit gerade so wihlt, dass das Pendel (gerade so eben und in unendlicher Zeit) in die obere
Gleichgewichtslage lauft (aber diese natiirlich nie erreicht).

Fiir ¢ > 1 dann schliellich ist man wieder in dem Bereich, wo es keine kritischen Punkte mehr
gibt.
{H=c} & y==%2v/cosz+c

besteht aus den beiden Komponenten

Yy = +2v/cosx +c, y=—2vcosx+c,

die nicht mehr zusammenkommen. Man hat dort fiir festes ¢ € (1,00) genau zwei Bahnen,
die die Bewegung des Pendels beschreiben, bei der die Energie H groff genug ist, dass das
Pendel sich ,,iiberschligt®. Diese beiden Bahnen wiren im Phasendiagramm von S! x R auch
geschlossen und beschreiben damit auch eine periodische Bewegung. [Anm.: Beachte, das wir
hier keine Dampfung beriicksichtigt haben.]

Phasendiagramm:

Aufgabe 45. Seien w,wp,y € R,.. Wir betrachten die Differentialgleichung der , erzwungenen
Schwingung® auf R (vgl. Aufgabe-36)

¥+ i + wir = cos(wt).
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(a) Sei z: R — R eine Losung. Zeigen Sie, dass sich z(t) fiir grofie ¢ immer mehr der erzwungenen
Schwingung

y(t) = Acos(wt — )
(mit geeigneter Amplitude A und Phasenverschiebung «) annihert. (Hinweis: Losen Sie die
komplexe Gleichung mit rechter Seite exp(iwt) und gehen Sie dann zum Realteil iiber.)

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung im ungeddmpften Fall (v = 0) nun auch im Falle der
Resonanz (w = wy). (Hinweis: Ansatz: z(t) = A - t exp(iwt).)

Losungsvorschlag. (a) Wir versuchen eine spezielle Losung der gewohnlichen Differentialglei-
chung 2. Ordnung
4 yi 4 wiz = et

auf C durch den Ansatz

2(t) = ce™!
zu gewinnen. Es ist dann
) = ciwe™
Ht) = —aw’e™,

also ' ,
et = F 4+ i+ wiz = (—cw? + ciyw + cwd)e™,

was durch die Bedingung

1

(wg — w?) +iyw

c(W—w+iw) =1 & c=

zu ereichen ist. Setzen wir nun

« = arctan m,
0

SO ist

2 2 : 2 2 : ]
wy — w” +iyw = |wy — w* + iyw| - e,

also mit .
A= ((wg —w?)? +7%%) ”,

y(t) == Re(z(t)) = A-Re(e“'e’=) = ARe(e'“%) = Acos(wt — a).

spezielle Losung von
i+ 7%+ wir = Re(2 + 72 + wiz) = Re(e™") = cos(wt).
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
i+ i+ wir =0

kennen wir bereits aus den Aufgaben 38 und 40. Sie ist bei A := 4w2 — %

x(t) =cp - exp(—%t) cos(VAL) + ¢, - exp(—%t) sin(V/At)
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im Schwingungsfall A > 0,
x(t) = ¢ - exp(—%t) + ¢ texp(—%t)

im aperiodischen Grenzfall (A = 0), und

o(t) = er-exp((—1 ~ Vo200 s exp((— 1+ Y20

im Kriechfall A < 0. Wegen —A = 72 — 4w? ist v/—A < 7 und daher in allen Fillen der Faktor
vor dem ¢ im Exponentialterm kleiner als Null. Deshalb gilt in allen Fallen

lim z(t) = 0.

t—o00

(Die Dampfung zwingt die Feder schlielich in den Ruheszustand.) Fiir die inhomogene Glei-
chung folgt daher in der Tat, dass fiir die allgemeine Losung

x(t) = Acos(wt —a) +c1- () +ca- ()
stets

lim (x(t) — y(t)) = 0.

t—o0

[Anm.: Unabhéngig von den Anfangsbedingungen schwingt sich das System nach einer , Ein-
schwingphase® schlieflich in die ,erzwungene Schwingung® y(¢) ein (d.h: sie ndhert sich dieser
immer mehr, sogar exponentiell schnell, an.]

(b) Die allgemeine Losung der ungeddmpften Schwingung
i+ w'z =0

kennen wir schon. Sie ist
x(t) = ¢ cos(wt) + cosin(wt).

Fiir die allgemeine Losung der ungedampften erzwungenen Schwingung im Resonanzfall
i+ wr = cos(wt)
brauchen wir deshalb nur noch eine spezielle Losung y: R — R. Wir machen den Ansatz
2(t) = A-te™!
fiir eine spezielle Losung der komplexen Gleichung
54wy =™t
und rechnen:

) = A(e™ 4 iwte™) = A(1 + iwt)e™!
2t) = Aliw+ (14 iwt)iw)e™t = A(2iw — wt)e™".

Dann ist ' '
i+ wiz = (A(2iw — w’t) + w? - At) € = (2iAw)e™”,
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und das bekommen wir also zu e, wenn wir

1 1 )
Alw) = — = —eTim/2

T 2w 2w
setzen. Ubergang zum Realteil y := Re(2) fithrt dann auf die spezielle Losung
(1) = Re(=(1)) = 5t cos(ewt — 5) = 5tsin(u)
y(t) = Re(z(t)) = 5-tcos(wt — 5) = 5~tsin(wt),

denn .
i+ w?y = Re(3 + w?2) = Re(e™") = cos(wt).

Die allgemeine Losung im Resonanzfall ist daher

1
x(t) = %t sin(wt) + ¢1 cos(wt) + ¢o sin(wt).

[Anm.: z wird also fiir ¢ — oo beliebig gro (in positiver wie in negativer Richtung), was man
als ,, Resonanzkatastrophe“ bezeichnet.]

Aufgabe 46. Sei exp: Mat,R — GL,R, A — e, die reelle (Matrizen-) Exponentialfunktion
und sei

GLIR ={S € GL,R: detS > 0}.

(a) Zeigen Sie, dass exp(A) € GL/R ist, fiir alle A € Mat,,R.
(b Zeigen Sie, dass S = diag(—1,—4)) € GLIR nicht im Bild von exp liegt.
Losungsvorschlag. (a) Die (stetige) Kurve a: [0, 1] — GL,R,
a(t) = exp(tA),
verbindet die Punkte a(0) =1 und a(1) = A in GL,R. Da f:[0,1] — R,
f(t) = det(a(t)),

stetig ist und nie Null und auflerdem f(0) = 1 > 0, muss nach dem Zwischenwertsatz auch
f(1) > 0 sein. Es folgt
det(exp(A)) > 0,

also exp(A4) € GLR. Alternativ sieht man unmittelbar mit Aufgabe-42-b, dass
det(exp(A)) = P >
ist.

[Anmerkung: GL,R C Mat,R ist eine offene Teilmenge, die aus zwei Zusammenhangskompo-
nenten besteht, nimlich GL; R (die eine Untergruppe ist) und {S € GL,R : det S < 0}. Diese
sind diffeomorph, weil die Multilikation mit einer festen Matrix negativer Determinante wegen
des Determinaten-Multiplikationssatzes sie ineinander iiberfiihrt.]

(b) Sei also S = diag(—1,—4). Wir nehmen an, dass es ein A € Mat,R mit exp(A) = S gibt.
Sei A € C ein Eigenwert von A. Dann ist nach Aufgabe-43-b ¢* Eigenwert von S. Die beiden
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Eigenwerte von S sind aber beide negativ. Deshalb kann A nicht reell sein. Da aber A reell ist,
ist auch A ein Eigenwert von A, denn ist 2 € C? ein Eigenvektor fiir A, so ist z € C? Eigenvektor
Zu A B -
Az =Az = Az = z= )z

Da schlieSlich B .

[exp(A)] = €Y = e = Jexp())]
ist, muss e = e* sein, denn sie sind —1 oder —4. Es gibt also zwei linear unabhéngige Vektoren
z; und 2y in C? mit

AZl = )\21, AZQ = 5\22.

Aber z; und 2, sind dann auch linear unabhéngige Eigenvektoren von S = exp(A). zum Eigen-
wert e* = €. Der Eigenraum von —1 bzw. —4 von S ist nur 1-dimensional. Das kann also nicht
sein. S liegt also nicht im Bild von exp: Mat,R — GLJ R.

[Anmerkung: Beachte, dass im Bild von exp: Mat,R — GL'R durchaus Matrizen mit negativen

Eigenwerten liegen. Z.B. liegt S = —1 = < _01 _01 > im Bild, denn beispielsweise ist A =
_OW 7(; ein Urbild, weil A die Eigenwerte +ir hat und D = diag(im, —im) unter exp auf S

geht. Dann aber auch jedes Konjuguerte von D, z.B. A, denn S vertauscht mit allen Matrizen
aus GL,,C.]

Aufgabe 47. Zeigen Sie, dass exp: Mat,C — GL,C surjektiv ist.

Losungsvorschlag. Sei S € GL,C. Um zu zeigen, dass S im Bild von exp: MatoC — GL,C
liegt, reicht es wegen

exp(TAT™Y) = Texp(A)T™*

(fiir alle A € Maty,C und T' € GLyC) zu zeigen, dass ein Konjugiertes von S im Bild von exp
liegt.

1. Fall: S ist diagonalisierbar. Dann koénnen wir also direkt annehmen, dass S selbst diagonal
ist, S = diag(\1, A2) mit A\, Ay € C*, da det S # 0 ist. Da aber exp: C — C* surjektiv ist, ist
dann S = exp(A) mit A = diag(p, 2), wenn wir gy € exp~*(A\;) und py € exp~!(us) withlen.

2. Fall: S ist nicht diagonalisierbar. Dann kann man S auf seine Jordansche Normalform kon-
jugieren und wir konnen gleich annehmen, dass S selbst Jordanform hat, also

Al
s=(0 1)
mit A € C*. Wir wahlen wieder ein Urbild p € C von A unter exp, e = A, und setzen
_ (1
A= ( . ) .

01 ) und [ple, N] = 0. Daher ist

DannistA:,u12+NmitN:(0 0

exp(A) = exp(ulz) exp(N).
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Wegen N? =0 ist exp(N) =1+ N = ((1) 1),&180

= (53) (1) (5 3)

Damit kann man exp(A) aber auch auf konjugieren, denn A ist offenbar einziger

Al
0 A
Eigenwert von exp(A) und exp(A) # Alo. (Jedes Konjugierte von A1, ist selbst wieder A1,.)
Es folgt: Auch S ist im Bild von exp: Mat,C — GL5C.

Aufgabe 48. Sei G C R” ein Gebiet, f:G — R" zweimal stetig differenzierbar, y:I — G
eine Losung von @ = f(x) auf G sowie A:I — Mat,R, A(t) = Df(y(t)). Zeigen Sie: Zu jeder
Losung &: 1 — R™ der in y linearisierten Gleichung & = A(t)¢ auf R gibt es eine Variation von
Losungen (z.) von y, so dass £ das Variationsvektorfeld von (z.) ist.

Loésungsvorschlag. Sei 0.E. 0 € I. Wir setzen y, := y(0) € G. Wir nehmen fiir die Aufgabe
an, dass I = (a,b) mit
a>t_(yo), b<ty(yo)

ist. Dann wissen wir, dass fiir alle y aus einer offenen Umgebung von y, das Zeitintervall I(y)
auch I = (a,b) enthilt. Jetzt betrachten wir die geradlinige Kurve

(_878) — Gu S Yo+ 550 =1Ys

mit & := £(0) € R™. (Das Vektorfeld &: I — R™ ist ja vorgegeben.) Fiir ¢ > 0 klein genug liegt
diese Kurve in G und wir diirfen auch annehmen, dass

t—(y8) <a, t—l—(yS) > b

ist, fiir alle s € (—¢, ). Dann setzen wir z: (—¢,¢) x [ — G,

(s, t) = o' (ys),

wo : ) — G das dynamische System zu @ = f(z) sei. Mit f ist auch ¢ eine C%-Abbildung
und damit x auch zweimal stetig differenzierbar. Fiir jedes feste s € (—¢,¢) ist dann offenbar
re:l — G, z4(t) = z(s,t) eine Losung von & = f(x) und wegen z¢(0) = ¢%(y0) = yo muss
xo = y sein. (x,), ist also eine Variation von Losungen um y. Fiir das Variationsvektorfeld
n:I — R™ von (zy),

0
ﬁ(t) - £‘3:0$(8, t)v

ist nun einerseits 7 Losung der linearisierten Gleichung
£=A(t)¢
auf R”, mit A: I — Mat, R, A(t) = Df(y(t)), und andererseits ist
0 0
1(0) = 5-ls=09"(ys) = 5 ls=o(vo + 5&0) = &

Deshalb muss 7n(t) = £(t), fiir alle ¢ € I sein, also n = &.
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[Anm.: Wenn b =t (yo) ist, kann man i.a. die Variation nur noch auf einer offenen Umgebung
von {0} x I C R? defnieren, die aber fiir ¢ — b immer enger wird und kein gleichméBiger
Schlauch um {0} x I mehr ist.]

Aufgabe 49. Sei r € [1,00], f ein C"-Vektorfeld auf einem Gebiet G C R™ und sei z: 1 — R
eine Losung von & = f(x). Zeigen Sie, dass z eine C"*'-Abbildung ist.

Losungsvorschlag. Wir kénnen r € N annehmen und machen Induktion iiber r.
r = 1. Falls f € C}(G,R") ist und z: I — G Lésung von & = f(z), so ist also
T=fox (5)

und damit x zunéchst mal stetig differenzierbar, denn z ist auch stetig, weil f und x es sind.
Dann ist aber f oz auch stetig differenzierbar, weil beide Faktoren es sind, also ist & stetig
differenzierbar. Das zeigt, dass x eine C2-Abbildung ist.

r — r+ 1. Genau so konnen wir hier jetzt auch argumentieren. Ist ndmlich nun nach Vorausset-
zung f € C"*H(G, R™) und ist 2: [ — G eine Losung, so wissen wir nach Induktionsvoraussetzung
schon, dass x € C""1(I, G) ist, denn f ist ja dann auch C"-Abbildung. Gleichung (5) zeigt dann
aber, dass auch f oz € C""(I,G) ist und damit = € C"(I,G), d.i.: x € C"%(I, G).

Aufgabe 50. (a) Wir betrachten noch einmal (vgl. Aufgabe-40) die Differentialgleichung fiir
die geddmpfte Schwingung (y,w € R} )

P4yt +wir=0

auf R. Zeigen Sie, dass die Gleichgewichtslage (xo.y9) = (0,0) ein Attraktor des Systems ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Gleichgewichtslage (zo,y0) = (0,0) des ,,mathematischen Pendels*(vgl.
Aufgabe-44)
Z+sinz =0

stabil, aber kein Attraktor ist.

Lésungsvorschlag. (a) (i) Im Fall A = 4w? — 4% < 0 (Kriechfall) ist die allgemeine Losung
(sieche Aufgabe-38)

(1) = erexpl(=2 — Y200 + cpexpl(=] + D),
2 2 2 2
fiir alle ¢+ € R, wobei die Anfangsbedingung 2y = (7o, yo) € R? in den Konstanten c;,cy € R
ausgedriickt werden kann und sich zy und ¢ = (c1,¢2) € R? gegenseitig durch die gegebenen
Konstanten abschétzen lassen. Fiir die +-Stabilitét reicht es also zu zeigen, dass sich ||z(t)|| fur
alle t € [0,00) gegen ||c|| nach oben abschétzen ldsst (durch eine Konstante, die nur von den
gegebenen Konstanten abhiingt und nicht etwa von ¢). Berechnung von #(t) und von x?(¢)+12(t)

zeigt aber nun, dass die Funktion N: [0, 00) — [0, 00),
N(t) = [[((t), 2(t))]*
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sogar monoton fallend ist und gegen 0 konvergiert, denn der Vorfaktor von ¢ in den Exponen-
tialtermen ist tiberall kleiner als Null. Es ist also (xg, y9) = (0,0) +-stabil und

lim (2(t), #(t)) = (0,0).

t—o0

Das heifit, dass (zg,yo) ein (sogar globaler) Attraktor ist.

(ii) Im Schwingungsfall A > 0 ist nach Aufgabe-40 die allgemeine Losung (fiir alle ¢ € R)
x(t) = cre 2t cos(\/Zt) + coe 3t sin(\/Zt).

Es folgt fiir N:[0,00) — [0,00), t + ||(x(t),z(t))]|?, zwar i.a. nicht, dass N monoton fallend
gegen 0 konvergiert (fiir £ — o), allerdings gilt eine Abschétzung

N(t) < aflef*e™,

mit einem a > 0, welches nur von den vorgegebenen Konstanten abhéngt. Das zeigt, dass auch
hier (zg,v0) = (0,0) +-stabil ist und
lim (z(¢), £(t)) = (0,0)

t—o00

fiir alle Anfangslagen ist. Auch hier ist also (zg,yo) ein (globaler) Attraktor.

(iii) Im aperiodischen Grenzfall A = 0 ist die allgemeine Losung (siche Aufgabe-40)

o(t) = cre” 2! + cote” 3t

(fiir alle ¢ € R). Auch hier mag die Norm N auf einem allerdings kompakten Intervall [0, b]
vielleicht steigen und ist dann aber durch eine Konstante mal dem Normquadrat der Anfangs-
bedingung nach oben beschrinkt, wo die Konstante nur von den vorgegebenen Daten abhéngt.
Danach fallt sie dann monoton fallend gegen Null, &hnlich wie im Fall (i). Das zeigt, dass auch
hier (xg,yo) ein (globaler) Attraktor ist.

(b) Die Bahnen ¢ — (z(t),%(t)), die in einer offenen Umgebung Bs(o) von (xg,y0) = 0 € R?
starten (0 > 0), sind alles Ovale, ndmlich die Niveaulinien des 1. Integrals {H = c} fir ¢ €
(—1,0) (vgl. Aufgabe-44). Die sind kompakt und deshalb ist N|{H = ¢} wieder nach oben

beschrankt mit
N(t) < alll?, vt>0,

mit einer Konstanten o > 0, die unabhéngig von allem ist. Das zeigt, dass (¢, yo) zwar +-stabil
(ja sogar stabil) ist, aber kein Attraktor, da die Bahn ja auf diesen geschlossenen Kurven bleibt
und periodisch ist und damit nicht nach (zg,yo) hineinléuft.

Aufgabe 51. Sei ¢: Q) — G, (t,z) — ¢'(x), ein dynamisches System auf einem Gebiet G C R™.
Wir setzen fiir jedes t € R
Gr={xeG: tellx)} CG.

(a) Zeigen Sie, dass Gy C G offen ist, fiir alle ¢ € R, und, dass fiir die Abbildung

oGy — G, e @l(a),
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gilt: im(p') = G_; und ¢': Gy — G_; ist ein Diffeomorphismus.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ = idg ist und fiir alle s,¢ € R (dort, wo beide Seiten der Gleichung
definiert sind) gilt:

st o Sot — (PS_H.
(Man nennt die Familie von Diffeomorphismen (¢");cr den zu ¢ gehorenden Fluss auf G.)
Loésungsvorschlag. (a) Sei t € R und z € Gy, also t € I(x). Aus dem Satz iiber die stetige
Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert wissen wir, dass es eine offene Umgebung U C G
von z gibt, so dass t € I(y) ist, fir alle y € U. Es ist also U C G und damit Gy C G offen.
Wegen 0 € I(z), fiir alle z € G, ist Gy = G und ¢° = idg. Ist nun z € Gy, also t € I(x), so
wissen wir, dass s € I(p'(x)) ist, genau wenn t + s € I(x) ist. Es folgt, dass —t € I('(x))

ist, da t + (—t) = 0 € I(x) ist. Deshalb ist ¢'(z) € G_;. Zudem wissen wir, dass in dem Fall
s € I(p'(x)) gilt (siehe Aufgabe-31):

Fiir unseren Fall s = —¢ liefert das

e (P (x) = o M (x) = ©°(x) = x = id(x),

und die Anwendung auf —t statt ¢ liefert ebenso

o'~ (@) = id(2).
Es ist also ¢': Gy — G_; ein Diffeomorphismus mit Inversem
—t

W) t=¢

(b) Wir wissen schon, dass ¢° = idg ist und dass fiir festes ¢ € I(z) gilt:
sel(p(x)) & s+tel(n),

und in diesem Fall

P (¢ (2) = ¢ (2).

Fiir alle z € Gy N (") 71 (G, N G_y) ist also die linke Seite definiert und dann auch die rechte.
(Beachte, dass das umgekehrt nicht so ist.) Es gilt also
ol = auf Gy N () NG N Gy).

Und das fiir alle s,t € R.

Aufgabe 52. Berechnen Sie die charakteristischen Exponenten der Gleichgewichtslage p =
(0,0) € R? beim

(a) harmonischen Oszillator & + w?z = 0 (w > 0);
(b) bei der geddmpften (harmonischen) Schwingung & + v + w?z = 0 (w > 0, v > 0);

(c) beim mathematischen Pendel & + sinz = 0;

64



(d) und bei der (oberen) Gleichgewichtslage ¢ = (m,0) € R? des mathematischen Pendels.

Loésungsvorschlag. (a) Fiir den harmonischen Oszillator haben wir fiir das induzierte System

£ = A¢ auf R?, dass
0 1
=)

ist. Fiir f:R? — R? £ — AE, ist natiirlich Df(0) = A, und die Eigenwerte von A sind die
Nullstellen von

xa(t) =2 +
Also sind die charakteristischen Exponenten )/, = %iw.

(b) Im Falle der Dampfung erhalten wir die charkterische Gleichung (bei v > 0 und w > 0)
2+t +w? =0,

also als charakteristische Exponenten

mit A = 4w?—~2. Je nachdem, ob A < 0, A = 0 oder A > 0 ist, bekommt man zwei Exponenten
auf R_ oder zwei nicht-reelle konjugiert komplexe Exponenten. Das Verhalten verzweigt bei
A = 0 in dem doppelten charakteristischen Exponenten —+/2. (Immer ist Re(A) < 0, also ein
Attraktor, was wir schon wissen.)

(c) Im Falle des mathematischen Pendels ist € = f(&) auf R? mit f(z,y) = (y,—sinz) fiir

¢ = (z,y). Es folgt
D = _ s 0 )

—cosx 0O

Df(0,0) = ( Y é)

Die charakteristischen Exponenten sind (wie im Falle des harmonischen Oszillators bei w = 1,
der seine Linearisierung im Nullpunkt darstellt) A\; 12 = *i.

also

(d) In der oberen (instabilen) Gleichgeweichtslage (z,y) = (m,0) ist dagegen

Dﬂmm:(gé)

mit seinen beiden Eigenwerten £1. (Ein so genannter hyperbolischer Punkt.)
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