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Vorwort

Dieses Script vervollstidndigt die Reihe Mathematik fiir Physiker, ist allerdings nicht mehr spezi-
ell einem Semester zugeordnet. Es basiert auf der Vorlesung ,,Mathematik fiir Physiker IV des
Sommer-Semesters 2008, da dieser Teil ,, Funktionentheorie“ zu meiner Zeit nicht Inhalt der Vor-
lesung war. Sofern Definitionen, Sétze, ... aus anderen Scripten dieser Serie zitiert werden, so sind
diese auch hier wieder mit MfPh... kenntlich gemacht. Es wird dabei nicht garantiert, dass sich
keine Fehler, sowohl in Formeln, als auch in den Formulierungen von Definitionen, Sétzen oder
auch Beweisen einschleichen. Der Leser sollte daher entsprechend kritisch damit umgehen und ge-
fundene Fehler weitergeben, damit diese korrigiert werden kénnen.

In der Mathematik unterscheiden sich die verwendeten Symbole zum Teil grundlegend von der
Physik, so zum Beispiel die kompelexe Konjugation, Adjungation oder auch die Schreibweise des
Skalarproduktes (Dirac-Notation in der Quanten-Mechanik!). Als gleichwertig fiir die Transpositi-
on sind zu werten T A, AT, A?. Besonders kritisch ist auch die Komplexe Konjugation mit 2* oder
Z, da hier leicht Fehlinterpretationen auftreten kénnen.

Wer die schonen Bilder aus der Vorlesung vermissen sollte, ist hiermit aufgerufen diese in digi-
taler Form (png, eps, 0.4.) zu erstellen, damit diese integriert werden kénnen. Gleiches gilt fiir
anderweitige Mitarbeit am Gesamtwerk. Kenntnisse im Umgang mit I4TEX2e sind dabei hilfreich.
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Kapitel 1

Holomorphe Funktionen

Motivation

(1) Ist f: R — R oc-oft differenzierbar, so ist ihre Taylor-Reihe in 0 gegeben durch:

£(n)(Q

(2) Erinnere:

(3) Ist

To f ist eine formale Potenzreihe (mit einer Unbestimmten X, in die man ,etwas einsetzen®
kann);

Tof braucht fiir kein € R\{0} zu konvergieren;

es gibt ein R € [0, o], so dass Ty f auf (—R, R) konvergiert, aber auf R\[—R, R] divergiert
(R heifit Konvergenzradius);

Selbst wenn R > 0 ist braucht f(x) nicht gleich Ty f(x) fir |#| < R zu sein (aufler fiir
z =0);

f hie§ reell-analytisch in a = 0, wenn der Konvergenzradius R von Ty f grofier als Null
ist und fiir alle z € (—r,r) (mit einem 0 < r < R) gilt:

f@) =Tof(x) .

T = i a, X"
n=0

beliebige Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, so konvergiert 17" auch fiir alle z € C mit
|z| < R. Allerdings ist dann auch T'(z) € C (und nun diirfte man auch von Vorneherein die
Koeffizienten a,, aus C zulassen). Man erhélt dann eine Funktion

f:Br(0) = C, f(z) =T(z) .

(4) Anwendung auf eine reell-analytische Funktion f : R — R mit Konvergenzradius R > 0 in
a = 0 liefert also nun eine Fortsetzung;:

f:B(0) = C, f(z)=Tof(2)

(d.h. f(z) = f(z) Vz € (—R, R) mit einem 0 < r < R).

14.04.2008



2 KAPITEL 1. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Beispiel
Fiir f =exp: R — R gilt bekanntllich

| —

n
v

3

fw) =exp(z) =€" =
n=0
also ist exp reell-analytisch in ¢ = 0 und Ry = co. Deshalb ist auch
£ £ z — 1 n
f:C—C, f(z) =texp(z) =t€ :ZEZ
n=0

erkldrt und heifit komplexe Exponentialfunktion. Wir hatten schon gesehen:
et =cost+isint, Vt e R
(EULER).

Erkenntnis
Erst die komplexen Fortsetzungen zeigen die ganze Natur der reell-analytischen Funktionen (und
oft tiberraschende Zusammenhinge)!

Ziel
Untersuche systematisch Funktionen f : G — C, wo G C C (= R?) ein Gebiet ist, die , C
-differenzierbar® sind.

1.1 Komplexe Zahlen

1.1.1 Erinnerung

Auf dem R -Vektorraum (R?,+, ) definiert man eine ,Multiplikation® x : R? x R? — R? durch
( T T2 ) . T1T2 Uiy ) ' (1.1)
% Y2 Z1Y2 + T2Y1
Es ist dann (R?, +,*) ein Korper und wird mit C bezeichnet: die komplezen Zahlen.

1.1.2 Kommentar

(1) Esist < é > das Eins-Element dieses Kérpers, also:

()-(0)=(3) ~(F)=e

(2) Man kann (R, +, -) als Unterkérper von C vermoge 7: R — C,7(z) = ( ?)

T(ery)(x—gy)<g>+(g>7(1¢)+7(y)

) auffassen, denn:

und

(und 7 ist injektiv).
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Die skalare Multiplikation R x C — C und die neu definierte multiplikative Struktur x : CxC —
C von C sind vermoége 7 vertriglich, d.h. fiir alle z € C und alle r € R gilt:

rez=1(r)xz,

()= (5)=()- ()= (5)

Es wird ab sofort deshalb z € R mit 7(x) € C identifiziert und ,x“ als ,,-“ geschrieben (oder
sogar als ,, “).

denn

Fiihrt man insbesondere mit der Abkiirzung i := ( ? ) die imagindire Finheit ein (es ist dann

also (1,7) eine R -Basis von C), so hat man fiir jedes z = < 3?5 ) € C:

()62 () ()

die iibliche Darstellung der komplexen Zahlen. Es heifit dann x =: R(z) der Realteil von z und
y =: S(z) der Imagindrteil von z.

Um sich die grundlegenden Multiplikationsregel Gleichung (1.1) in € zu merken, muss man

= (1)(1)-(3)--

merken, denn wegen 1-1=1,1-7=14-1=1 und den Korpergesetzen findet man dann:

(21 +iy1) * (22 + iyo) = 2122 +iT1Y2 + Y172 + 12 y1y2 = (T172 — Y1y2) + i(T1Y2 + y122) -
=4

Man kann R? nicht mit einer so schénen Multiplikation versehen. & Ubung &

Es ist dann

1 1
R(z) = 5(+7) , S()=5(:-7),
wenn man fiir z = z + iy das komplex Konjugierte

Z=x—1y

setzt. Erinnere auch den Betrag |—|: C — [0, ),

o=l = VaE = vREEFSGE = (7))

ist. Es ist dann fiir alle zq, zo € C:

, wenn z = x + 1y

|z122| = |21] |22]

und
|21 + 22| < |z1| + |22] -

Fiir jedes z € C\{0} (= C*) gibt es ein eindeutig bestimmtes r (= |z|) und ein (bis auf Vielfache
von 27 eindeutiges) ¢ € R (Argument von ¢) mit:

2z =re'?
(Polardarstellung der komplexen Zahlen). Fiir z; = r1e¥?1 und z; = rye’¥? ist dann wegen
pil@itas) _ giw1 | izo
(Additionstheoreme von sin und cos und Eulers Formel anwenden):
2129 = (rlei%)(rgewz) = (rlrg)ei(‘/’ﬁ‘”) .

Also ist die geometrische Interpretation der Multiplikation in C :
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e Betrige werden multipliziert;

e Argumente werden addiert.
1.1.3 Vorbereitungen
Jede R -lineare Abbildung 7 : R? — R? wird beschrieben durch eine Matrix < Z
T a b x
()= a) ()

Betrachtet man R? = C als 1-dimensionalen komplexen Vektorraum, so wird eine C -lineare
Abbildung S : € — C beschrieben durch eine Matrix (A) € Mat; (C),

b > € Mats(R),

Sz=MAz.
Frage: Wie hiingen Mat;(C) und Maty(R) zusammen?

1.1.4 Bemerkung

Fiir eine R -lineare Abbildung T : C — C sind dquivalent:
(1) T ist C -linear;

(2) T(iz) =1iTz,Vz € C;

(3) ist
r(5)=(2a)(3) v(5)em=c.
Yy c d Yy Yy
so ist @ = d und b = —c. Es ist dann mit \ := a + ic:
Tz = M\z.
i? Beweis §!

(1) = (2): C -Linearitét fiir T bedeutet insbesondere:
T(uz)=pTz,VueC, VzeC;
insbesondere also fiir p = 1.

(2) = (3): Multiplikation mit ¢ € C wird (bzgl. der R -Basis (1,%)) beschrieben durch

J;—<$ —01>.

Bedingung (2) bedeutet deshalb:

(o) () () ()« (i 2) = (0 eemanme

Es ist dann
(=)o (e —c z\ _ [ar—cy
y) \c¢ a y ) \cxt+ay )’

also mit A := a + ic:
Tz= Mz .

(8) = (1): T(2) = Az (mit A € C) ist offenbar C -linear, denn
T(pnz) = Mpz) = p(Az) =uTz , Yu,z € C.
QED

A



1.2. DIFFERENZIEREN )

1.2 Differenzieren

1.2.1 Erinnerung

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C = R? komplex-wertige Funktion auf G und a € G. f ist in
a (reell-) differenzierbar, wenn es eine R -lineare Abbildung 7' : C — C gibt und eine Funktion
¢ : G — C mit

p(2)

z—a |z — a -

)

so dass gilt:

f(2) = fla) + T(z = a) + ¢(2) .
Man schreibt dann T =: Df(a). Setzen wir noch u,v : G — R, u = R(f) , v = I(f) , also
f =wu+iv, so erhdlt man:
du  Ou
T={ & & |@
ox Jy

(wenn man 7' mit ihrer sie beschreibenden Matrix bzgl. (1,4) identifiziert).

Definition 1.1.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine Funktion.

(a) Seia € G. Dann heifit f in a komplex-differenzierbar, wenn f (reell-) differenzierbar ist und
Df(a) eine C -lineare Abbildung ist.

(b) Es heiit f holomorph, wenn f in jedem Punkt z € G komplex-differenzierbar ist. Wir
bezeichnen:

HG)={f:G— (D|f ist holomorph} .

1.2.2 Kommentar

Ist f =u+iv: G — C differenzierbar, so ist also f genau dann holomorph, wenn die sogenannten
Cauchy-Riemannschen-Differenzialgleichungen gelten:

ou Ov ou ov

dx 9y By  Ox

1.2.3 Vorbereitung

Sei I : C — C die ( R ) lineare Abbildung, die die komplexe Konjugation beschreibt, Iz = Z. Dann
wird I (bzgl. (1,4)) beschrieben durch

1 0

0 -1 ’

Sei T': C — C eine R -lineare Abbildung.

1.2.4 Bemerkung

(1) Es gibt dann genau eine Wahl von C -linearen Abbildungen S7,S52 : C — C, so dass gilt:

T=5+5301.
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(2) Ist T =51+ Sy 01 wie oben, £ =T(1) € Cund n =T(i) € C sowie S1z = A1z und Saz = Aoz

mit A1, A\g € C, so gilt:
1

M= (E—in)  ha = (E+im)

i? Beweis !
(1) Wir identifizieren jedes C -lineare S : C — C, also Sz = Az und A = x + iy mit

( vy ) € Mats(R) .

Yy T

Die Bedingung T'= S; + S2 o I wird dann mit 7' = ( Ccl Z > zZu:

a b _ (v —; n To —Ys 1 0 _( T1tT2 —y1tye
c d Y1 x1 Y2 T2 0 -1 y1+y2 T — T2 ’

also: .
mito=al g = ~(a+d)
2
= 1 9
T — 20 =d xz:i(a_d)
sowie

_ 1
Y1 +y2="> y1 = ~(=b+c)
=
Y1ty =c y2=5(b+0)

Also existieren S7,S; und sind eindeutig bestimmt.

(2) Mit obigen Bezeichnungen ist
E=T()=a+ic, n=T3GE)=b+1id .
Es folgt mit (1):
((a +d)+i(—-b+ c))

((a+ ie) —i(b+ id))

A=z Fiy; =

N~ N~ DN
—~

ax%

\

~.

3

a2

und ahnlich |
Ag = §(§+i71) .
QED

A

1.2.5 Kommentar

(1) Ist T: C — C R -linear, £ =T(1) und n = T(4), so ist also fiir alle z € C:
1 . 1 ) =
Te=({5E—m) |2+ |5E+m))z.
(2) Ist T: C — C, & n € C wie oben, so ist T also genau dann C -linear, wenn

1 .
5(5‘*’“7) =0

ist.
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(3) Ist nun T = Df(a) fiir eine in a € G differenzierbare Funktion f : G — C (G ein Gebiet), so

. . . D,u Dyu .

ist mit f = u + iv, also Df(a) = ( Dov DZU ) (a). Wir setzen nun
) ) 9
L) = SL@rige@ = (Df@W)=8 .
T = G@rig@ = 0@ =

Man setzt daher:

Definition 1.2.
Sei G C C ein Gebiet, a € C und f: G — C in a (reell-) differenzierbar. Dann heiflen

of .y . L(9f .of
&(a) = 2<8x_l(’?y> (a),

of _ Lrof of
E(a) = 2<3:z:+18y> (a),

die Wirtinger-Ableitungen von f nach z bzw. Z in a.

1.2.6 Kommentar

(1) Ist f: G — C in a € G differenzierbar (G C C ein Gebiet), so ist also fiir alle z € G:

of of
f(z) = fla) + 57(a)(z = a) + == (a)(z — a) + ¥(2)

mit einem ¢ : G — C, welches
(2)

s—alz—a|

erfiillt. Nach der Bedingung gilt ndmlich mit den eingefiihrten Bezeichnungen

Df(a)(z~ @) = 9 (a)(z ~a) + S (@2~ a) .

(2) Eine differenzierbare Funktion f : G — C (G C C ein Gebiet) ist also genau dann holomorph,
wenn gilt:
of

£—0.

Satz 1.3.
Sei G — C ein Gebiet und a € G . Eine Funktion f : G — C ist genau dann in a komplex
differenzierbar, wenn der Grenzwert des Differenzenquotienten

f(z) = f(a)

zZ—a

fiir z — a existiert. Dieser ist dann %(a).
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1.2.7 Kommentar

(1) Man hétte also wie im Falle einer reellen Verdnderlichen die Existenz des Grenzwertes des
Differenzenquotienten auch zur Definition der komplexen Diffenenzierbarkeit machen kénnen.
Man beachte, dass man ja hier fiir z # a wie im Reellen durch z — a teilen darf, weil C ja ein
Korper ist (im Gegensatz zu x — a fiir x,a € R™ bei beliebigem n € IN, x # a). Man schreibt
deshalb auch fiir eine komplex-differenzierbare Funktion f: G — C in a:

fia)= L) = i DT

z—a zZ—Q

(Beachte: %(a) ist auch im (reell-) differenzierbaren Fall erkldrt, f’(a) nur im komplex-

differenzierbaren, wenn also %(a) =0 ist.)

(2) Man konnte deshalb die Rechenregeln von Satz 1.4. auch ganz analog wie im Fall einer reellen
Verénderlichen beweisen. (Wir bevorzugen einen anderen Weg.)

i? Beweis ;! von Satz 1.3.

= Ist f: G — C komplex-differenzierbar in a, so ist also

of

1) = (@) + (@)=~ a) + ()
mit
im &) _
z—a |z — al
Es ist also
=10 L) 28] o

also existiert der Grenzwert des Differenzenquotioenten und es ist

lim. M — g(a) )

z—a z—a 0z

< Existiert andererseits der Grenzwert des Differenzenquotienten

Nt SO =@
z—a zZ—a

so ist mit ¢ : G — C,

natiirlich
f(z) = fla) + Az —a) + ¢(2)
und
lim #(2) = lim 1(z) = f(a) A=0.
z—az—a z—a Z—a
Also ist f in a reell differenzierbar mit
of of

&(a) =X, 5(0)

d.h. f ist komplex-differenzierbar.
QED

A
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1.3 Rechenregeln

Satz 1.4.
Sei G C C ein Gebiet und f,g: G — C in a € G komplex-differenzierbar. Dann gilt:

(a) Ist A € C, so ist f+g,Af : G — C in a komplex-differenzierbar mit:
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a) ,(Af)(a) =Af(a);
(b) fg:G — C ist in a komplex-differenzierbar mit
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) ;

(c) Ist g(z) # 0 fur alle z € G, so ist auch 5 : G — C komplex-differenzierbar in ¢ mit

1Y Fagle) - fa)g'(a)
(g) (@)= g(a)? ’

(d) Sei h: D — C mit einem Gebiet D C C und f(G) C D. Ist dann h komplex-differenzierbar
in b:= f(a) € D, so ist auch ho f: G — C in a differenzierbar mit

(ho f)(a) =1 (b)f(a) -

i? Beweis !

Die Operatoren a% und 3@ sind linear und erfiillen auch die Leibnizsche Produktregel. Deshalb

gilt das Gleiche auch fiir

9 _1(o 0y 8 _1(d 0
0z 2\ox 9dy) > 0z 2\0x oy)
(a) Es folgt deshalb z.B.
0 _of
g(f+9)(a) =

also f + g komplex-differenzierbar und dann

99

@+ 2@ =0,

af g

(F+9)(@) = 2 (f +9)(@) = 2L (a) + 92 (a) = /(@) +9'(5)

Ahnliches gilt fiir \f.
(b) Ahnlich zu (a).
(¢) Ahnlich zu (a).

(d) Ist S1 = Df(a) und Sy = Dh(b), so folgt zunéichst aus der Kettenregel fiir differenzierbare
Abbildungen, dass ho f: G — C in a (reell-) differenzierbar ist mit:

D(ho f)(a) = Dh(b) o Df(a) = S25] .
Aber die R -lineare Abbildung 5557 : C — C ist mit S; und Sy auch C -linear, denn mit

0 -1 .
J = ( 1 0 ) gilt
5155 = Sa(JS1) = JS257
also ist h o f in a komplex-differenzierbar und es gilt:
(hof)(a)=D(ho f)(a) = S251 =N (b)f'(a) -
QED

A
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1.3.1 Beispiele
(I) SeiceC, f:C — Cmit f(z) =c, Vz € C. Dann folgt: f ist differenzierbar mit Df = 0,

also o/
o
d.h. f ist holomorph und
f/ = ai = O
0z )

(IT) Sei f= id : € — C, also f(z) = z. Dann ist f differenzierbar und

O _1(0 0N e L
82_2<6x+28y> (x+zy)—2(1—|—z)—0,

also f holomorph und

_Of g ey
=) =30-?)=1, VzeC.

f'(z)
(III) Sei f: € — C, f(z) = z. Dann gilt: f ist differenzierbar und

0F _1(9 0N L
8z_2<8x+16y>(x zy)—2(1 *)=1%#0,

also ist f nicht holomorph.
(IV) Ist n € Ny, f: C — C, f(z) = 2™ =: pot,, (). Dann ist f holomorph und
f'(z) =nz"1,

denn fiir n = 0 (siche (I)) und fiir n — n+ 1 : f(z) = 2" = 2. 2" g = id ist

holomorph (nach (II)), h = pot,, nach Induktionsvoraussetzung. Nach Satz 1.4.(b) ist deshalb
f = pot,,,; holomorph und

F'(2) = g (2)h(z2) + g(2)l'(2) =1 - 2" + 2(n2""") = (n+1)2" .

(V) Sei n € No, ag,...,a, € Cund f:C — C,
n
f2) =ane™ 4+t ag = Y apst
k=0

(f heiBt Polynomfunktion). Nach (IV) und Satz 1.4.(a) ist f holomorph und es gilt:

n—1
fl(z)=na,z""'+- +a = Z(k + Dag125 .
k=0

(VI) Sein € Z\N, f: C* — C, f(z) = 2" (= =). Nach Satz 1.4.(c) ist f holomorph und es gilt:

Z—n

f’(Z) _ "R _ +nz2n7n71 _ nznfl )

)

(VII) Seien p,q: C — C Polynomfunktionen, ¢ # 0 und aq,...,a, € C die Nullstellen von ¢ (sind
hichstens deg(q) Stiick, wegen Division mit Rest, ® Ubung €). Dann ist
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f:C\{a,...,an} = C , f(Z):p(z)

nach Satz 1.4.(c) holomorph und es ist

mit p’ und ¢’ aus (V).

(VIII) Man méchte eigentlich nun auch weitere bekannte Funktionen , holomorph fortsetzen“ wie
/- €xp, In, sin, cos, tan, arctan, arccos, sinh, . ... (Erst spéter moglich).
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Kapitel 2

Stammifunktionen

Motivation

, C -Differenzierbarkeit“ ist nun gekléart, was ist ,, C -Integrierbarkeit“? Préziser die Frage: Sei
G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Wann hat f eine Stammfunktion, d.h. eine Funktion

F € H(G) mit

Fl=f7

Erinnerung
Ist I C R ein offenes Intervall, f : I — R stetig, soist F : I — R,

x
Flz) = / () dt
xo
(bei einem festen xg € I) eine Stammfuntion!

Problem
Sei zp € G fest. Was soll ,,f; f(¢) d¢* bedeuten?

2.1 Stiickweise glatte Wege

Definition 2.1.
Sei G C C ein Gebiet, a,b € R, a < b.

(a) Eine stetige Funktion + : [a,b] — G heifit ein stickweise glatter Weg in G, wenn es eine
Zerlegung (to, . ..,tm) von [a,b] gibt (dh. a =tg < --- < t,, = b), so dass ¥|,_, ¢,] glatt
ist (d.h. beliebig oft differenzierbar), fiir j =1,...,m.

(b) Ein stiickweise glatter Weg v : [a,b] — G heifit geschlossen, wenn gilt:

27.04.2008
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Definition 2.2.
Sei f : G — C stetig (G C C ein Gebiet) und = : [a,b] — G stiickweise glatt. Man setzt dann
das Wegintegral von f tiber y:

b
[1@ = [ sawpw .
¥ a
wenn 7 glatt ist und sonst, wenn (%o, . .., ;) eine Zerlegung von [a, b] ist, so dass |, _, ¢, glatt
ist (j=1,...,m):
/f(z) dz ::Z f(z) dz .
il ]:1 Vi

2.1.1 Kommentar

(1) Ist g : [a,b] — C eine stetige Funktion und g = v + iv (mit w,v : [a,b] — R), so sei (natiirlich)

/abg(t) dt = /abu(t) dt—l—i/av(t) dt

wo auf der rechten Seite die Riemann-Integrale von u bzw. v gemeint sind.

(2) Es gelten dann die bekannten Integrationsregeln auch fiir C -wertige Funktionen auf [a, b], wie
zum Beispiel:

e partielle Integration (p.I.)
e Substitutionsregel (SR)
e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HS)

X fbung &
(3) Physiker merken sich das komplexe Wegintegral so: mit z = ~(t) ist

dz
dz=— dt =7(t) dt .
2= — ¥(t)

(4) Das Wegintegral dndert sich nicht unter einer orientierungserhaltenden Umparametrisierung
von C := Bild (y) C G, d.h.: ist 7 : [, 8] — [a, b] glatt und bijektiv mit 7/ > 0 (also 7(a) = a

und 7(8) = b), s0 gilt
A () dz= / f(2) dz .

denn

B
/ fle)de = / flyor(s)(yorY(s) ds
e

B8
fo fy(T(s))"y(T(s))T'(s) ds

[e3%

SR

b
dl / fon(tyi(t) di

= [yf(z) dz .

Andert man die Orientierung von C durch einen orientierungsumkehrenden Parameterwechsel

7 (also 7/ < 0), so erhélt man:
/ (...):_/(...).
yor 8!
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Statt fw f(z) dz schreibt man daher auch [, f(z) dz, wenn C = Bild () ist (und die Orientie-
rung von C Klar ist).

2.2 Geschlossene Wege

2.2.1 Beobachtung
(1) Ist I C R offenes Intervall, f : I — R stetig und ~ : [a,b] — I geschlossener Weg, so ist
b
/f(x) dz :/ fov(t)3(t) dt =0,
o a

denn jedes Stiick von C wird notwendiger Weise in beide Richtungen durchlaufen. Prézise: Ist
f = F’ dann folgt

b b HS b
[ 1@ do= [ Pa@)® d= [ (Fo)®) & For®)] = () - Fr@) =0

Ist aber G C C Gebiet, so gibt es viele geschlossene Wege in G!

(2) Fundamental: Nun wird es fiir ein stetiges f : G — C zu einer echten Bedingung dafiir, dass f
eine Stammfunktion besitzt: Fiir alle geschlossenen Wege in G muss gelten:

Af(z)dzO.

i? Beweis !
Ist F: G — C (reell-) differenzierbar und v : [a,b] — G glatter Weg, so gilt nach der Kettenregel:

(F on)(#)t = DEGO)HO) "2 IE (0)3(1) + O (+1)510 -

insbesondere fiir ein holomorphes F':

(Foy)(t) = F o(t)¥(t) -

Deshalb ist nun (wie im reellen Fall) fiir f : G — C stetig mit f = F’, einem F € H(G) und einem
geschlossenen Weg « : [a,b] — G (also y(a) = v(b)):

" Z F((b)) - F(y(5) =0 .

a

b b
/ £(2) dz = / Fon(t)3(t) dt = / (Fon)(t) dt = F o~(t)

QED

A

2.2.2 Beispiele
(I) f= id : C — C hat eine Stammfunktion, z.B. F': C — C,

f2) = 52

(siehe 1.3.1(IV)). Tatséchlich ist z.B. fiir den geschlossenen Weg
v:[0,27] = € , 7(t) = e = cost +isint
4(t) = —sint +icost = ie® und damit

2m

27 . . 2w . 1 . 1 .
/zdz:/ et . je” dt:i/ 2t dt = i—e*| == (647”71) =0.
~ 0 0 2Z 0 2
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(1) f=1:C— C (vgl. 1.2.3), also f(z) =z, kann dagegen keine Stammfunktion haben, denn
fiir das gleiche v wie unter I gilt nun:

27 27
/Edz:/ e*”.z‘e”dt:z'/ dt =2mi #0 .
Y 0 0

(III) Sei n € Z, aber n # —1. Dann hat f : C* — C, f(z) = 2" eine Stammfunktion (vgl.
1.3.1(VI)), némlich

also muss auch

sein, fiir v wie oben und n # —1.

(IV) Allerdings: Ist
St = {z e @‘ I2? = 1} — Bild (v)

mit v wie oben, so ist fiir z € S':

Also ist

Damit kann f : C* — C, f(z) = % keine Stammfunktion (auf C*) haben: Es gibt keinen
holomorphen Logarithmus auf ganz C*!

2.3 Integrierbarkeit

Definition 2.3.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig.

(a) Man sagt: f hat eine Stammfunktion, wenn es eine holomorphe Funktion F' : G — C gibt,
so dass gilt:
F=f.

(b) Man sagt: f ist integrierbar, wenn fiir jeden stiickweise glatten und geschlossenen Weg ~y

in G gilt:
/f(z) dz=0.
.

2.3.1 Kommentar

(1) Eine Stammfunktion F von f : G — C ist — wenn sie existiert — bis auf eine additive Konstante
(in C) eindeutig bestimmt. Gilt ndmlich fiir eine holomorphes H : G — C : H' = 0, so ist
also

oH 0 oH
0z 0z
also DH = 0. Also ist H = const. (vgl. Kapitel 3).

H =0,



2.3. INTEGRIERBARKEIT 17

(2)

Sind 1,72 : [0,1] — G zwei Wege mit 1 (1) = 72(0), so setzen wir y; x 2 : [0,1] — G,

2t fir 0 <
Y1 xY2(t) = {%( ) -

Es ist dann auch 71 x o stiickweise glatter Weg in G. (Durchlaufe zunéchst 1, dann 7s.) Fiir
f: G — C stetig ist dann: D foung &

/71*72f(z) dz:[hf(z) dz+/72f<z) ds .

Fiir v : [0,1] — G stiickweise glatt bezeichne v~ : [0,1] — G,

() =l — 1)

den rickwdrtsdurchlaufenen Weg. Es ist dann: X fvung &

Stetige Funktionen mit Stammfunktionen sind nach 2.2.1(2) integrierbar. Aber haben inte-
grierbare Funktionen auch eine Stammfunktion (oder gibt es weitere Hindernisse dagegen)?

Nun hat man gute Chancen, denn man hat nun — dhnlich wie im Reellen — einen Kandidaten
durch

F:G—C, F(z) := f(¢) d¢,

¥z

wobei man nun 2o € G fixiert und fiir 7, : [0, 1] — G einen beliebigen Weg von zy nach z wihlt
(72(0) = 20, 7:(1) = 2).
Es kommt ndmlich wegen der Integrierbarkeit von f nicht darauf an, welchen Weg 7, man
wihlt: F(z) ist wohldefiniert. Ist ndmlich 1,72 : [0,1] — G mit 1(0) = ¥2(0) = 20, 11(1) =
Y2(1) = z, so ist y1(1) = 75 (0) und damit 1 x 72 ein stiickweise glatter Weg von 71 (0) = z
nach v5 (1) = v2(0) = 2o, also geschlossen. Es folgt:

Oz/n*vzf: ’nf+/72f:/71f_[r2f
[hf(z)dz:[mf(z)dz.

und damit

Tatséchlich, es gilt:

Satz 2.4.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Es hat f genau dann eine Stammfunktion, wenn
f integrierbar ist.

i? Beweis ¢!

= Siehe 2.2.1(2)

< Wihle zp € G und fiir jedes z € G einen stiickweise glatten Weg v, von 2y nach z. Setze nun

F:G—C,
F(z):= [ f(Q)dC.

Y=

Behauptung: F ist holomorph und F’ = f.
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Sei a € G beliebig (aber fest). Fiir z nahe bei a ist die geradlinige Verbindung v : [0,1] — C,
At = (1= tlattz (=4(t)=2—a)

ganz in G (weil G offen ist). Weil nun -y, * v * v, geschlossener Weg in G ist, ist:

Jaefs=o=] =
/Zf—/af=Lf-

also

Nun ist (ganz wie im Reellen):

== /Ol(fw(t)@—f(a)(z—a)) |

zZ—aQ
=z—a

1
< [ 17or) - fla)
0
Aber weil nun (¢) nahe bei a bleibt, fiir alle ¢ € [0, 1], gilt fiir

6(z) := sup [for(t) - f(a)

tefo,1]

wegen der Stetigkeit von f in a: lim,_,, d(z) = 0. Also

F(z) - F(a)

zZ—a

—fla)| <d0(z) 4+ 0.

a

Es ist also F' komplex-differenzierbar in a und es ist F'(a) = f(a).
QED

A



Kapitel 3

Cauchys Integralsatz

Motivation

Sei G C C ein Gebiet. Welche stetigen Funktionen f : G — C sind denn nun integrabel (und haben
damit eine Stammfunktion)? Wir untersuchen diese Frage zunéchst nur fiir Kreisscheiben B C C.
Wir nennen B C C eine Kreisscheibe, wenn es ein a € C und ein r > 0 gibt, so dass

B={z€C|lz—a| <r}=:B(a)

ist.

3.1 Achsenparallele Rechtecke

Lemma 3.1.
Sei B C C eine Kreisscheibe und f : B — C stetig. Fiir alle achsenparallelen Rechtecke R C B

gelte:
/ f(z)dz=0.
OR

Dann ist f integrabel.

3.1.1 Kommentar

(1) Unter einem achsenparallelen Rechteck verstehen wir eine Menge
R = {z € C‘rl <R(z) <ra,s1 <F(z2) < 32}

fir r1,72,81,52 € R mit r; < 79 und s; < s3. Da R beschrinkt und abgeschlossen ist, ist R
kompakt.

(2) Unter C = R verstehen wir den orientierten Rand von R (vgl. 2.1.1(4)), d.h. den stiickweise
glatten Weg
Y=k xy3xys (Bild)
das Kompaktum-Innere muss ,links“ liegen:

Jn=

(Man sagt auch: R hat einen stickweise glatten Rand.)

(3) Man beachte also: Ist fv f(2) dz = 0 zunéchst nur fir die geschlossenen Wege, die Rand von
achsenparallelen Rechtecken sind, so folgt, dass fv f(2) dz =0, fiir alle geschlossenen Wege ~y
(wegen Lemma 3.1., Satz 2.4. und 2.2.1(2)).

19
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i? Beweis ¢! von Lemma 3.1. (vgl. Satz 2.4.)

Fiir z € B = B,-(a) bezeichne v, : [0,1] — B den Weg, der von a nach z geradlinig achsenparallel
iiber R(a) + i3 (z) fithrt und 7, : [0,1] — B jenen, der iiber R(z) + iS(a) von a nach z fithrt. Ist
R C B das Rechteck mit

OR =1, %7, ,

so gilt nach Voraussetzung faR f(z) dz =0, also

£(¢) d¢ = / £(0) d¢ .

F(z) = / 10 d¢ (z IR dc) |

Behauptung: F' € H(B) und F' = f.
Sei dazu h € (—¢,¢),h # 0 (und € > 0 so klein, dass z + h € B ist). Dann ist:

Setze nun: F : B — C,

z

H(F(z )~ F(2)) - £(2)

= |7 [0 a1

mit v : [0,1] — B, v(t) = z + th, also §(t) = h, Vt € [0,1]. Es folgt:

1 1 1 1
|"'|‘h/o f(z+th).hdt—/0 £(2) dz g/o If(z +th) — f(2)| dt < &(h) ,

Wenn 1iman

5(h) := sup [f(z+th) = f(2)]

te[0,1]

setzt. Die Stetigkeit von f in z impliziert dann: 6(h) — 0 fiir h — 0. Es folgt: F' ist stetig partiell

nach z differenzierbar mit
oF

%(Z)
Die Verwendung von F(z) = sz f(¢) d¢ impliziert nun in &hnlicher Weise, dass auch

also auch F stetig partiell differenzierbar nach y ist mit

=f(z) , Vz€B.

h
(F(z—i—ih)—F(z)) —if(2) 4(? 0,

S =

%(2) =if(z) , Vz€B.

Nach MfPh3Diff Satz 4.9. ist also f (total reell-) differenzierbar und es ist:

oF OF OF )
9. E(z) — %(z) +z%(z) = f(2)+i%f(2) =0,

also F' € H(B) und

F 1 F F
Fo= 20 =1 (L -2

=5 (G0 - 150) = 5 (16 - #76) = 1)
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Fundamental und bereits ein Spezialfall des Cauchy’schen Integralsatzes ist nun:

Lemma 3.2. von Goursat
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann gilt fiir jedes achsenparallele Rechteck
R CQG:

f(z) dz =

OR

i? Beweis !

Setze Ry := R und zerlege Ry in vier achsenparallele Rechtecke R(l) ...,Ré4) durch Halbierung

der Seiten. Es gilt dann
f(z) dz = Z /

Bezeichne nun R; ein Rechteck der vier Méghchkelten R((Jl), R(()4), so dass fé)R ) dz be-
tragsméfig die anderen drei dominiert. Es ist dann:

8R0 R(J)

fl<4-

f‘ BR(J) f’

8Ro aRl

Setze dieses Verfahren nun interativ fort und erhalte eine Folge (R, )nen von achsenparallelen
Rechtecken mit

(i) Rn+1 C R, , VneN,
(ii) ‘fRn f(2) dz‘ <4- ’fRnH f(2) dz‘.
Wegen MfPh3Diff Proposition 3.6. (Schachtelungsprinzip) und (diamR,, — 0) existiert nun (ge-
nau) ein ¢ € C mit
a € n R,

nelNg
Komplexe Differnzierbarkeit von f in a liefert nun, dass

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + ¢(2)

mit einem ¢ : G — C und

im 28 _ g (3.1)

z—a zZ — Q@

Weil nun z — f(a) + f'(a)(z — a) eine Stammfunktion hat (siche 1.3.1(V)) und OR,, geschlossen
ist, folgt:

f(z) dz :/ v(z) dz .
OR, ORy,
Sei nun € > 0 beliebig. Fiir n € IN grofl genug ist dann fiir alle z € OR,, wegen Gleichung (3.1):
lp(2)| < elz—a|l <e-L[OR,],
wo L[OR,,] die Lange der Kurve JR,, bezeichnet. Ist nun d := L[OR], so ist

1
L[OR,]) = —d
OR.] = o
und damit gilt:
f(2) < 4 f(z) d= :4n'/ p(2) dz
OR ORn ORy,
< 4™ sup |e(z)]- / dz
z€EOR,, IR,
—_——
<L[ORy]
< 4".¢-LIOR,)? = ed*,
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denn nach MfPhl Satz 0.0. ist L[y] = f: |y dt fiir eine stiickweise glatte Kurve « : [a,b] — G.
Also ist:
f(z)dz=0.
oR

QED

A

Korollar 3.3.
Sei B C C eine Kreisscheibe und f : B — € holomorph. Dann ist f integrabel.

i? Beweis ;!

Nach Lemma 3.2. gilt zunéchst fiir die Rénder aller achsenparallelen Rechtecke R C B : |, orf(z) dz =
0 und nach Lemma 3.1. zeigt dies, dass f,y f(z) dz = 0 ist, fiir alle geschlossenen Wege in B.

QED

A

3.1.2 Kommentar

(1) Im nichsten Paragraphen werden wir sehen, dass fiir eine stetige Funktion f : G — C auf
einem Gebiet G C C, die integrabel ist, notwendig gilt, dass f schon holomorph ist (siehe
Korollar 4.5.). Mit Korollar 3.3. ist damit die Frage nach den integrablen Funktionen auf einer
Kreisscheibe B C C geklért:

f: B — C integrabel < f holomorph . (3.2)
(2) Hier wird nun klar, dass ,die Topologie des Gebietes* in der Funktionentheorie eine Rolle

spielt, denn fiir G = C* gilt die Aquivalenz (Gleichung (3.2)) nicht. Wir wissen ja bereits, dass
f:C* = C, f(2) = !/, nicht integrabel (aber holomorph) ist.

3.2 Andere Gebiete

Definition 3.4.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Es heifit f lokal integrabel, wenn jedes z € G eine
offene Umgebung U C G besitzt, so dass f |U : U — C integrabel ist.

Korollar 3.5.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f lokal integrabel.

i? Beweis ;!

Ist z € G, so existiert ein r > 0, so dass U := B,.(z) € G und nach Korollar 3.3. ist f|U dann
integrabel.

QED,

3.2.1 Kommentar

(1) f:C* = C, z — 1/z, hat keine Stammfunktion nach 2.2.2(IV). Ist aber B C C* eine beliebige
Scheibe, so hat f|  eine Stammfunktion. Fiir B := B;(1) kénnen wir beispielsweise definieren:
8!

¢
O
wo 7, : [0,1] — B der geradlinige Weg von a = 1 nach z ist. Es ist dann log’(z) = 1/- fiir alle
z € B und auch (vgl. MfPh1 Satz 0.0.):

log: B—C , log(z) ::/

log(z) =In(z) fir 0<z<2.
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(2)

Ahnlich wie bei f := C* — C, f(z) = 1/, sieht man auh bei g : C\{+i} =: G — C,

1

Q(Z)Zm )

und 4 : [0,27] — G, '
Y (t) = +i+e,

dz
——=7#0
=

ist ® Jbung €. Also gibt es auf G auch keinen Arcustangens! Fiir

dass

B := B1(0)
kan man aber setzen: Arctan: B — C
Arctan(z) = [yz 1fi2 .
Wiederum ist Arctan’(z) = 1757 fiir alle z € B und Arctan(z) = arctan(z), fir =1 <z < 1.
Kann man Stammfunktionen von z — 1/z bzw. z — H% auch noch auf groBeren Gebieten

G C C* bzw. G C C\{+i} definieren?

Folgende Verallgemeinerung des Lemmas von Goursat (Lemma 3.2.) werden wir in Kapitel 5
beweisen (siche MfPh4Int Theorem 7.8., Gaufischer Divergenz-Satz), wobei auch noch genauer
geklirt werden muss, was ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand ist):

Theorem 3.6. (Cauchy)
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann gilt fiir jedes Kompaktum mit glattem
Rand K C G:

f(z)dz=0.
OK

3.2.2 Kommentar

(1)

(2)

3)

Insbesondere gilt der Cauchy’sche Integralsatz fiir Dreiecke A C G (,,Lemma von Goursat fiir
Dreiecke; konnte man genauso beweisen wie Lemma 3.2.). Als Anwendung daraus bekommen
wir groflere Definitionsgebiete fiir log und Arctan wie folgt:

Wir sagen: Ein Gebiet G C C heifit sternformig, wenn es einen Punkt a € G gibt, so dass fiir
alle z € G die geradlinige Verbingung [a, z] := {(1 — t)a + tz|t € [0,1]} ganz in G liegt.

Nun gilt Korollar 3.3. sogar fiir sternférmige Gebiete G C C:
f€H(G) = fistintegrabel .
Man setzt dann némlich (dhnlich wie im Scheibenfall):
F:G—C, Fiz)= [ J(Od.
[a,2]

Weil nun der Cauchysche Integralsatz fiir Dreiecke gilt, kann man die Differenz F(z+h)— F(z)

durch
JIRGLS
[z,2+h]

ersetzen, weil [a,z + h] U [z + h, 2] U [z,a] den Rand eines Dreieckes bildet, dass ganz in G
liegt. Dann kann man wie in Satz 2.4. bzw. Lemma 3.2. weiter verfahren, um zu sehen, dass
F e H(G) mit F' = f ist.
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3.3 Arcustangens und Logarithmus im Komplexen

Definition 3.7.
(a) Sei G:=C\Ry ={z € C‘%(z) # 0V R(z) > 0}. Es heifit dann

(b) Sei G :=C\((i +iRg)U(—i+iRy)) = {z € C|R(z) # 0V [S(z)| < 1}. Es heift dann

log: G — C | log(z):/ e
s €

der Hauptzweig des Komplexen Logarithmus.

d¢
1+

Arctan: G — C , Arctan(z) := /
[0

der Hauptzweig des komplexen Arcustangens.

3.3.1 Kommentar

(1)

Da die geschlitzten Definitionsgebiete von log bzw. Arctan sternférmig (bzgl. 1 bzw. 0) sind,
sind log bzw. Arctan tatséchlich holomorph und Stammfunktionen von z +— 1/z bzw. z — H%
Man beachte, dass diesmal GNIR den vollen Definitionsbereich der reellen Funktionen ausmacht:
Giog "R = R4, Garctan "R = R und nach Definition von In : (0,00) — R bzw. arctan : R — R
gilt:

log(z) = In(z) , Arctan(z) = arctan(x)

fiir alle € (0, 00) bzw. € R. Wir haben also In bzw. arctan (maximal) holomorph fortgesetzt.

Die maximalen Definitionsbereiche G C C von log bzw. Arctan konnte man freilich auch anders
wihlen, z.B. konnte man bei log wéihlen (additive Konstante, damit log(1) = 0):

IOgl C\(’LR&)—)R . logl(z):/ E_z
[—14,2] C 2
oder "
log, : C\(iRy) —» R , log;(2) :/ & o1
[4,2]

Natiirlich konnen sich log, log,,log, auf den Zusammenhangskomponenten ihrer Durchschnitte
nur um eine additive Konstante unterscheiden, denn sie haben alle die gleichen Ableitungen.
Man spricht dann bei log, log;,log, (und anderen Wahlen) von Nebenzweigen des Logarithmus
(und Ahnliches gilt fiir den Arcustangens). Beachte wegen

1 1 1 1 L 1
1+22 (1-9)(1+4d) 2i\z—i =2+i/)’
dass im Komplexen ein enger Zusammenhang zwischen Logarithmus und Arcustangens besteht,
den man im Reellen nicht erkennen konnte:

1
Arctan(z) = % (logy(z —4) + logy (2 +14)) -
Wir werden spéter fiir die komplexe Ezponentialfunktion
. C C _ = 1 n
exp: C— C , exp(z) = ZO 17
n=

sehen, dass gilt
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e expolog(z) = z (fiir jeden Zweig des Logarithmus, insbesondere dem Hauptzweig)
o exp(z +w) = exp(z) exp(w) ,Vz,w € C.
Zerlegen wir daher log in Real- und Imaginérteil,
log(z) =: u(z) + iv(z) ,

so sehen wir aus der Polardarstellung von z € C*, mit 2z = re®, r = |z| und ¢ € R, dass

re'* =z = expolog(z) = exp (u(2) + iv(z))
= exp (u(z)) - exp (iv(2))
_ eu(z)eiv(z)

ist, also
|z| =r= et®) = u(z) = In(|z|)

und wegen ¥ = cos ¢ + i sin ¢ auch
e =ev(?) = v(z) = @ + 2k

mit k& € Z. Der Realteil von log ist also festgelegt durch In(].|), wihrend der Imaginérteil
in stetiger Weise ein Argument von z auswéhlt. Fiir den Hauptzweig setzt man etwa

arg: C\Ry — R , arg:= S(log(z))

und das ist gerade das Argument von z, welches im Intervall (—m, ) liegt. & Ubung &

FEine andere Interpretationen dafiir, dass es keinen holomorphen Logarithmus auf ganz C* gibt,
ist daher: Man kann das Argument von z fiir z € C* nicht in stetiger Weise wiéhlen:

E'H—llT (arg(2)) =7 , Zin_l (arg(w)) = — .

1l
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Kapitel 4

Cauchys Integralformel

Motivation

Ist B C C eine Scheibe (oder ein sternférmiges Gebiet), so haben wir gesehen, dass jede holomorphe
Funktion f € H(B) eine Stammfunktion F' € H(B) besitzt, F' = f. Auf einem beliebigen Gebiet
G C C ist daher jede holomorphe Funktion wenigstens lokal integrabel (siehe Korollar 3.5.). Jetzt
werden wir sehen, dass nur die holomorphen Funktionen lokal integrierbar sind, d.h.: Ist F' € H(G),
so ist F/ : G — C automatisch auch holomorph! Zur Vorbereitung dient das folgende Lemma.

4.1 FErste Folgerungen der Cauchy Integralformel

Lemma 4.1.
Sei G C C ein Gebiet, a € G und f : G — C eine stetige Funktion, so dass f’G\{a} holomorph

ist. Dann gilt fiir jedes achsenparallele Rechteck R C G:

f(z)dz=0.
OR

i? Beweis ¢!

Ist a ¢ R, so ist R C G\{a}, also [, f(z) dz = 0 nach Lemma 3.2.. Sei daher nun « G]O%. Wir
zerlegen dann R in 9 Teilrechtecke Ry, ..., Rg, wobei a € Ry sei und wir Ry mit beliebig kleinem
Umfang wéhlen kénnen (L[ORy] < e, falls € > 0 gegeben ist). Wegen Lemma 3.2. ist wieder
Jor, [(2) dz =0 (fiir j = 1,...,8), also

ORo

aRf(z) dz—jzo/aRj f(z)dz= f(z) dz .

Da f stetig ist und R kompakt, ist f|R beschrinkt. Sei ¢ > 0, so dass |f(z)| < ¢, fiir alle z € R ist.
Ist nun Ry = Bild (), so ist also:

f(z) dz
OR

=]/01fov<t>w<t> dt\s/olfow@)«w(t) ase [ B <o,
= o7

<c

=L[0Ro]
wenn man ¢ > 0 beliebig vorgibt (und Ry dann entsprechend klein wiihlt). Also muss:

f(z)dz=0
AR

sein. Fiir a € OR argumentiere &hnlich.
QED

A

27
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Korollar 4.2.
Ist B C C eine Kreisscheibe, a € B und f : B — C stetig, so dass f‘B\{a} holomorph ist, so
gilt fiir jeden geschlossenen Weg v in B:

[{f(z)dz:o.

i? Beweis !

Nach Lemma 4.1. gilt das fiir Ridnder achsenparalleler Rechtecke und nach Lemma 3.1. hat f
deshalb eine Stammfunktion. Wegen 2.2.1(2) gilt deshalb die Aussage.

QED

A

Satz 4.3. Cauchys Integralformel
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Sei a € G und r > 0 so klein, dass B,.(a) C G
ist. Fiir alle z € B,(a) gilt dann:

o= [ Ty

"~ omi 8B,(a) 6 — 2

4.1.1 Kommentar
(1) Unter 0B,.(a) sei der geschlossene Weg « : [0,27] — G, ¥(t) = a + e’ verstanden.

(2) Cauchys Integralformel zeigt, dass die holomorphen Funktionen f € H(G) auf der Kreisscheibe
B,.(a) durch ihre Werte auf dem Rand der Kreisscheibe 0B, (a) bestimmt ist!

(3) Wir werden im Beweis folgende Aussage iiber parameterabhingige Integrale verwenden (% Ubung €):
Ist I = [a,b], J C R (offenenes) Intervall und f: I x J — R, (z,y) — f(z,y) stetig und stetig
partiell differenzierbar in y, so ist auch g : J — R,

b
mw:/fmwm,

stetig differenzierbar und es gilt:

b
ym:/%mwm.

Lemma 4.4.
Sei @ € C und r > 0. Dann gilt fiir alle z € B,.(a):

/ d¢ .
= 2m .
9B,(a) C — %

i? Beweis ;!

Wir definieren h : B,.(a) — C,

_ d¢
M=) = /BBT(a) ¢—z '

Es ist dann mit Bild (y) = 8B, (a), ¥(t) = a + re®, t € [0,27]:

2T . 2w . gt
sz/ %ﬂﬁz/ T gt = 2mi .
0 0

v(t) —a rett
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Wegen 4.1.1(3) ist h auch differenzierbar und

oh 0 1
52”() /a&(a)aZ(Cz) =0,

=0

also ist h holomorph und

' Oh 9 (1 _ S
(=) = 52( 2= /837.(@ 0z (C—Z) d /837,((1) (€ —2)? w="0,

weil ndmlich ( — ﬁ (auf C\{z}) eine Stammfunktion hat (ndmlich ¢ — C%lz) und 9B, (a)

geschlossen ist. Damit ist & konstant, also h(z) = 27i , Vz € B,(a).
QED,

4.1.2 Kommentar

Ist 7 : [0,1] — C beliebiger Weg und a ¢ Bild (v), so wird

~ omi C

als Umlaufzahl von v um a bezeichnet. ® Ubung &

i? Beweis ;! von Satz 4.3.

Da B,(a) C G ist, gibt es ein € > 0, so dass auch B := B,1.(a) C G ist. Zu z € B,(a) definieren

wir nun g : B — C durch
{f((c)—i“(z) fiir ¢ # 2

9(¢) = f(2) fiir ( =z

Es ist dann g stetig und g’ B\{2} holomorph. Nach Korollar 4.2. ist deshalb:

f(¢) d¢ f(z) d¢
0= d¢ = )& _ fz) a6
/azsr(a) 9(0) & 8By(a) C— 8B,(a) C— %

f(¢Q) d¢ aqQ .
/GBT((L) (—z 1) /i?BT(a) (—z 2mi- f(2) -

Daraus folgt

QED

A

Korollar 4.5.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist auch f’: G — C holomorph.

4.1.3 Kommentar

Die Ableitungen einer differenzierbaren Funktion f:I =R (I CR ein offenes Intervall) braucht
nicht einmal stetig sein (Beispiel: f(z) = ?sin * fiir  # 0, f(0) = 0). Im holomorphen Fall ist sie
nicht nur stetig, sondern sogar (wieder) holomorph Sensation!
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i? Beweis ;! von Korollar 4.5.

Sei a € G beliebig. Zu zeigen: f’ ist in a komplex differenzierbar: Wihle » > 0 so klein, dass
B, (a) C G ist. Nach Satz 4.3. ist fiir alle z € B,.(a):

el f(¢) d¢
2772]”(2)—/837‘(@) v

Die z-Differentiation darf man nun unter dem Integral durchfiihren (siehe 4.1.1(3)). Daher ist

rifte) = /BBr(a) f(C)% <§ i Z) = /a&(a) (fC(C_) dez .

ntegraliormel fiir die eitung). Wieder mit 4.1. olgt, dass : - ifferenzierbar ist
I 1f 1 fiir die Ablei Wied it 4.1.1(3) folgt, d f' G C C diff ierbar i

und es ist )
of . 1 0 1 _
5»2’(@)_27”/33T(a)f<032(cz> d¢ =0,

also f’ komplex differenzierbar in a.
QED,

Korollar 4.6. verallgemeinerte Cauchysche Integralformel
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f unendlich-oft komplex diffe-
renzierbar. Ist ¢ € G und r > 0, so dass B,(a) C G ist, so gilt fir alle z € B,(a) und alle

INg:
- TRIE By G [V
OB, (a) (

2mi ¢—z)ntt

i? Beweis §!

Wiederholte Anwendung von Korollar 4.5. leifert, dass f beliebig oft komplex differenzierbar ist
und die n-fache Ableitung von f in z € B,.(a) kann man in der Cauchyschen Integralformel unter
dem Integral durchfiihren:

.y _ L o (1 _n _f©de
f (Z) - 27T'L /aBr(a,) azn (g_ Z) f(C) dC - 27TZ ,/aBr(a,) (C_Z)TL-‘rl o

QED

A

Korollar 4.7. Satz von Morera
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Gilt fiir jedes achsenparallele Rechteck R C G,
dass [, f(2) dz = 0 ist, so folgt: f ist holomorph.

i? Beweis ;!

Sei a € G beliebig und B := B,(a) C G eine Scheibe um a (mit r > 0 klein genug). Nach Lemma
3.1. ist f’B dann integrabel, also f‘B = F’ mit einem F € H(B). Nach Korollar 4.5. ist aber damit

f ’ 5 auch holomorph, also f komplex differenzierbar in a.
QED,

4.1.4 Kommentar

(1) Ist G C C ein Gebiet, so sind folgende Aussagen fiir eine stetige Funktion f : G — C dquivalent
(vgl. Motivation des Kapitels):

(i) f ist holomorph;
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(ii) [, f(z) dz =0, fiir alle achsenparallelen Rechtecke R C G
(iii) f ist lokal integrierbar.

Denn (i) = (ii) ist Lemma 3.2., (ii) = (iii) ist Lemma 3.1. und (iii) = (i) ist Korollar 4.5..

(2) Die , Verschirfung” Lemma 4.1. von Lemma 3.2. erweist sich nun im Nachhinein als gar nicht
yschirfer”, denn ein stetiges f : G — C, welches (fiir ein a € G) auf G\{a} holomorph ist,
ist automatisch auf ganz G holomorph. (Trotzdem war Lemma 4.1. wichtig, um némlich erst
einmal Satz 4.3. zu bekommen.) Beachte auch, dass man im Beweis von Lemma 4.1. lediglich
die lokale Beschrinktheit von f (um a) braucht (vgl. 27 und ?7).

Korollar 4.8. Cauchy-Abschitzungen
Sei G C C ein Gebiet, a € G und r > 0 derart, dass B.(a) C G ist. Ist nun f : G — C
holomorph und M := sup {|f(z)| ‘z € OBT(a)}, so gilt fiir alle n € INg:

‘f(")(a)‘ < n!M _

rn

i? Beweis ;!

Man beachte, dass 0B,.(a) kompakt (und f stetig) ist, also M < oo (nach Weierstraf}). Aus Korollar
4.6. folgt nun mit v : [0,27] — dB,.(a), ¥(t) = a + re':

f(a) = L’/ _fQdC_ nt 27 flaretire’t
T oM ~ (¢ —a)ntt T omi 0 (reit)n+1 )
also ~
2 — o
| 0 ) —in |
‘f(”)(a)‘gﬂ/ |f(a—|—re”)|.‘e ‘ dtgn'M
2r Jo e o
<M
QED,

Korollar 4.9. Satz von Liouville
Ist f: C — C holomorph und beschréinkt, so ist f bereits konstant.

i? Beweis !
Sei M > 0 so, dass |f(z)| < M fiir alle z € C. Ist nun a € C bliebig, so folgt fiir jedes r > 0 (weil
B,(a) CC, ¥r > 0) aus Korollar 4.8.:
M
!
< —.
(@) <
Also istf’(a) = 0 fiir alle a € C, Also f = const.
QED

A

Korollar 4.10. Fundamentalsatz der Algebra
Sei p € C[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann hat p eine Nullstelle in C.

i? Beweis ;!
Sei n = deg(p) > 1, also (fiir die zugehorige Polynomfunktion)
p(Z) :an2n+~~+alz+a0 R

mit a; € C (j =0,...,n) und a,, # 0. Ist nun R > 1 und ¢ = max{|an_1|,...,|aol}, so ist fur
|z| > R:
’an,lz”_l 4t ao‘ < nc|z|”_1 ,
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also
-1 —1
p(2)| = lan| |2]" = nelz|"" = (Jan| R —ne) [2]* .

Wihlt man nun R > ¢ also |a,| R — nc > 1, so folgt fiir alle z € C mit |z| > R:

Ianl

p(2)] > [2[" > R > 1

Da K = Br(0) kompakt ist und |p| stetig ist, nimmt |p| |K sein Infimum an (Weierstraf).
Annahme: Sei p ohne Nullstelle.

Dann folgt
m :=inf {|p(z)| [z € K} > 0.

Setzt man nun M := max{%, 1}, so folgt fir f: C — C,

|f(2)] < M fiir alle z € C. Nach Satz 4.3. ist also f = const, also auch p = const. 4 Widerspruch 4
Also hat p doch (mindestens) eine Nullstelle.

QED

A

4.1.5 Kommentar

(1) Wegen der Division mit Rest, kann ein Polynom p € K[X] (K ein Kérper) vom Grad n € Ny
héchstens n Nullstellen haben, falls p # 0 ist. Denn ist a € K eine Nullstelle, so gibt es ein
q € K[X] vom Grad n — 1 mit

p(z) = (z — a)g(x) .

Hat K (wie C ) unendlich viele Elemente, so kann man deshalb p € K[X] mit seiner Polynom-
funktion p : K — K, p(z) = p(x) identifizieren (weilp = ¢ = (p—¢/=0=p—q=0=p = q).
Im Beweis von Korollar 4.10. haben wir genau genommen nur gezeigt: Falls p € C[X], p # 0
keine Nullstelle besitzt, dann ist = const. Aber nun folgt auch p = const (weil const = const).

(2) Wiederholte Anwendung (zusammen mit Division mit Rest) liefert sogar, dass jedes Polynom
in Linearfaktoren zerfillt: Ist p € C[X] vom Grad n, so existierten A € C* und a4, ..., a, € C:

p(x) = Mz —ar) - (x —an) .

( C ist algebraisch abgeschlossen, vgl. 7?7 ?7.)

4.2 Kompakte Konvergenz

4.2.1 FErinnere

(1) Sei I C R ein Intervall und f,, f : I — R Funktionen, n € IN. Wir haben gesagt (siche M{Ph1
Satz 0.0.), dass die Funktionenfolge (f,) geichmiflig gegen f konvergiert, falls es zu jedem
€ > 0 ein ng € IN gibt, so dass fiir alle n > ng und x € I gilt:

[fu(z) = f(2)| <e.
Wir haben dann gesehen (vgl. MfPhl Satz 0.0.): Ist I = [a,b], fn,f : I — R stetig und
(fn) — f gleichmiBig, so gilt:

b b
/ f(z) dz = lim fn(z) do .

n——oo
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(2) Ist nun G C C ein Gebiet, f,, f : G — C Funktionen (n € IN) und A C G, so sagen wir, dass
(fn) auf A gleichmiflig gegen f konvergiert, wenn fiir alle ¢ > 0 ein ny € IN existiert, so dass
fiir alle n > ng und fiir alle z € A gilt

[fu(z) = f(2)] <e.

Definition 4.11.
Sei G C C ein Gebiet, f,, f : G — C (n € IN). Wir sagen, dass (f,,) kompakt gegen f konvergiert,
wenn (f,,) auf allen kompakten Teilmengen K C G gleichmifig gegen f konvergiert.

4.2.2 Kommentar

(1) Ist K C C kompakt und f : K — C stetig, so hatten wir die Supremumsnorm von f definiert
durch

[flloe :==sup {|f(2)||z € K} (< oo nach WeierstraB) .

(Erinnere, dass (C(K), ||.|| ) ein Banachraum ist.) Fiir f,, f : K — C stetig konvergiert dann
(nach Definition) (f,) genau dann gleichméBig gegen f, wenn (|| f, — f|),,ey — 0 geht (also
(fn) — f in (C(K), [l 0)-

I

(2) Ist G C C ein Gebiet, f : G — C stetig, so schreiben wir fiir jedes Kompaktum K C G:
£l = 1fl ]l =sup {If(2)[ |z € K} .

Satz 4.12. Weierstrafl
Sei G C C ein Gebiet, f, € H(G) (n € N) und f : G — C. Konvergiert nun (fy,)nen kompakt
gegen f, so gilt:

(a) f ist holomorph,

(b) (f7) konvergiert kompakt gegen f’.

4.2.3 Kommentar

Satz 4.12. gibt uns nicht nur die Moglichkeit neue holomorphe Funktionen zu konstruieren (als
kompakte Limiten bekannter), sondern auch noch ihre Ableitungen zu berechnen, denn schon

wegen der punktweisen Konvergenz von (f},) — f’ folgt (hier sz = "

%(lim(fn)) :lim< Cg;) .

i? Beweis ;! von Satz 4.12.

(a) Da ( fn| ) — f | - gleichmiBig konvergiert, ist f | - stetig, fiir alle Kompakta, also f stetig.
(Jedes a hat eine kompakte Umgebung.) Ist nun R C G ein achsenparalleles Rechteck, so ist
OR kompakt (weil OR = Bild () fiir ein stetiges v : I — G mit einem kompakten Intervall
I = [a,b]). Deshalb ist mit 4.2.1(1):

() dz = lim fn(z)dz =0,
OR n——ee JoRr

=0,weil foeH(G)
also nach Korollar 4.7. (Morera) auch f holomorph.
(b) Sei nun K C G kompakt. Weil fiir jedes z € G
dist (z,0G) := inf {|z — (| |¢ € dg} > 0
ist (G ist offen!) und dist (—, dG) : G — R stetig ist, ist X fvung &
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QED
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d := dist (K, 0G) := inf {dist (z,@K)‘z €EK}>0
(da K kompakt ist). Setze r := ¢ und
K, = {z c C‘dist (z,K) < r} .

Dann ist auch K, kompakt (weil beschrankt und abgeschlossen) und K, C G. Fiir jedes z € K
ist nun B,(z) C K, C G, also nach Korollar 4.6.

/ / _ 1 fn(C) B f(C)
fo(z2) = f(2) = i 0B, (2 W dg .

Setze nun

en = |lfn = fllx, = sup [fu(2) = F(2)] .
zeK,

Da (f,) kompakt gegen f konvergiert, folgt (¢,) — 0. Damit gilt

/ / o / / 1 |fn(<)_f(<)| 1 ¢, _ Cn i

A



Kapitel 5

Potenzreihen

5.1 Komplex-analytische Funktionen

Definition 5.1.

(a) Fine (formale) Potenzreihe ist ein Ausdruck der Form

P := ianX” ,
n=0

mit a, € C (und n € Ny). Wir notieren C[X] := {komplexe Potenzreihen}.

(b) Es heifit P € C[X] konvergent in z € C, wenn ) - a,z" konvergent ist (d.h.
>, akzk)ne]N konvergiert).

5.1.1 Kommentar

(1) Eine Potenzreihe P braucht in keinem Punkt z # 0 konvergent zu sein. Z.B.ist P = Y~ n!X"
in keinem Punkt z # 0 konvergent, weil (n!z"),en keine Nullfolge ist. D fvung &

(2) Man kann Potenzreihen (formal) addieren, multiplizieren und mit Skalaren (aus C ) multipli-

zieren:
ianX"Jrian" = i(anern)X"
n=0 n=0 n=0
A an X" = > (Aan) X"
n=0 n=0

((C[X],+,) ist ein C -Vektorraum);

(S} (En) = 5[5 )

n=0 \k+l=n
((C[X], +,*) ist ein Ring); ((C[X],+, -, *) ist ein C -Algebra).

35
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5.1.2 Beispiel

Die geometrische Reihe ist gegeben durch

P := iX" .
n=0

Sie konvergiert fiir alle z € C mit |z| < 1 und divergiert fiir alle z € C mit |z] > 1 (sogar fiir
2] = 1):
Xl 1 =(14+X+--+X")(X-1)

also
ZnJrl 1 . O\
1 ... n: — .
+z+--+2 Z_1+1_Z, z € C\{1}

z—1

Fiir |z] < 1 ist (Z"H) — 0, also

> 1
Zz”zi , Vz € B1(0) =: By ;
> 1—=2

fiir |z| > 1 ist (2™) keine Nullfolge.

Satz 5.2.
Sei P € C[X] eine Potenzreihe. Dann existiert geneu ein R € [0, cc], so dass gilt:

(a) Fiir alle z € C mir |z| < R ist ) a, 2™ absolut konvergent.

(b) Fiir alle z € C mit |z| > R ist > a,2" divergent.

5.1.3 Kommentar

(1) Eine Reihe komplexer Zahlen Y 7wy, heiBt absolut konvergent, wenn »_ > |w, | konvergiert.
Es konvergiert dann ZZO:O wy, und auch jede Umordnung davon (7 : IN — IN bijektiv =

> neo Wr(n) = Yoo Wn S Ubung €).
(2) R= Rp aus 4.1.1 heifit Konvergenzradius von P,
(3) Konvergiert also ein P € C[X] in einem 2o € C*, so konvergiert sie automatisch auf B, (0)!

(4) Fiir eine beliebige Folge (A, )nen reeller Zahlen setzt man

limsup(\,) := lim (sup {\x|k >n})

n——-ao90

den Limes superior von (Ay,). Weil die Folge (a,,) mit
an = sup { x|k > n} € (o0, 0]
offenbar monoton fallend ist, existiert der Limes superior uneigentlich stets,

limsup(A,,) € [—o0, +0o0] .

Er beschreibt den grofiten Haufungspunkt der Folge (A, ), insbesondere gilt, wenn A := limsup,,_, (A,) €
R ist:

Ve>0 dngelN Vn>ng: N\, <A+e¢

Ve>0 doo-vieleneIN : A\, >\—c¢
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i? Beweis ;! von Satz 5.2.

Man setze 1

lirnsupn—»oo n\/ ‘a’n|

=0 sei).

R: €[0,00] (Hadamard)

. 1. 1

(wobei hier § := oo,

(a) Ist R = oo, so ist (\"/|an|> — 0. Sei z € C beliebig, dann existiert ein ng € IN, so dass
Vn > ng gilt: {/]an]| |z| < /2. Es folgt

i jan2"| = i (%/lanl121)" < i <;>n<oo.

n=ngo n=mno n=no

Ist 0 < R < 00, & > 0 dann existiert ein ng € IN, so dass Vn > ng gilt {/]an||z] < (§ +¢) |2]
Vz € Bg. Setze nun

1 %
0= (g +e) = T2 el <1

R R
~—~—
<1
(fiir € > 0 klein genug). Dann folgt
oo o0 n o0
S janz = Y (:/|an||z|) <Y ¢ <oo.
n=nogo n=ngo n=ngo

(b) Ist R = 0 und z # 0 dann gilt {/|a,||z| > 1 fiir co-viele n € IN. Damit ist (a,2") keine
Nullfolge, also Y a,2" divergent.

Ist 0 < R < oo und |z| > R, so ist

1
(R—5> |z|:%—5-|z\>1,
-~

>1

fiir € > 0 klein genug. Fiir co-viele n € N ist aber {/]a,||z| > (§ —¢€) |2/, also (a,z") keine
Nullfolge, also > a,z" divergent.

QED

A

5.1.4 Kommentar

Wir nennen eine formale Potenzreihe P € C[X] konvergent, wenn Rp > 0 ist und notieren
C(X) := {P € C[X]|P ist konvergent} .

Auch C (X) ist eine C -(Unter-)Algebra (% Ubung €). Man hat also

ClXjcox)cclxy.

Satz 5.3.

Sei P € C(X) eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R = Rp und f = fp :
Br — C die zugehérige Funktion, f(z) = Y7 an2" = P(z). Fiir jedes n € Ny sei P, €
C[X] die Partialsumme P, := > ,_;a,X* und f, : Bg(0) — C die (Einschrinkung der)
zugehérige(n) Polynomialfunktion, f,(z) = >_,_, axz® = P,(z). Dann gilt: Die Funktionenfolge
(fn) konvergiert kompakt gegen f.
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i? Beweis !

Sei K C Bgr(0) kompakt. Dann existiert ein » mit 0 < r < R, so dass K C B,.(0). Sei nun ¢; > 0
so klein, dass

r
= —=+4er<l1
q R 1

ist. Es existiert nun ein ng € IN, so dass fiir alle n > ng gilt:
Vian < &+
R
Damit gilt fiir alle kK > ng und alle z € K:
k 1 k
|akzk| = (m |z|) < ((k +€1>) =q".

Sein nun € > 0 beliebig. Dann gibt es ein ny > ng mit Z,?;nl a® < e. Fiir alle z € K und alle
n > ny gilt daher:

n oo oo
‘f(z)—Zakzk = Z apz®| < Z ¢ <e.
k=0 k=n+1 k=n+1

Also konvergiert (Y r_oarz®) o auf K gleichmiBig gegen f = 377° ; a,2".
QED

A

5.1.5 Kommentar

(1) Nach Satz 4.12. (Weierstra}) ist deshalb f : B — C holomorph und fiir ihre Ableitung gilt:

f(z) = nli_r{loo fl(z) = nhjlwz kagz*"1 = Z(n + Day112™ .
k=1 n=0

Man darf also Potenzreihen gliedweise differenzieren!

(2) Zwei verschiedene Potenzreihen P, P € C(X) induzieren auch zwei verschiedene holomorphe
Funktionen: Ist etwa R < R und ist fp = fﬁ"g ,s0ist also fz_p = fp — fp =0 auf Bgr. Es
reicht deshalb zu zeigen: Ist fp = 0, so ist P = 0.

Ist aber fp(z) =Y an,2z™ =0 in Bg (fiir R > 0), so gilt wegen Satz 4.12. und Satz 5.3.:
£™(0) = nlay, ,

also a, = 0 fiir alle n € IN, das ist P = > a, X™ = 0. Die zu f gehérende Potenzreihe P ist
also eindeutig bestimmt, weshalb wir im Folgenden oft P mit f identifizieren.

(3) Aber auch fiir formale Potenzreihen kénnen wir definieren:

d /. - - n /
—x = CIX] - C[x] , an;anx — P
mit -
P = Z(n + Dayy - X"
n=0

Wegen fp = fp (Satz 4.12. & Satz 5.3.) folgt deshalb, dass R’ := Rps > R := Rp ist. Aber
es gilt sogar:

Korollar 5.4.
Fiir alle P € C[X] gilt: Rp = Rp-.
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i? Beweis !

Wir wissen bereits: R > R. O.B.d.A. sei nun R’ > 0, zu zeigen R’ < R. Betrachte v : [0,1] — Bpg/,
~(t) = tz, fiir ein z € Br/. Weil C = Bild () C Bg' kompakt ist, folgt nach Satz 5.2.

(Z(k’ + 1)akzk> — f= Z(k + Dagz®  gleichmiBig auf € .
k=0 k=0

Setze nun F : B — C,

oo

= [ 7@ @ = [ S0+ angatay = at.
v Y n=0
Dann gilt
F(z) = Z(n + 1)an+1z"+1/ t" dt = Za"
n=0

:n+1

Also ist P =) >° ja, X" konvergent in z und damit R > R'.
QED

A

Definition 5.5.

(a) Die komplexe Exponentialfunktion ist definiert durch exp : C — C,

oo n

exp(z) = Z ;—‘ .

n=0

(b) Die komplexe Sinus- und Cosinusfunktion sind definiert durch sin, cos : C — C,

: — (D" = (=D,
sin(z) := HE_:O(?(TH-)I)' 2L os(2) = T;] ((273! 2

(¢) Der komplexe Hauptzweig des Logarithmus wird (noch mal) definiert durch log : B1(1) — C,
oo
(-1
log(1 = —".
og(1 +2) ; —=

(d) Der komplexe Hauptzweig des Arcustangens wird (noch mal) definiert durch Arctan :
Bi(1) = C,

3

Arctan(1l + 2) 22+l

5.1.6 Kommentar

Tatséchlich holt man etwa aus der reellen Theorie (siche MfPhl Satz 0.0.) oder der Formel von
Hadamard (Beweis zu Satz 5.2.), dass die Konvergenzradien der entsprechenden Potenzreihen
R = oo (bei exp, sin und cos), R =1 (bei log und Arctan) ist.
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Satz 5.6.
Auch fiir die komplexen Versionen von exp, sin, cos, log und Arctan gilt (auf ihrem ganzen
Definitionsbereich):
!/
exp'(z) = =z , 1
1 - =
sin’(z) = cos(z) o (2) z
. 1

cos'(z) = —sin(z) Arctan’(z) = T

i? Beweis !

Gliedweises Differenzieren liefert die Behauptung.

QED

A

5.1.7 Kommentar

(1)

Die Definitionen von log und Arctan stimmen daher tatséchlich mit den fritheren aus 3.2.1
iiberein, denn jeweils beide haben die gleichen Ableitungen und stimmen in zg = 1 bzw. 2y = 0
iiberein,

log(1) =0 , Arctan(0) =0 .

Man beachte allerdings, dass wir hier log und Arctan nur auf den Scheiben By (1) bzw. B1(0)
definieren kénnen, wihrend wir sie frither (siehe 3.3) auf den gréBeren Schlitzgebieten definieren
konnten.

Man beachte, dass wir nun einen Grund dafiir gefunden haben, warum die Taylor-Reihe im
Nullpunkt T’ ¢ der reell-analytischen Funktion f: R — R, f(z) = arctan(z), nur den Konver-
genzradius R = 1 hat! Die holomorphe Fortsetzung f : Br(0) — C, f = Ty o(z) wére ja sonst
auf Br(0) C C und damit auch die Ableitung f" : Br(0) — C definiert, f'(2) = T} ((z). Es

hat aber

&=

Pole bei +i, weshalb also R hochstens 1 sein kann. Der Grund fiir R = 1 liegt also im Kom-
plexen.

Definition 5.7.

Sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f : G — C heifit komplez-analytisch, wenn es fiir jedes
p€Geinr > 0gibtund ein P =) a,X" € C(X) mit Radius R > r, so dass fiir alle z € B,.(p)
gilt:

f(2)=) an(z=p)" (=P(z-p)).
n=0

5.1.8 Kommentar

(1)

(2)

FEine komplex-analytische Funktion f : G — C ist holomorph: Ist ndmlich p € G beliebig, so
wéhle ein » > 0 und ein P € C(X), so dass f(z) = P(z) ist, fur z € B,.(p). Nach 5.1.5(1) ist
dann f| Bo(p) holomorph, also komplex differenzierbar in p.

Wegen 5.1.5(1) darf man nun fp, () auch gliedweise differenzieren und erhalt fir P =) a, X™:

")

ap = ]
n:
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(3) Die Potenzreihe P € C(X), die f lokal um p beschreibt, ist also durch f eindeutig bestimmt
(vgl. 5.1.5(2)). Es ist die Taylor-Reihe von f in p

o F"D) on
Tf7p = Z TX .
n=0 ’

(4) Wegen Korollar 4.6. weifl man auch, dass fiir jedes r > 0, so dass B,.(p) C G ist, gilt:

_ 1 _flQ)de
= i /aBr(p) (C—ptt’

Lemma 5.8.
Sei f: G — C komplex-analytisch, p € D und f auf keiner Umgebung von p konstant. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes k € k(f,p) € IN, so dass gilt: Es gibt eine holomorphe Funktion
g:G — C mit g(p) # 0 und

Fz) = f(p) + (= = p)*9(2) ,

fir alle z € G.

5.1.9 Kommentar

Es heifit dann, wenn f(p) = ¢ ist, k =: ord,(f) die Vielfachheit der g-Stelle von f in p oder die
q-Stellenordnung von f in p.

i? Beweis !

Eindeutigkeit: Ist f(z) = f(p) + (z — p)Fg(2) fiir alle z € G mit g(p) # 0, so ist nach der
Produktregel fiir holomorphe Funktionen

1 . 1_i
1 & dg
D (p) = E — (2 —p)k .
= —_———
=0

(p) =0

fiir 1 <1 < k, wihrend f*)(p) = klg(p) # 0 ist. Es muss also

k = min {j € N[ £ (p) ;Ao} (5.1)
sein.

Existenz: Sei r > 0 so klein, dass
oo
£) = f@) + S an(z —p)" |

n=1
fiir alle z € B, (p) ist. Weil f nicht lokal um p konstant ist, existiert ein n € IN mit a,, # 0.
Setze daher wie in Gleichung (5.1):

k:min{j E]N|aj 750} .

Dann ist also ax # 0 und

f(z)=fp)+ (z—p)f(an + ars1(z —p) +...) .

Setze nun g : G — C,
fR)—f(p) g
g(z) = ¢ fiir = 7 p .
ak firz=p
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Dann ist g holomorph auf G\{p}, es ist g(z) = ax # 0 und auf B,(p) ist
9(2) =Y arn(z—p)",
n=0

also auch komplex differenzierbar in p.

QED

A

5.2 Holomorphe Fortsetzung

5.2.1 Vorbereitung

(1) Erinnere: Sei X ein metrischer Raum und Y C X. Eine Teilmenge V' C Y ist dann offen relativ
Y, wenn es ein offenes U C X gibt mit UNY = V.

(2) Eine metrischer Raum X heifit wegzusammenhéngend (vgl. MfPh3Diff Definition 3.10. ), wenn
es fiir alle x,y € X einen Weg von x nach y gibt (d.h. eine stetige Abbildung v : [0,1] — X
mit y(0) =« und (1) = ).

(3) Man sagt nun, dass ein metrischer Raum X zusammenhdingend ist, wenn gilt: Sind U,V C X

offen mit X =U UV und UNV =0, so muss U = ) oder V = () sein.

(4) Das Einheitsintervall I = [0,1] C R ist zusammenhéngend: Ist ndmlich I = UUV wie oben,
so setze b := sup(U). Da V offen ist, folgt aus UNV = : b € U. Da U offen ist, folgt b = 1.
Ebenso erhilt man 1 € V, wenn U # () # V ist. 4 Widerspruch %

(5) Jeder wegzusammenhidmgende Raum X ist zusammenhéngend, denn: Seien U,V C X offen
mit X = UUV. ISt nun U # () # V, so wihle z € U, y € V und ein v : [0,1] — X mit
v(0) = z und (1) = y. Dann ist I = v 1 (U)Uy " 1(V), 0 € v 1(U) und 1 € v~ 1(V) ein
4 Widerspruch %

(6) Fiir ein Gebiet G C R™ kann man auch die Umkehrung von (5) zeigen: R fvung &

zusammenhdngend < wegzusammenhingend.

Satz 5.9. Identitéitssatz

Sei G C C ein Gebiet, z; € G (j € IN) und p € G. Weiter sei z; # p fiir alle j € IN und
(zj) — p. Dann gilt: Sind f,g : G — C komplex analytisch mit f(z;) = g(z;) fiir alle j € N,
so gilt bereits f = g.

i? Beweis ;!

Setze h:= g — f: G — C. Es folgt: h(z;) =0 ,Vj. Zu zeigen ist h = 0. Setze dazu:
A= {q S G‘T}hq = 0} .

Behauptung: A ist abgeschlossen, offen und nicht-leer.

Da G zusammenhéingend ist, folgt dann: A = G (sonst wire G = AU(G\A) nicht-triviale Zerle-
gung). Insbesondere ist dann h(q) = T 4(¢) = O fiir alle ¢ € G, also h = 0.

(i) Aist abgeschlossen, denn Vn € IN ist h(™ : G — C stetig, also (h("))_l (0) C G abgeschlossen

und damit auch .
A= (W)) (0)

nelN

abgeschlossen.
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(ii) A ist auch offen, denn ist ¢ € A, so wihle » > 0, so dass f(z) = Ty n(z — q) ist, fir alle

z € B,(q). Es folgt: f(z) =0 fiir alle z € B,(q), d.h. T , = 0, also z € A fiir alle z € B,(q).

(iii) Seip € Aund T}, = > ag, X™. Dann ist zunéichst

QED

ap = h(p) = lim h(z;)=0.

J——00

Annahme: h|B’_(p) # 0 (fiir ein r > 0). Sei dann k := ordy(p) (siehe Lemma 5.8.). Dann
existiert g € H(G) mit g(p) # 0 und

h(z) = (2 —p)kg(z) Vzed.

Es folgt
h(z; .
g(zj): (Z(—;)))k :03 V] E]N,
also
g(p) = jliﬁ)moog(zﬁ)w:icﬂ)erspruch 4 S (bung &

Also doch hp () = 0, damit T}, , = 0 und p € A.

A

5.2.2 Kommentar

(1)

Sei I C R ein offenes Intervall. Fiir eine oco-oft differenzierbare Funktion f : I — R und
einem p € I braucht die Taylor-Reihe T, € R[X] im Allgemeinen nicht konvergent sein und
selbst wenn sie es ist, ist im Allgemeinen T ,(z) # f(z) fiir z # p (vgl. MfPhl Satz 0.0., z.B.
x+— e~ /** fiir £ # 0, 0 — 0). (Wenn doch, so heifit f reell-analytisch.)

Ist G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph, so wissen wir bereits, dass f oo-oft komplex-
differenzierbar ist. Der folgende Satz zeigt nun, dass solche ,, Anormalien“ wie im Reellen im
holomorphen Fall nicht auftreten.

Satz 5.10.
Sei G C C' ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f komplex-analytisch. Genauer gilt:
Ist p € G und r > 0 derart, dass B,.(p) C G ist, so gilt mit

dass fiir alle z € B,.(p) gilt:

L _flQdc
T o /aj.fsr(p) (¢ =p)mrt

&)=Y anlz—p)"

i? Beweis j!

Sei also p € G und r > 0 mit B := B,(p) C G. Nach Satz 4.3. ist dann fiir alle z € B,(p):

oy L [ fQd

S 2mi Jop C—z

Aber:

11 1
. (_p 1_z=>p
(=2 (-p 1-%2

und weil |z — p| < |¢ — p| =7 ist, fiir alle z € B,.(p), ¢ € 9B, (p) gilt mit 5.1.2:

11 &z & 1
Cp_CpZ(<p> _Z(Cfp)"“ (=2

n=0 n=0
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Fiir jedes feste z ist die Konvergenz von

1O 5 IO

(—z = (—pt!

gleichméBig in ¢ € OB (X Ubung €, dB, ist kompakt), also ist:

1 ¢) d¢ f(¢) d¢ n
f(Z):27Ti B C—Z 2{27”'/81; (= p)”ﬂ}(z_p) ’

fiir alle z € B.
QED

A

5.2.3 Kommentar

(1) Eine Funktionen f: G — C ist also genau dan holomorph, wenn sie analytisch ist. Neben den
Potenzreihen gibt es also lokal keine weiteren Beispiele holomorpher Funktionen.

(2) Der Identitétssatz (Satz 5.9.) gilt also fiir holomorphe Funktionen. Das zeigt beispielsweise:

(i) Ist I C R ein offenes Intervall, f : I — R oc-oft differenzierbar und G C C mit GNR = 1,
so gibt es hochstens eine holomorphe Fortsetzung f G — C, d.h. f | ; = J. Sind némlich
f1, fo : G — C zwei Fortsetzungen, so wihle p € I und zj € I\{p} mit (z;) — p. Wegen
f(zj) f(z) = f2(Z]) fiir alle j € IN ist dann schon f; = fo.

(ii) Die Funktionalgleichung fiir die reelle Exponentialfunktion gilt nun sogar fiir die komple-
xe:

exp(z + w) = exp(z) exp(w) (5.2)

fir alle z,w € C! Fixiere namlich zunéichst w =: y € R. Die linke und die rechte Seite
von Gleichung (5.2) sind holomorph in z und stimmen fiir z € R iiberein, also fiir alle
z € C. Fixiere nun zy € C. Dann ist Gleichung (5.2) wieder holomorph in w auf beiden
Seiten und stimmen fiir w € R — wie gesehen — iiberein: Also fiir alle w € C!

(iii) Ahnlich sieht man, dass fiir alle z,w € C gilt:

sin(z+w) = sin(z)cos(w) + sin(w) cos(z)
cos(z+w) = cos(z)cos(w) — sin(w) sin(z)
oder
exp(iz) = cos(z)+isin(z)
cos(z) = % (e +e7"%)
sin(z) = % (eiz — e_iz) ,
fiir alle z € C. X fbung &

(3) Esist f: I — R genau dann auf ein geeignetes Gebiet G C C holomorph fortsetzbar, wenn f
reell-analytisch ist & Ubung €. Eine schwierige Aufgabe ist es, moglichst groe Gebiete G C C
zu finden, auf denen eine holomorphe Fortsetzung existiert.

(4) Der Konvergenzradius der Taylor-Reihe in einem Punkt p € I einer reell-analytischen Funktion

f: I — R ist genau so grof wie es eine (gewisse) maximale holomorphe Fortsetzung f :G—C
zulésst: Es gibt keine weiteren Hindernisse.
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5.2.4 Beispiel

Fiir die komplexe Exponentialfunktion exp gilt exp(z) # 0, fiir alle z € C, denn
exp(z) - exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) =1 .
Andererseits ist exp : C — C* surjektiv, denn ist w = re?? € C* beliebig, so hat w wegen
"t = e = " (cos(y) + isin(y)) (5.3)

mit x := In(r) und y := ¢ ein Urbild. Beachte aber, dass exp : C — C* nicht injektiv ist, sondern
wegen Gleichung (5.3) gilt:

ef=e" & JkeZ:w=z+2mik. (5.4)

Es kann auch deshalb keinen glabalen Logarithmus auf C* geben.

Definition 5.11.

(a) Sei G C C* ein Gebiet. Man nennt eine holomorphe Funktion f : G — C einen Zweig des
Logarithmus, wenn fiir alle z € G gilt:

exp (f(2)) =z .
(b) Man nennt f : G — C (G C C) einen Zweig der Quadratwurzel, wenn fiir alle z € G gilt

f(z)’=z2.

5.2.5 Kommentar

(1) Der Hauptzweig log : C\R, — C,

d
log(2) :/[1 ]CC

(vgl. ??) ist ein Zweig des Logarithmus, denn fiir z = e’ bei p = (-7, 7) gilt:
log(z) = In(r) + i . D fbung €
Dabher ist:

expolog(z) = exp (In(z) + ip) = exp (In(2)) - exp(ip) = re’? = 2, V2 € C\Ry .

2) Ist f: C\IR; — C ein weiterer Zweig, so existiert fiir jedes z € C\IR™ ein k(z) € Z mit
0
f(z) =log(z) 4 2mik(z) ,

denn exp (f(z)) = z = exp (log(z)) (vgl.Gleichung (5.4)). Weil aber k : C\R™ — Z stetig
ist (k(z) = 55 (f —log)(2)) und C\Rg zusammenhéngend, folgt k = const.) Fiir k # 0 heifit

f = log+2mik Nebenzweig des Logarithmus. (Auf anderen Gebieten G C C gibt es andere
Zweige, vgl. 77, 77).

(3) Auf G = C\R; definiert man den Hauptzweig sqrt : C\R~™ — C durch

V7 1= sqrt(z) = exp (; log(2)> :
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Tatséchlich ist fiir alle z € C:
2 1 ?
(Vz)" = sart(z)? = [exp (2 log(2)>} = exp (log(2)) = = .
Beachte: Ist 2z = re® mit ¢ € (—m, +m), so ist

Vz = sqrt(z) = exp 1 In(r) +1¢ :eéln(T).ei%:\/;,ez%'
2 P

Man kann auf C* auch keinen (globalen) Zweig der Quadratwurzel finden.

Vorsicht: Wegen der fehlenden Existenz eines globalen Logarithmus oder Quadratwurzel gelten
im Allgemeinen nicht die Funktionalgleichungen

log(zw) = log(z) + log(w) (5.5)
Vaw = sart(zw) = sqrt(z)sqrt(w) = vVzvw (5.6)

wenn z,w, z +w € C\Ry ist. Z.B. ist fiir z = w = e’

jax\ _ W, 3m
log(zw) = log (e 2 ) y = iy = log(z) + log(w)

bzw.
Vzw = sqri(zw) = sqrt(ei%w) = 1T £ T = sqrt(z) - sqrt(w) = Vzvw .
Fiir welche Paare (z,w) gilt Gleichung (5.5) oder Gleichung (5.6) trotzdem? R fbung &

Satz 5.12. Umkehrsatz
Sei f : G — C holomorph, p € G und f’(p) # 0. Es existieren dann offene Umgebungen U
von p und V C C von ¢q := f(p), so dass f(U) =V ist und f|U : U — V biholomorph ist, d.h.

f’U : U — V ist bijektiv und (f

U)_l ist auch holomorph.

i? Beweis !

Ist f = u +iv, so ist wegen 1.2.2

f'(p) = %(p) = % (Dof —iDyf) = %((Dzu + Dyv) +i(Dgv — Dyu )) = Dyu+ iDyv ,
~— ~—~—
=D,u =—Dg v
also )
|fl(p)‘ = (Dxu)2 + (DIU)Q :
Wegen

det (D) =det (75 By ) 2 Dt (0 = O £0

existieren nach dem reellen Umkehrsatz deshalb offene Umgebungen U C G von p und V C C
von ¢, so dass f(U) = V und f|U : U — V ein Diffeomorphismus ist (siche MfPh3Diff Satz
6.4.). Weil aber Df(z) : C — C deshalb ein R -Isomorphismus und C -linear ist, ist damit auch
Df(2)~t:C — C C -linear fiir alle z € G, d.h. (f|U)’1 ist holomorph.

QED,

5.2.6 Kommentar

(1) Sei zg € C* beliebig und wg € C ein Urbild von zp unter exp, €*° = zy (vgl. 5.2.4). Da nun

exp’ (wo) = exp(wp) # 0
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ist, folgt aus Satz 5.12., dass es offene Umgebungen U C C von w und V C C* von z gibt, so
dass exp |U : U — V biholomorph ist. Setzt man f := (exp |U)_1 : V. — U, so ist f offenbar
ein Zweig des Logarithmus, denn fiir alle z € V ist nun ja

expof(z)=z.

Es gibt also fiir alle z € C* eine offene Umgebung V' C C* mit einem Zweig f : V — C des
Logarithmus.

Sei k € IN beliebig und pot,;, : C — C die k-te Potenzfunktion,
pot ,,(2) = 2~ .

Wir nennen f: G — C (G C C ein Gebiet) einen Zweig der k-ten Wurzel, wenn fiir alle z € G
gilt:

fF ==
Wegen pot(z) = k2*~1 # 0 fiir alle z € C*, sieht man wie unter (1): Fiir alle z € C gibt es
eine offene Umgebung V' C C* und einen Zweig f : V — C der k-ten Wurzel.

Ist G = C\R, und log : G — C der Hauptzweig des Logarithmus, so heifit ’\“[ :G — C,

2= e (1 108(o))

der Hauptzweig der k-ten Wurzel. Tatséchlich ist

k
1
({‘/E)k = exp (k log(z)) = expolog(z) =z,
fiir alle z € G. Ist z = re’? mit ¢ € (—7,7), so gilt X (oung &

¥z = yre't

(wo r — {/r die tibliche reelle k-te Wurzel ist).

Satz 5.13. Lokale Normalform holomorpher Funktionen

Sei G C C ein Gebiet, p € G, f : G — C holomorph und nicht konstant, sowie k := ord,(f) € IN.
Dann existiert eine offene Umgebung U C G von p und eine holomorphe Funktion h : U — C
mit h(p) = 0 und »'(p) # 0, so dass fiir alle z € U gilt:

f(2) = f(p) + h(2)" .

5.2.7 Kommentar

(1)

(2)

Ist f : G — C (G C C ein Gebiet) holomorph und nicht konstant, so ist fiir jedes p € G auch f
auf keiner Umgebung von p konstant (Satz 5.9.). Es ist also k = ord,,(f) definiert (vgl. 5.1.9).

Nach Satz 5.12. ist h : U — C auf einem evtl. verkleinerten U biholomorph auf eine offene
Umgebung V' von 0: ein holomorpher Koordinatenwechsel. Die Translation T, : C — C,

Ty(z) =2z+¢q

ist ohnehin biholomorph (denn T_, = Tq’l). Satz 5.13. besagt damit, dass sich f lokal um p
bis auf die Koordinatenwechsel h und T, (¢ = f(p)) verhélt wie die k-Potenzfunktion um 0,

f|U:Tq0potk,Oh.
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i? Beweis ;! von Satz 5.13.

Nach Lemma 5.8. gibt es zunichst ein g € H(G), so dass fiir alle z € G gilt:

f(z2) = f(p) + (z = p)*9(2)

und g(p) # 0. Wegen 5.2.6(2) konnen wir eine offene Umgebung V' C C* von g(p) wihlen mit
einem Zweig ¥ : V — C der k-ten Wurzel. Wir setzen dann U := ¢~ (V) C G und h: U — C,

h(z) = (z—p) - ¥(g(2)) -

Dann ist offenbar

also h/(p) # 0.
QED

A

Korollar 5.14.
Ein holomorphes f : G — C ist lokal um ein p € G injektiv, genau dann wenn f’(p) # 0 ist.

i? Beweis !

< Satz 5.12..

= Sei k = ord,(f) und U C G eine Umgebung mit einem biholomorphen h : U — V, V eine
Nullumgebung, und
f‘U =T,opot,oh.

Weil aber pot, fiir k& > 2 auf keiner Umgebung von 0 injektiv ist (ist w* = 1, w # 1 =
pot ;. (wz) = pot 4 (2)), muss k = 1 sein. Aber dann ist

) = 2| (F0) + h() = K () £0.

dz'P

QED,
5.2.8 Kommentar

Auch diese Aussage ist — wie so viele andere — im Reellen falsch! Z.B. ist f : R — R, f(z) = 23

injektiv, aber f/(0) = 0.

Satz 5.15. von der Gebietstreue
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f eine offene
Abbildung, d.h. mit jedem offenen U C G ist auch f(U) C C offen.

5.2.9 Kommentar

Stetige Abbildungen f : X — Y (zwischen metrischen Riumen) erhalten den Wegzusammenhang
(und auch Zusammenhang), d.h. ist A C X wegzusammenhingend, so auch f(A) C Y. Ein Ge-
biet G C C ist eine wegzusammenhiingende und offene Menge (und holomorphe Funktionen sind
stetig). Kommentar 5.2.3 besagt daher tatsichlich, dass nicht-konstante holomorphe Funktionen
gebietstreu sind: Ist G C C Gebiet, f : G — C holomorph und nicht-konstant, dann ist f(G) C C
ebenfalls ein Gebiet.
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i? Beweis ;! von 5.2.8

Fiir jedes k € IN ist pot ,, : C — C offen, denn lokal um z # 0 sowieso wegen pot.(z) # 0 und Satz
5.12. und pot 4, (B,(0)) = B,«(0) fiir r > 0.

Ist daher U C G offen, ¢ = f(p) € f(U) beliebig, k = ord,(f), so wihle h : U — V biholomorph
mit U C U offene Umgebung von p. Wegen Satz 5.13. ist dann f’U =T, opot oh, also

1€ (0) =Ty (vot(n(D)) ) € (V)

offen
—_———

offen

offen

offen. Also ist f(U) offen.
QED

A

Korollar 5.16. Maximumsprinzip
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und p € G derart, dass es ein r > 0 gibt mit
B,(p) € G und

IfI < £ ()],

fiir alle z € B,.(p) (ein lokales Mazimum). Dann ist f konstant.

i? Beweis !

Wiire f nicht konstant, so wire f(B,(p)) offene Umgebung von g := f(p) (fiir jedes r > 0). Aber
dann gibt es also auch ein z € B, (p) mit |f(2)| > |¢| = |f(p)|. 4 Widerspruch 4

QED

A
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Kapitel 6

Residuen Satz

6.1 Laurent Reihen

6.1.1 Erinnerung

(1)

Wir haben schon erwiihnt (und werden spéter noch beweisen), dass der Cauchysche Integralsatz
nicht nur fiir achsenparallele Rechtecke (siehe Lemma 3.2.) oder Dreiecke (vgl. 3.2.2) gilt,
sondern fiir beliebige Kompakta mit (stiickweise) glattem Rand (vgl. Theorem 3.6.). Ist G ein
Gebiet, K C G ein Kompaktum mit (stiickweise) glattem Rand, f : G — C holomorph, dann
gilt
f(z)dz=0.
oK

Wir werden auch spéter erst genau definieren wann ein Kompaktum K C G einen glatten
Rand hat. Jedenfalls ist dann 0K Bild einer Kette von Wegen

c=M7+ -+ N mit \; €Z, j=1,...,r
(das ist eine formale Summe von Wegen 7; : [0,1] — G) und [, wird dann definiert durch:

f(z) dz = Aj | flz)dz.

0K

Beispielsweise ist 0B, (p) das Bild von v : [0,1] — G, «v(t) = p + re, wihrend fiir einen
Kreisring
Apiry(p) = {z S C|7‘1 < |z| < 7"2}
gilt:
O(Arra(p)) =711 — 72

mit 1 (¢) = p + rie’, y(t) = p+ rae®.

6.1.2 Beispiel

Ist K C C ein Kompaktum mit glattem Rand und 0 € I% = K\OK, so gilt:

Man wihle ndmlich r > 0 so klein, dass B,.(0) Q[O( ist. Dann ist auch A := K\B,(0) Kompaktum
mit glattem Rand und 0A = 0K — 9B,(0) (als Kette). Also ist wegen A C C* und f : C* — C,
f(2) = 1 holomorph zunéchst [, , <z = 0 und damit (vgl. Lemma 4.4.)

ok G 9B,.(0) §

51
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6.1.3 Kommentar

(1) Deshalb gilt nun auch die Cauchysche Integralformel in folgender allgemeinerer Version als
Satz 4.3.. Ist G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und K C G kompakt mit glattem

Rand, so gilt fiir alle z € I(;' :

oo L[ 1Q

" 2mi ok C—=2

Denn wie im Beweis von Satz 4.3. ist dann g : G — C,

F(O—f(=) fiir ¢ # 2
= ¢—=z
9(9) {f’(z) fiir ¢ = 2

holomorph und damit nach Theorem 3.6. und 6.1.2

_ _ [ fQd dg
0_/8Kg(<)d<_/3k’ C—z f()/air(C*Z.

21

(2) Mit diesem Mittel ausgestattet kénnen wir nun auch holomorphe Funktionen mit isolierten
Singularitdten untersuchen.

Definition 6.1.
Sei G C C ein Gebiet. Wir sagen, dass f eine holomorphe Funktion auf G mit einer isolierten
Singularitét in p € G ist, wenn f : G\{p} — C eine holomorphe Funktion ist.

Definition 6.2.

(a) Eine komplexe Laurent-Reihe ist ein formaler Ausdruck der Form

+oo

L= Z anX"

n=-—oo
mit a, € C fiir alle n € Z. Es heifit dann H := ;ifoo an X™ der Hauptteil von L und
T := 3 a,X" € C[X] der Nebenteil von L. Es ist dann (im C -Vektorraum aller
Laurent-Reihen:

L=H+T.

(b) Eine komplexe Laurent-Reihe L = >>% a, X™ heifit konvergent in z € C*, wenn sowohl

H(z):= i anz" :ni:a_n (i)n

n=—oo

als auch .
T(z):= Z anz"
n=0

konvergieren. Man setzt dann L(z) := H(z) + T'(2).

6.1.4 Kommentar

(1) Eine Laurent-Reihe L braucht im Allgemeinen nirgends zu konvergieren (z.B. L = X™).
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(2) Ist L = H+T die Zerlegung in Haupt- und Nebenteil und ist !/r, € [0, co] der Konvergenzradius
von ». o7 a_,X" sowie Ry € [0,00] der Konvergenzradius von 7" = > > ja, X" und ist

Ry < Rs, so konvergiert L offenbar auf dem Kreisring

ARl,Rz(O) = {Z e C*

R < |Z‘ < Rg}

und definiert damit eine Funktion fr, : A — C, fL(z) = L(2).

(3) Weil die Polynome (bzw. rationalen Funktionen) z — Y}_ axz® bzw. z +— Z;:i_n apz”

holomorph sind und kompakt gegen fr bzw. fg konvergieren, folgt: f7 ist holomorph.

(4) Nicht direkt klar ist hier, ob die Zuordnung L — [ injektiv ist und auch nicht, ob jede
holomorphe Funktion f: A — C so zu Stande kommt.

Satz 6.3.
Sei 0 < Ry < Ry < oo und A= Ag, gr,(0). Es sei f: A — C holomorph. Dann existiert genau

eine Laurent-Reihe L = th a, X™, so dass fiir alle z € A gilt:

f(z) = L(z)
Die Koeffizienten von L sind dabei fiir ein beliebiges r € (R, R2) gegeben durch (n € Z):
1 f(Q) d¢

" 2mi oB,(0) ¢!

i? Beweis !

Eindeutigkeit: Sei also

+oo
flz) = Z anz"

auf A := Ag, r,(0). Wir wollen zeigen, dass (fiir beliebiges r € (R1, R2))
_ 1 f(Q) d¢
n = 1 n+1
27 Jop,0) €

ist. Da pot,, : C* — C*, pot,,(z) = 2" fiir alle n € Z\{—1} eine Stammfuntion hat (ndmlich
T pot . 1) ist also fiir r > 0:

/ 2"dz=0 fiirn#-1,
0B,.(0)

d
/ R
8B, (0) #
ist. Fiir jedes n € Z ist deshalb

+oo
2mia,, = E ak/ 2l gy
)

k=— B-(0)

wahrend

und weil die Reihen Y7 ax2z® und Y77 a_y (%)k gleichméfBig auf C = 0B, (0) gegen ihre
Grenzwerte konvergieren, ist auch:

+oo
) 1 f(2) dz
2 = —_— Fdz= —_
LAy, /{)BT(O) an+l 20&:2 z /é; Sl

B-(0)
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Existenz: Sei z € A beliebig. Wihle 1,79 > 0 mit
Ry <7”1<‘Z|<7"2<R2

und setze K := A, ,,. Dann ist (als Kette) 9K = dB,,(0) — 0B, (0) und deshalb ist nach

6.1.3:
) f(¢) d¢ dC f(¢) d¢ f(¢) d¢
) _ J\&) a6 )
= e oB,,(0) 6~ 0B 0 &%
Nun ist fiir ¢ € 8B,,(0):
1 1
C*Z_E 7%_1;)<n+1’

wahrend fiir ¢ € 0B, gilt: ’g’ < 1 und daher

1 1 ¢
C_Z: Zzn+1: Z z—n+l Z Cn :_Z

n—=—oo n=—oo

Cn-i—l g

3
\‘\
8

Wegen der gleichméfigen Konvergenz dieser Reihen auf 0B, (0) bzw. dB,,(0) gilt deshalb:

oo

o f(¢) d fQd¢y
QWZf(Z)—nZ_%</aBT2(O) (n+l ) + Z </63T1(0) (ntl > :

n=—oo

Anwendung von 6.1.1(1) auf die Kompakta A, ., und 4,, , (zu vorgegebenem r € (Ry, Ry))
liefert dann, dass man 0B, (0) (i = 1,2) durch 0B, (0) ersetzen kann, also

=1 FQ) dC\
Je)= Zoo (m/ﬁBT(O) ¢ntt -

n=—

QED

A

6.1.5 Kommentar

(1) Ist G C C ein Gebiet, p € G und f holomorph auf G mit isolierter Singularitit in p, f €
H(G\{p}), so gilt fiir jedes r > 0, so dass B,(p) C G ist, fiir alle z € B, (p)\{p}:

IR 1 Rier's n
fz) = _z: <2m /aB @ C—p)HT il

denn wendet man an Satz 6.3. auf g : Ag 4. — C (mit ¢ > 0 klein genug), g(z) := f(p + 2)
an, so folgt

(1 g9(¢) ¢ n
1= =3 (55 [0 S o= 3 g [ SO

(2) Ist f € H(G\{p}), so nennen wir daher

& (1 Cf(Q) ¢
Lpo = Z (27” /83 (») ¢ —p)ntt X

(mit einem r > 0 so klein, dass B, (p) C G ist), die Laurent-Reihe von f in p.

Man beachte, dass der Konvergenzradius R% des Hauptteils Hf g4 von Lf, gleich Null ist,
wéhrend der des Nebenteils mindestens Ry > dist (p, 0G) ist.
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6.2 Singularititen

Definition 6.4.
Sei G C C ein Gebiet p € G und f € H(G\{p}). Es heifit dann die isoliete Singularitéit p von f

(a) hebbar, wenn es eine holomorphe Fortsetzung f:G—C gilt (d.h. f‘G\{p} =f);
(b) ein Pol, wenn lim,_ ., |f(z)| = oo ist;

(c) eine wesentliche Singularitit, wenn p weder hebbar, noch ein Pol ist.

6.2.1 Beispiele
(I) Die holomorphe Funktion f: C* — C,

sin z
Z) =
1) ==
hat eine hebbare Singularitdt in p, denn sinz =) % c2tl = %23 + ..., also ist

f(z) = Z (2(71_1)1)'22” fiir z€ C

n=0
(also f(0) = 1) eine holomorphe Fortsetzung.
(IT) Natiirlich hat f: C* — C,

fiir jedes n € IN in p = 0 einen Pol.
(III) Die holomorphe Funktion f: C* — C

f2) = exp

hat in p eine wesentliche Singularitat. Sie ist nicht stetig fortsetzbar in p = 0, denn z.B.
1 1 i

f(5;) = exp(n) — oo fiir n — oo und hat auch keinen Pol, denn fiir z, 1= 5—— = —5-

ist (zn) — 0 und f(z,) =1 fur alle n € IN.

Satz 6.5. Riemannscher Hebbarkeitssatz
Sei G C C ein Gebiet, p € G und f holomorph auf G mit isolierter Singularitdt in p. Sei r > 0
mit B,.(p) C G so, dass f|B N\ p} beschrankt ist. Dann ist die Singularitdt p von f hebbar.

i? Beweis ¢! (vgl. auch Lemma 4.1.)

Wir betrachten g : G — C mit

[G-pfe) firs£p
g(z){o firz=p

Es ist dann g¢ holomorph und (wegen der lokalen Beschrinktheit von f um p) stetig in p,

G\{p}

Jim g(z) =0=yg(p) -
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Daher ist g sogar holomorph (vgl. 4.1.4(1ii)). O.B.d.A. sei nun f # 0 (dann ist Satz 6.5. sowieso
richtig), also nicht-konstant. Nach Lemma 5.8. existieren deshalb ein h € H(G), so dass

9(2) = (= = p)*h(z)

ist, und h(p) # 0 und k = ord,(g) > 1, weil g(p) = 0 ist. Deshalb ist nun f:G-¢C,

f(z) = (z=p)"'h(z)

(also f(p) = h(p) bei k =1 und f(p) = 0 bei k > 2) eine holomorphe Fortsetzung von f. (Beachte
7(2) = 2EL = (2 = p)*~h(z) auf B.(p)\{p}.)

QED

A

Satz 6.6. von Casorati-Weierstraf
Sei G C C ein Gebiet, p € G und f € H(G\{p}) habe in p eine wesentliche Singularitit. Dann

liegt fiir jedes € > 0 das Bild f(Ba(p)\{p}) C C dicht in C (d.h. f(BE(p)\{p}) = Q).

i? Beweis ;!

Angenommen: Es gilt € >0, r > 0 und w € C mit
f(Bs(p)\{p}) N Br(w) =0.
Zu zeigen: p ist hebbar oder p ist Pol.
Wir setzen dann g : B.(p)\{p} — C,
1
g(z) = —7— .
B = —w

Es ist dann ¢g € Hng(p)\{p}) und wegen |f(z) —w| > r fir alle z € B:(p)\{p} auch
beschrinkt, |g(z)| < = fiir alle z € B-(p)\{p}. Nach Satz 6.5. ist also g holomorph fortsetzbar

T

(p hebbar fiir g) zu einem § € H(B:(p)).
Fall 1: g(p) # 0. Dann ist g(z) # 0 fiir alle z € B:(p)\{p} und wir kénnen f wegen
1
fE)=w+—, 2z€ G\{p
(@) =w+ = =< G\p)
mit f (p) :=w+ ﬁ holomorph in p fortsetzen. Es ist also p dann hebbar fiir f.

Fall 2: §(p) = 0. Dann ist g nicht-konstant und wegen Lemma 5.8. (wenn wir € > 0 evtl. verklei-
nern) gibt es daher ein h € H(B:(p)) mit h(p) # 0 und

9(2) = (= = p)*h(z)

mit k = ord,§ > 1. Nach evtl. Verkleinerung von ¢ diirfen wir auch annehmen, dass h(z) # 0
fiir alle z € B.(p). Es ist dann

und daher

also p ein Pol fir f.

QED

A
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6.2.2 Kommentar
(1) Fiir f:C* — C, f(z) = e+ gilt sogar: f(B.(0)\{p}) = C* fiir alle £ > 0. R bung &

(2) Der grofie Satz von Picard besagt, dass fiir eine wesentliche Singularitit p das Bild jeder noch
so kleinen Scheibe f(B:(0)\{p}) hochstens einen Punkt in C ausléisst.

Satz 6.7.
Sei G C C ein Gebiet, p € G und f holomorph mit isolierter Singularitéit in p, f € H(G\{p}).

Sei
“+o0

Li,= Z an X"
— 00
die Laurent-Reihe von f in p. Dann gilt:
(a) p ist hebbar, genau dann wenn a,, = 0 ist, fiir alle n < —1;

(b) p ist ein Pol, genau dann wenn es ein d € IN gibt mit a_4 # 0 und a_4—,, = 0, fiir alle
n>1;

(¢) p ist wesentlich, genau dann wenn fiir unendliche viele n € W gilt: a_,, # 0.

i? Beweis ;!

(a) = Ist p hebbar (mit f), so ist fiir alle z € B,.(p)\{p} (mit r > 0 klein genug)

Lip(2) = f(2) =T ,(2) = Typ(2)

weil die Laurent-Reihe von f in p eindeutig bestimmt ist. Also ist Hy 4 = 0.

< Ist L = H + T die Laurent-Reihe von f in p, so ist also nach Vorraussetzung H = 0. Mit
f(p) :==T(p) = ag ist also f holomorph fortsetzbar.

(b) = Ist p ein Pol, so wihle r > 0, so dass B := B,(p) C G ist und |f(z)| > 1 fiir z € B\{p}. Es
ist dann g := B\{p} — C,
1
9(z) == % )

holomorph auf B\{p} und beschrénkt (durch 1), also nach Satz 6.5. holomorph fortsetzbar
mit § : B — C. Da |f(z)] — oo fiir z — p, folgt §(0) = limz—mﬁ = 0. Wegen
g(z) # 0 fur z # p, ist g nicht konstant, also gibt es ein h € H(B) mit h(p) # 0 und

9(2) = (z—p)*h(2) ,

k = ord,g > 1 und o0.B.d.A. (sonst verkleinere r > 0): h(z) # 0 fiir alle z € B. Es ist

dann
1 > "
h(z) - T%m(z —p)= n§:0 bn(z —p)

mit by = ﬁz) # 0. Es folgt :

+oo 0o e}
Y. an(z=p)" = Lyp(z—p) = f(2) = - - (z—p)~" (Z bn(z —p)”> = > bayr(z—p)"

n=-—oo n=0 n=-—

Mit d := k folgt die Behauptung.
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< Ist f(2) = D0 . gbu(—p)™ fiir z € B.(p)\{p} (fiir » > 0 klein genug), so ist mit g(z) =
S o bn—k(z — p)™ 7722227 was ist kbzw.d 77777777777 fiir B.(p), also g € H(B.(p)

n=09n—k\z —p)" {00000

lim |f(z)| = o0,
Z2—p

d.h. p ist ein Pol.
(c) folgt durch Negation von a und b.
QED

A

6.2.3 Kommentar
(1) Ist p ein Pol von f € H(G\{p}) (G € C ein Gebiet), so heifit mit Ly, = > a,X"

Pol,(f) :=d = —min {k € Z|ay #0} € N

die Polstellenordnung von f in p.

(2) Erinnere an die Formel in Satz 6.3. fiir die Koeffizienten aus der Laurent-Reihe einer Funktion
f € H(G\{p}) mit einer isolieren Singularitiit in p, insbesondere ist mit L;, = 327 a, X™:

1

B % 637‘(1’)

f(z) dz

a_1

(mit einem r > 0 so klein, dass stets B,.(p) C g ist), unabhéingig von r.

Definition 6.8.
Sei G C C ein Gebiet und f € H(G\{p}) holomorph mit isolierter Singularitét. Sei L =
> %4, X" die Laurent-Reihe von f in p. Dann heifit der Koeffizient a_; =: res,(f) € € das

Residuum von f in p.

6.2.4 Beispiele

(I) 2z :== km € C (k € Z) sind die einzigen Nullstellen von sin : C — C ® Ubung €. Wir

betrachten daher .

f:C\Zr—-C, f(z)=

sinz

(i) Dann ist p = 0 hebbar, denn g(z) = 2= (fiir z # 0) hat ein hebbares p (vgl. Satz 6.5.)
mit lim,_,, g(z) = §(p) = 1. Es folgt, dass lim,_,, f(z) = 1 ist, also p auch hebbar
fir f. Insbesondere ist res,(f) = 0.

(ii) Es ist p = 7 ein (einfacher, d.h. Pol,(f) = 1) Pol, denn lim,_,, }&| = o00. Wegen

sin’(m) = cos(m) = —1 ist sin(z) = —(z — 7) + ..., also lim, (S;nffr)) = —1. Es folgt:
z—
- — 1 — = 1 . = — .
res; (f) . 1mﬁ(z ) f(2) Jim e —— ™

(1) f:C* — C, f(z) = e+ hat in p = 0 cine wesentliche Singularitéit (vgl. 6.2.1(III)) und es ist

oo n 0
Lf’O(Z):f(Z):Z;(D =2 <fln>!Z",
n=0 n=—oo

insbesondere also a_, = — # 0 fiir alle n € N und

I‘GSO(f) =a_1 = 1.
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Theorem 6.9. Residuensatz
Sei G C C ein Gebiet, K C G ein Kompaktum mit (stiickweise) glattem Rand dK und

DPly---yPr 6[0( (= K\OK). Ist nun f holomorph auf G mit isolierten Singularitédten in py,...,p,,
also f € H(G\{p1,...,pr}), so gilt:

T

f(z)dz = 2erespj(f) .

oK =

i? Beweis ;!

Man wahle £ > 0 so klein, dass Ba(p y C [O{ und auch

BEi (pl) N Bs]- (pj) =0

ist fiir i # j. Dann setze man K := K\ Uj=1 B-(p;). Dann ist auch K kompakt mit glattem Rand
und (als Ketten gilt):
OK = 0K — 0B.(p1) —--- — 0B:(py) .

Weil nun f | a\U; holomorph ist und K C G\ U;Zl B./,(p;j) Kompaktum mit glattem

—1 Bej2(pj)
Rand ist, ist (vgl 6.1.1(1 ))

f(2)dz=0.
OK
Es folgt:

s 6.2.3(2) m s res
S 5= i S e, (1)

Jj=1 Jj=1

/Mﬂz) dz =

QED

A

6.2.5 Anwendung

Mit dem Residuensatz kann man manchmal (uneigentliche) reelle Integrale berechnen (obwohl die
Integranden z.B. keine elementare Stammfunktion besitzen), beispielsweise:

1+ 22 e’

/+°° cos(z)dx

— 00

Wegen cos(z) = 3 (€' 4+ e~*) berechnen wir

+oo ez’.t
[T .
oo 142

Betrachte dazu fiir ¢ € [0,7] : v, (t) = re®, C, = Bild (v,). Es ist dann wegen J(z) > 0 fiir 2 € C,
(r>1):

|eiz| _ ‘G—S(z)-&-i%(z) e %) <

und wegen
=P = |2 = 1+ 22— 1 < |1+ 22|+ |1 = |1+ 2% +1

gilt
’1+22| > r?—1

beziehungsweise
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Dabher:
et* 1 mr "
dz Ly, = —+ 0
“/Yr 1+ 22 r2 -1 r2 —1 o
Also

oo gl (g . el g . e* dz
= lim = lim .
1 —+ {I;2 r—oo [_. 1 =+ $2 r—oo Jo 1 + 22

Mit C, = 0K, mit K, = B,(0) N {zm(z) >0} und von den zwei isolierten Singularitéiten von

iz

Z 1‘17 liegt genau eine bei p = +i in K, (die andere ¢ = —i ¢ K,.). Wir rechnen nun:
1 1 1
1+22 2i\z—4 2+i)"
~——
holomorph um %
Damit
1 1
i\ T 22) T o
und
=1 & ——
— 1z n __ n
iz ZE o Z_Z(z—l) =e +Zan(z—l)
n=0 n=1
=an
Es folgt

eiz 671
res; | —— | = — .
%1+ 22 2%

) = 5 Also ist
3

—iz

e
1422

“+o0
cos(x) 1 (1 1 ™
de =z 2mi| —+—)="2.
/m 1+a22 "7 2 m(2ie+2ie> e

Ahnlich sieht man res_; (

13.06.2008
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Index

Vektorraum, C , 35 parameterabhéngig, 28
differenzierbar integrierbar, 16
komplex, 5 lokal, 22
absolut Kette
konvergent, 36 von Wegen, 51
achsenparalleles Rechteck, 19 kompakt
Algebra, C , 35 konvergiert, 33
analytisch Kompaktum, 19
komplex, 40 komplex
Arctangens analytisch, 40
Hauptzweig, 24 Exponentialfunktion, 39
komplex, 24 komplex Konjugierte, 3
komplex-differenzierbar, 5
biholomorph, 46 komplexe

Cosinusfunktion, 39

Hauptzweig des Arcustangens, 39
Hauptzweig des Logarithmus, 39
Sinusfunktion, 39

Cauchy-Riemannsche-Differenzialgleichungen, 5

Differenzialgleichungen
Cauchy-Riemannschen-, 5

Zahlen, 2
Exponentialfunktion, 2, 39 komplexe Exponentialfunktion, 24
komplexe, 24 konvergent
absolut, 36
Fortsetzung Laurent-Reihe, 52
holomorph, 24 Konvergenzradius, 1, 36
konvergiert
Gebiet kompakt, 33
sternférmig, 23 Kreisring, 51
Gebietstreue, 48 Kreisscheibe, 19
geometrische
Reihe, 36 Laurent-Reihe, 52
geschlitzten Definitionsgebiete, 24 Limes
geschlossener Weg, 13 superior, 36
glatter Weg, 13 Logarithmus
Hauptzweig, 24
Hauptteil, 52 komplex, 24
Hauptzweig Nebenzweig, 24
des Quadratwurzel, 45 lokal integrierbar, 22
Arctan, 24 lokales
Logarithmus, 24 Maximum, 49
holomorph, 5
holomorphe Fortsetzung, 24 Maximum
Holomorphe Funktionen, 1 lokal, 49
imaginére Einheit, 3 Nebenteil, 52
Imaginérteil, 3 Nebenzweig
Integral Logarithmus, 24
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INDEX

Nullumgebung, 48
orientierter Rand, 19

parameterabhingige Integrale, 28
Partialsumme, 37
Pol, 55
Polstellenordnung, 58
Polynom

zerfallt, 32
Polynomfunktion, 10
Potenzreihe, 1, 35

Rand
orientiert, 19
Realteil, 3
Rechteck
achsenparallel, 19
Reihe
geometrisch, 36
Laurent, 52
Potenz 5 35
Taylor, 41

Residuensatz, 51, 59
Residuum, 58
Riemann-Integrale, 14
Ring, 35

Satz von Picard, 57
Singularitét, 52
hebbar, 55
wesentliche, 55
Stammfunktion, 13, 16
Stellenordnung, 41
sternférmiges Gebiet, 23

Taylor-Reihe, 41

Umlaufzahl, 29
Unterkorper, 2

Vielfachheit, 41

Weg
geschlossen, 13
Kette; 51
riickwértsdurchlaufen, 17
stiickweise glatt, 13
zusammenhéngend, 42
Wegintegral, 14
Wegzusammenhang, 42
Wirtinger-Ableitungen, 7

zerfillt, 32
Zusammenhangskomponenten, 24
Zweig

des Logarithmus, 45
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