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Ein topologischer Raum X heifit

e zusammenhéingend, wenn gilt: Sind U,V C X offen mit X = U UV und UNV = 0, so
muss U = () oder V = () sein;

e wegzusammenhédngend, wenn gilt: Fiir alle zg, z; € X gibt es einen Weg a: I — X (d.h.:
« ist stetig, wo I = [0, 1] das Einheitsintervall mit der von R induzierten Topologie ist)
mit «(0) = zo und a(1) = ;.

Aufgabe 19. (a) Sei X ein zusammenhingender Raum. Zeigen Sie: Ist A C X nicht-leer,
abgeschlossen und offen, so ist A = X.

(b) Zeigen Sie: I = [0,1] ist zusammenh#ngend. (Hinweis: Ist I = U U V und 0.E. 0 € U, so
betrachte
b:=sup{z el: [0,z] CU})

(c) Zeigen Sie: Ist X wegzusammenhéngend, so ist X auch zusammenhéngend.

Aufgabe 20. Beweisen Sie folgende Variante des Identitétssatzes: Sei G C C ein Gebiet und
f:G — C holomorph. Sei weiter a € G, so dass fiir alle n € N gilt: f™(a) = 0. Dann ist
f konstant. (Hinweis: Betrachten Sie die Teilmenge A := {z € G: f"™(2) = 0, Vn € N} und
zeigen Sie, dass diese nicht-leer, abgeschlossen und offen ist.)

Aufgabe 21. Sei G C C ein Gebiet und F:[a,b] x G — C, (t,2) — F(t,z), stetig. Zudem

sei Fi: G — C, Fy(z) := F(t,z), fir jedes t € [a, b] reell-differenzierbar, und Dy F" [a,b] X G —
Matq(R), Do F'(t,z) = DFy(2), sei stetig. Zeigen Sie, dass dann H: G — C,

H(z) = / "Rt ) dt

wohldefiniert und reell-differenzierbar ist mit

b
DH(z) = / DE(:)dt, VzeG.



Aufgabe 22. Sei I C R ein offenes Intervall und f:/ — R unendlich-oft differenzierbar.
Zeigen Sie: f ist genau dann reell-analytisch, wenn es ein Gebiet G C C mit I C G und einer
komplex-analytischen Funktion f: G — C gibt mit f|I = f.
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