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Aufgabe 31. Sei n ∈ N, G ⊆ Rn ein Gebiet und f :G → Rn ein lokal Lipschitz-stetiges
Vektorfeld auf G. Sei ferner für jedes y ∈ G mit αy: I(y) → G die maximale Lösung des
Anfangswertproblems

ẋ = f(x), x(0) = y

auf G notiert. Sei nun y0 ∈ G und t ∈ I(y0) sowie y1 = αy0(t). Zeigen Sie, dass s ∈ I(y1) ist,
genau wenn t+ s ∈ I(y0) ist und dann gilt:

αy1(s) = αy0(s+ t).

Aufgabe 32. Für ω > 0 bezeichnet man das Anfangswertproblem

ẍ+ ω2x = 0, x(0) = x0, ẋ(0) = y0

als
”
harmonischen Oszillaor“. Bestimmen Sie den Phasenraum G für das Problem und dann

das zugehörige maximale dynamische System ϕ: Ω → G (Hinweis: Machen Sie einen
”
Ansatz“

für x als Linearkombination der Lösungen t 7→ cos(ωx) und t 7→ sin(ωx).)

Aufgabe 33. Sei f :G→ Rn ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet G ⊆ Rn.
Zu x0 ∈ G sein α: I → G die maximale Lösungskurve zum Anfangswertproblem ẋ = f(x),
x(0) = x0 auf G. Es existiere nun ein T ∈ I mit T > 0, so dass α(T ) = x0 ist. (Wenn T > 0 die
kleinste positive reelle Zahl mit dieser Eigenschaft ist, nennen wir x0 einen periodischen Punkt
der Periode T .) Zeigen Sie, dass in diesem Fall I = R ist und für alle t ∈ R gilt:

α(t+ T ) = α(t).

Aufgabe 34. Sei G ⊆ Rn ein Gebiet und ϕ: Ω→ G, (t, x) 7→ ϕt(x), ein dynamisches System auf
G sowie f :G→ Rn sein zugehöriges Vektorfeld. Eine stetig differenzierbare Funktion H:G→ R
heißt ein 1. Integral für ϕ, wenn für alle (t, x) ∈ Ω gilt: H(ϕt(x)) = H(x). Zeigen Sie, dass H
genau dann ein 1. Integral ist, wenn die Ableitung XfH:G→ R von H in Richtung f , d.i.

XfH(x) :=
n∑

j=1

fj(x)
∂H

∂xj
(x),



verschwindet, XfH = 0.
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