Universitédt Tiibingen SoSe 2021
Fachbereich Mathematik 31.07.2021
Prof. Dr. Frank Loose

Jonathan Walz

Klausur
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GewoOhnlichen Differentialgleichungen

Aufgabe 1. Wir betrachten die Funktion f:C\ {0,2} — C,
1 1 1 1
1(z) = 2—2z 2 (2—2_;)'

(a) Begriinden Sie, warum f holomorph ist, aber keine Stammfunktion hat.

(b) Geben Sie ein (mdoglichst groBes) Gebiet G C C \ {0,2} an, wo f|G eine Stammfunktion
F:G — C hat und geben Sie eine Abbildungsvorschrift fiir F' an. Begriinden Sie.

Aufgabe 2. Wir defnieren den komplexen Cosinus hyperbolicus cosh: C — C und den komple-
xen Sinus hyperbolicus sinh: C — C durch

N - 1 n
cosh(z) = Z (2n)!22 , sinh(z) = Z WZQ +

(a) Begriinden Sie, warum das wohldefiniert ist, d.h., warum die Reihen auf ganz C konvergie-
ren, und warum cosh und sinh holomorph sind.

(b) Zeigen Sie fiir alle z € C:
cosh’(z) = sinh(z), sinh’(2) = cosh(z).

Aufgabe 3. Wir betrachten die Funktion f auf C, die durch

gegeben ist.

(a) Zeigen Sie, dass f nur isolierte Singularitdten hat, bestimmen Sie diese und berechnen Sie
ihre Residuen dort.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle r € R, \ N7 gilt:

dz
= 271
/Z|T sin z &




Aufgabe 4. Wir betrachten die nicht-autonome, lineare gewohnliche Differentialgleichung
P—r=¢ (1)

auf R.
(a) Bestimmen Sie alle Losungen der homogenen Gleichung & — x = 0.

(b) Bestimmen Sie eine spezielle Losung von (1) mit Hilfe der Methode der Variation der
Konstanten und dann die allgemeine Losung von (1).

Aufgabe 5. Wir betrachten die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
i—a’r =0 (2)

(mit a > 0) auf R.
(a) Geben Sie allgemeine Losung von (2) an und begriinden Sie dies.

(b) Bestimmen Sie auf dem Phasenraum G = R? ein 1. Integral H:R? — R fiir das von (2)
induzierte lineare System auf R? und diskutieren Sie die Niveaulinien von H und die Dynamik
auf ihnen. Machen Sie eine Skizze des Phasendiagramms.

Aufgabe 6. Sei exp: Mat,C — GLyC die komplexe Matrizen-Exponentialfunktion.

(a) Sei A = ( 2(; _SW ) . Berechnen Sie exp(A).

(b) Bestimmen Sie alle A € MatyC mit exp(A) = 1 und begriinden Sie.



