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LINEARE ALGEBRA 1: UBUNGSBLATT 9

Aufgabe 34: Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen (25 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und die zugehérigen Eigenrdume in R3 der Matrix
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(b) Fiir welche a,b € R ist die Matrix

A= 2a b

iitber R diagonalisierbar? Fiihren Sie die Diagonalisierung fiir die erlaubten Parameter durch,
d.h. bestimmen Sie S (invertierbar) und D (diagonal) so, dass A = SDS™!.

Aufgabe 35: Spur und Determinante als Funktion der Eigenwerte (10 Punkte)

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und L € £(V') diagonalisierbar mit Eigenwerten Ay, ..., A,
und geometrischen Vielfachheiten ny,...,n,. Driicken Sie Spur(L) und det(L) durch die Eigen-
werte von L aus.

Aufgabe 36: Verschiedenes zu Eigenwerten (40 Punkte)
Sei A € M(n,C) und X ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenraum E), C C". Zeigen Sie:

(a) A ist ein Eigenwert von AT mit Vielfachheiten ar(\) = aa(A) und gar(X) = ga(N).

(b) Sei A reguldr, dann ist A # 0 und ™! Eigenwert zu A~!. Geben Sie den zugehdrigen
Eigenraum an.

(c) A ist Eigenwert von A. Geben Sie auch hier den zugehorigen Eigenraum an.

(d) Sei A nilpotent, d.h. es gibt ein m € N, so dass A™ = 0. Zeigen Sie, dass daraus folgt A = 0.

Bitte wenden!



Aufgabe 37: L?-Skalarprodukt (25 Punkte)

Zeigen Sie, dass auf dem Funktionenraum C([—m, 7], C) der stetigen komplex-wertigen Funktionen
auf dem Intervall [—7, 7] durch

(u,v) ::/ u(z)v(x)de
ein Skalarprodukt definiert wird. (Das Integral einer komplex-wertigen Funktion f kann definiert
werden durch [ f(z)dz = [Re f(z)dx +1 [ Im f(x) dx.) Zeigen Sie weiter, dass die Funktionen

folz) = \/12_7rei""”, nez
ein Orthonormalsystem bilden. Wir definieren hier die komplexe e-Funktion durch die Euler-
Formel e = cosx + isinz.
Hinweis: Benutzen Sie ohne Beweis, dass fiir stetige Funktionen f : [—m, 7] — C mit |f(x¢)| >
e > 0 fiir ein 2 € [—7, 7| eine offene Umgebung von z existiert, so dass auf dieser Umgebung gilt
|f(z)| > . Weiter diirfen Sie ohne Beweis benutzen, dass e e = €™ und dass die Abbildung
C > z + Z eine stetige Abbildung ist.

Aufgabe 38: Orientierung von Basen (freiwillig; 20 Zusatzpunkte)

Betrachten Sie einen R-Vektorraum V' der Dimension n und die Menge B(V') aller Basen von V.
Zwei Elemente A, B € B(V) mit A = (vy,...,v,) und B = (wy,...,w,) heiflen gleichorientiert,
A ~ B, wenn der durch Lv; = w; festgelegte Endomorphismus L : V — V positive Deter-
minante hat. (a) Zeigen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation auf B(V) festlegt. (b) Wie viele
Aquivalenzklassen gibt es?

Abgabe: Bis 16:00 Uhr am Donnerstag, 1.7.2021.



