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INTEGRALSATZE UBUNGSBLATT 5

Aufgabe 11: Satz von Stokes (70 Punkte)
Der Satz von Stokes besagt: Fiir eine orientierte stiickweise-C'-Fliche F mit positiv orientierter
Randkurve OF und ein C*-Vektorfeld f, das auf einer offenen Umgebung von F definiert ist, gilt

/roti-dﬁz f-dz. (1)
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Wir wollen diese Beziehung in einem konkreten Fall verifizieren. Dazu sei F die nordliche He-
misphére vom Radius 1 um den Ursprung in R® mit der Orientierung, in der n nach auBen zeigt.
Das C'-Vektorfeld f : R* — R® sei definiert durch

1
flz,y,2) = | 2z
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Man berechne beide Seiten von Gl. (1). Benutzen Sie dabei ohne Beweis, dass

27 w/2 2 /2 1
/ dp sin* ¢ = 7, / df sin®§ = =, / df sinf cos® 0 = —. (2)
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(Nebenbei bemerkt lassen sich solche Integrale oft auswerten, indem man die Winkelfunktion
durch die komplexe Exponentialfunktion ausdriickt.)

Aufgabe 12: Flichen-unabhingige Integrale (30 Punkte)

So wie das Wegintegral eines Gradientenfeldes von p nach ¢ unabhéngig von der Wahl des Weges
von p nach ¢ ist, so ist das Flichenintegral eines Rotationsfeldes unabhéngig von der Wahl der
Fliiche, die in eine gegebene Randkurve eingespannt wird. Das heift: Sind F; und F, orientierte
stiickweise-C'-Fléchen in R® mit 0F; = 0F, inklusive Orientierung, und ist f : R* - R* C"!, dann

gilt
/roti-dﬁz/roti-dﬁ. (3)
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a) Begriinden Sie dies aus dem Integralsatz von Stokes.

b) Begriinden Sie dies aus dem Integralsatz von Gau8.
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