Universitdt Tiibingen, Mathematisches Institut Sommersemester 2022

Dr. Stefan Keppeler

Mathematik 2 fiir Naturwissenschaftlerx«innen

Anleitung 23 zur Vorbereitung auf die Vorlesung am 21.07.22

13.4.1 Kenngroflen von Zufallsvariablen

Vorbemerkung: Ahnlich wie bei Ereignissen definieren wir fiir Zufallsvariablen. . .

(stochastische) Unabhéngigkeit https://youtu.be/TQSS17-9Sz4 (1 min)

Definition: Sei X eine ZV auf (2, A4, P).

o Ist X diskret, und gilt > |z;| P(X=z;) < 00, so nennen wir
z,€X(Q)

E(X) = Z x; P(X=x;) den Erwartungswert von X.

x; EX(Q)

e Ist X stetig mit Dichte fx, und gilt fj;o |z| fx(x)dx < 0o, so nennen wir

+oo
E(X) = / z fx(x)dz  den Erwartungswert von X.

Beispiele:
Faires Wiirfeln ~ https://youtu.be/80FATL40UaU (2 min)
X ~Bin(n,p) = FE(X)=np  (siche UA 49)
X ~N(u,0®) = FEX)=p  (siche UA 49)
Rechenregeln:

Seien X, Y Zufallsvariablen und seien a,b € R. Dann gilt immer
E(aX+b)=aBE(X)+b und  E(X+4Y)=EX)+EY).
Sind X, Y stochastisch unabhdngig, so gilt aukerdem

EX-Y)=EX)-EY). https://youtu.be/TqjOn5hulBo| (4 min)

(8)

Definition: Sei X eine ZV mit Erwartungswert y = E(X). Falls E(X?) existiert, so heift

Var(X) = E((X—p)?) Varianz von X.

Bemerkungen:
Wir nennen ox = +/Var(X) die Standardabweichung von X.

Var(X) = E(X?) — E(X)*  https://youtu.be/MI7ZQJkcGOk (2 min)

(9)

(10)


https://youtu.be/TQSS17-9Sz4
https://youtu.be/8oFATL4oUaU
https://youtu.be/TqjOn5hu0Bo
https://youtu.be/MI7ZQJkcGOk

Beispiele:

Faires Wiirfeln ~ https://youtu.be/8jTSzVASd6k (3 min) (11)
X ~ Bin(n,p) = Var(X) =np(l —p) (siche UA 49) (12)
X ~N(p,0?) = Var(X)=0>  (siche UA 49) (13)
Rechenregeln:
Seien X,Y Zufallsvariablen und seien a,b € R. Dann gilt immer
Var(aX + b) = a® Var(X). (14)

Sind X, Y stochastisch unabhdngig, so gilt aulerdem:
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) . https://youtu.be/8ScAq--cc8k (3min) (15)

Satz. (Tschebyscheff’sche Ungleichung)
Sei X eine ZV, fir die p = E(X) und 0® = Var(X) ezistieren. Dann gilt
2

o
P(|X—,u|2a)§§ Va>0. (16)

Beweis: https://youtu.be/meeubuWWoed (6 min) (17)
Uberlegen Sie, wie der Beweis fiir diskrete ZVn geht. HINWEIS: Summen statt Integrale.

13.6 Grenzwertsitze
Schauen Sie zunichst dem schwachen Gesetz der groben Zahlen bei der Arbeit zu.

Satz. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Sei (X )ken eine Folge unabhdngiger ZVn, die alle die gleiche Verteilung haben (kurz: iid),
mit E(Xy) = p und Var(Xy) = 0® V k. Dann gilt fir Y, = L1371 X,

lim P(|Y,, —u|>¢)=0 Ve>0
n—oo

Kurz: Der Mittelwert strebt gegen den Erwartungswert.
Relative Héufigkeiten streben gegen Wahrscheinlichkeiten.

Beweis: https://youtu.be/-8Fv9LaugvE (6 min) (18)

Und wie schnell geht das? [Leider nur proportional zu ﬁ, aber immerhin. Und warum?

Wir sehen das bereits im Beweis des schwachen Gesetzes der groken Zahlen. Schérfere
Aussagen liefert:

Satz. (Zentraler Grenzwertsatz)
Sei (Xi)ren eine Folge unabhangiger ZVn, die alle die gleiche Verteilung haben (d.h. iid),
mit B(Xy) = p und Var(Xy,) = 02 ¥V k. Dann gilt fir Z, = \/iﬁ Sop g s

g

Zn ~ N(0,1). (19)

n—oo

(ohne Beweis)

Bemerkungen: https://youtu.be/9PHeAl1TVIM (6 min) (20)


https://youtu.be/8jTSzVASd6k
https://youtu.be/8ScAq--cc8k
https://youtu.be/meeu6uWWoe4
https://www.khanacademy.org/math/math-for-fun-and-glory/math-warmup/random-sample-warmup/pi/weak-law-of-large-numbers
https://youtu.be/-8Fv9LaugvE
https://www.khanacademy.org/computer-programming/spin-off-of-weak-law-of-large-numbers-small/4708575459934208
https://youtu.be/9PHeAllTVJM

