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1 Relative Homologie

(1.1) Erinnerung. (a) Sei X ein topologischer Raum. Fiir jedes k € Ng sei Aj, C RFH!

das k-dimensionale Standard-Simplex.
Ein singuléres k-Simplex ist eine stetige Abbildung o: A — X und
Yp(X) :=C(Ag, X) :={0: Ay = X | o stetig}.
Ist F: Ens — Ab der Funktor, der jeder Menge M die frei-abelsche Gruppe F(M)
zuordnet,
F(M)={X: M — Z | XMz) = 0 fiir fast alle x € M} C Abb(M;Z),

S0 heifst
Sk(X) ==TF(Zx(X))

die k-te singulare Kettengruppe von X.

Ist 0 <7 < k und 5};71: A1 — A};fl C Ay, die i-te Seitenabbildung (ej — e; fir
j=0,...,i—1und ej = ejqq fiir j=4,...,k—1) und
k . .
O+ S(X) = Sp_1(X), 0 Y (~1) (e 06}
1=0

der Randoperator, so wird
S(X) == (Sk(X), 0k)kez (Sp=0firk <0
zu einem Kettenkomplex, also 0r_1 0 0y = 0, Vk € Z.
Ist f: X — Y stetig, so ist Sif: Sk(X) = Si(Y),
Spf(o)=foo

eine Kettenabbildung (also Sgi1f 0 ;X = 8} o Sk f, Vk) und damit wird S: Top —
KK zu einem Funktor.

Sei H,: KK — Ab der Homologie-Funktor auf den Kettenkomplexen, also fir C =
(C, Ok):
Hy(C) := ker 0/ im Ok 1,

so heiftt die Komposition Hi o S: Top — Ab die k-te Homologiegruppe von X,
Hy(X) := Z(X)/Bg(X),

Zi(X) = ker 0; (singulére k-Zykeln von X), B(X) = im 8y, (singulire k-Rénder
von X).

Fiir H(Sf): Hp(X) — H(Y) schreiben wir haufig f, also
fel2]) = [Skf(2)]-



(1.2) Definition. (a) Sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum. Wir
nennen dann (X, A) ein (topologisches) Raumpaar.

(b) Seien (X, A) und (Y, B) Raumpaare und f: X — Y stetig. Wir nennen dann f: (X, 4) —
(Y, B) stetig, wenn f(A) C B ist.

(1.3) Kommentar. Die Raumpaare bilden die Objekte einer Kategorie, ihre Morphis-
men sind die stetigen Abbildungen zwischen Raumpaaren. Bezeichnung: Top?.

(1.4) Erinnerung. Ist C' = (C}, ;) ein Kettenkomplex und C' C C” ein Unterkomplex
(also 0;,(Ck) C Ci—1; setze dann 0y := 0;|Cy), so wird der Quotient

Ci=C'JC = (Ch,By)
mit
Cy = C}/C

und

() = W

wieder zu einem Kettenkomplex. Ist i: C' < C” die Inklusion und 7: C' — C die natiir-
liche Projektion, so ist dann

0—C-5C5C—0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen.

(1.5) Definition. Sei (X, A) ein Raumpaar und i: A — X die Inklusion. Wir fassen
S(A) vermoge Si: S(A) — S(X) als einen Unterkomplex von S(X) auf. Dann nennt
man
S(X, 4) = S(X)/S(4)
mit dem induzierten 8](€X’A) D Sp(X,A) = S (X, A),
X,A),_ —~
8,2 )(c) = 0

den relativen singuldaren Kettenkomplex von (X, A).

(1.6) Kommentar. (a) Ein Zykel zZ € Z(X, A) wird also von einer k-Kette z € Si(X)
reprasentiert, so dass 8,5( z € Sk—1(A) ist.

(b) Fiir einen Rand z € By (X, A) gibt es also einen Représentant z € Si(X) und Ketten
¢ € Sk41(X) und ¢ € Sg+1(A), so dass gilt:

z = 0c+c.
(c) Ist f: (X, A) — (Y, B) stetig, so ist Sf(S(A)) C S(B). Also induziert Sf: S(X) —

S(Y') eine Kettenabbildung auf den relativen Komplexen (die wir auch mit Sf be-
zeichnen),



S(X) S(Y)
S(X,A) - . (Y, B)

S: Top? — KK wird damit zu einem Funktor.

(1.7) Definition. Sei (X, A) ein Raumpaar und k£ € Ng. Man nennt

Hp(X, A) := Hy(S(X, A))

die k-te singuldre Homologiegruppe von (X, A).
(1.8) Kommentar. (a) Ein stetiges f: (X, 4) — (Y, B) induziert (fiir jedes k € Ny

einen Homomorphismus

f*: Hk(X, A) — Hk(Y, B)

iiber Sf: S(X,A) — S(Y,B). Hy, wird so (als Komposition von S: Top? — KK
und dem allgemeinen Homologie-Funktor Hy: KK — Ab zu einem Funktor.

Im Allgemeinen ist keineswegs Hy (X, A) = Hp(X)/H(A), da Hi(A) im Allgemeinen
schon gar keine Untergruppe von Hy(X) ist, denn fiir die Inklusion i: A < X muss
iv: Hp(A) — Hp(X) nicht injektiv sein (man denke zum Beispiel an X = B? und
A=Stund k =1).

Auch ist im Allgemeinen die Vermutung Hy (X, A) = Hi(X)/i.H(A) falsch. Aller-
dings hat man wegen der kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen

0 — S(A) 25 S(X) =5 S(X,A) — 0
die lange exakte Homologiesequenz des Raumpaares (X, A)
IS Hy (X, A) 25 Hy(A) 25 Hy(X) 5 Hy (X, A) 2 (%)
Deshalb induziert m, nur einen Isomorphismus

Hi(X) /i Hi(A) =5 ker(8,) C Hy(X, A).

Ist allerdings i,: Hy(A) — Hy(X) injektiv, fiir alle k € Z, so folgt aus der Exaktheit
von (%), dass der Verbindende Homomorphismus 0, = 0 ist und damit exakt:

0 — Hy(A) 25 Hy(X) ™ Hy(X, A) — 0 (%)
und damit (doch, wenn Hy(A) C Hi(X) via i,):
H (X, 4) = Hy(X)/Hy(A)

Fiir den verbindenden Homomorphismus 8, : Hy(X, A) — Hy_1(A) gilt (Ubungsauf-
gabe):

0x([Z](x,4)) = 02]a,
fir z € Si(X), sodass z € Zi(X, A) ist.



(d) Ist insbesondere A C X ein Retrakt (das heift: es gibt eine Retraktion r: X — A,
das ist: roi =1idy), so ist wegen

Te 0ty = (roi), = (ida)s = id g, (4)
ix injektiv und die Sequenz (xx) spaltet nun sogar (via r,), also gilt:
Hy(X) = Hy(A) & Hy(X, A).
(e) Insbesondere gilt dies damit fiir einen einpunktigen Raum A = {xo} (fiir ein xo €

X, denn dann ist A offenbar ein Retrakt). Da Hy({zo}) = 0 ist fir £ > 0 und
Hy({zo}) = 7Z erhélt man so:

Hk(X, .730) = Hk(X, {.730}) fiir k 75 0

Hy(X) = .
H(X) {HO(X,xO)@Z fiir k = 0

Insbesondere fiir einen wegzusammenhéangenden Raum X gilt damit:

Hy(X) fiir k0
H’“(X):{ok( ) furkio'

Fiir A = () ist natiirlich
Hi(X,0) = Hy(X), VkeZ

und fiir A = X gilt
Hi (X, X)=(0), Vk € Z.

(f) Keineswegs ist im Allgemeinen Hy (X, A) so etwas wie Hy(X \ A), allenfalls in man-
chen Féllen (siehe (1.20)) so etwas wie der “zusammengeschlagene Raum X/A” mit
dem einen Punkt [A4] € X/A:

(1.9) Beispiel. Sei n € Ny. Dann gilt:

Hk(IB",Snfl) _ {Z firk=n
0 sonst
Beweis. (In diesem Fall ist B”/S"~! =2 S” und daher tatsichlich H(B",S"~!) = H(B"/S" !, [S"71]).)
Die lange Homologie-Sequenz fiir (B", S*~!) und die bekannten Homologiegruppen von
B" und S"! (sowie die Kenntnis von i0: Ho(S"™ 1) — Ho(B"), [x] + [i(x)]) liefert die
Exaktheit der folgenden Sequenzen:



o Ho(S"1) 5 Hy(B") — Ho(B",S"1) — 0
Da ig_ surjektiv ist, folgt: Ho(B",S"~!) =0, Vn € Z.
o 0= H(B") — Hy(B",S" ) 2 ker(i%) — 0
Fiir n = 1 ist ker(i%) = Z, fiir n > 2: ker(i?) = 0. Also gilt:

7Z firn=1
0 sonst '

I

H1 (Bn’ Sn—l)

o fiir k > 2:
0= Hy(B") — H,(B",S" ) 2 H,_1(S"1) — 0= Hj,_,(B")

Also gilt:

I

Hk (Bn7 Sn—l)

7 firk=n
0 firk+#n

O

(1.10) Definition. Seien (X, A) und (Y, B) zwei Raumpaare. Zwei stetige Abbildungen
frg: (X, A) = (Y, B) heifsen homotop, wenn es eine Homotopie H = (ht):cy von f nach
g (als Abbildungen von X nach Y') gibt, so dass fiir alle t € I gilt:

hi(A) C B.

(1.11) Erinnerung. Eine natirliche Transformation zwischen zwei Funktoren F, G: C; —
Co zwischen zwei Kategorien C; und Cy ist eine Zuordnung 7: Ob(C;) — Mor(Cz) mit
7(X) € Mor (F(X),G(X)), so dass fiir alle Morphismen f € Mor(X,Y) in C; gilt:
G(f)or(X) =71(Y)o F(f),

F(X) G(X)
F(f)l C lG(f)
F(Y) eandd (Y)

Im Beweis des Homotopiesatzes (fiir die absolute singuldre Homologie, siehe 3.2.15 des
Algebraische Topologie I Skriptes) hatten wir fiir einen topologischen Raum X eine

Kettenhomotopie
DX:8(X) = S(X xI)

zwischen S¢ und S konstruiert, wobei ¢, : X — X x I gegeben waren durch

30(51:) = (1‘,0), ¢($) = (J:a 1)3



also:
oDX + DX9 = Sy — Se.

Weil diese Konstruktion eine natiirliche Transformation zwischen den Funktoren
F = Ski TOp — Ab,X — Sk(X),f — Skf

und
G: Top — Ab, X — Si11(X x I), f = Skr1(f xid)

ist, das heiflt D}; o Skf = Sk+1(f x id)D,i(,

X
Dk

Sk(X) Sk1(X x I)
Skfl lsk-&-l(f x id
Se(Y) o Sp+1(Y x 1)

folgt:
D¥(S(A)) = DX (Si(S(A))) = S(i x id)D?*(S(A)) = D*(S(A)) € S(A x I).

Deshalb induziert DX eine Kettenhomotopie D4 : §(X, A) — S(X x I, A x I),

S(X) C S(X x I)
S(X,A) e S(X xI,Ax1I)

zwischen Sy, S1: S(X,A) — S(X x I, A x I) fir p,¢: (X,A) —» (X x I, A xI),
dDA) 4 DXA = Gy — S,
Es gilt daher:

(1.12) Satz (Homotopiesatz). Seien f,g: (X, A) — (Y, B) homotop. Dann stimmen die
induzierten Homomorphismen fy, g.: Hp(X, A) — Hp(Y, B) (k € Z) tberein,

Jr = s
Beweis. Ist H eine Homotopie von f nach g und D eine Kettenhomotopie von Sy nach

S, so sind wegen f = H o und g = H o1 auch Sy und St kettenhomotop (vermoge
SHoD):

f«=Sf=SHop)=SHoSp~SHoSy)=S5(Hot))=Sg9=g.



(1.13) Erinnerung. Sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum. Dann
heifst -
A= zﬂ {Z C X | Z abgeschlossen, Z O A}

der Abschluss von A und
A::U{ZQX]Zoﬁ’en,ZQA}

der offene Kern (oder das Innere) von A.

(1.14) Satz (Ausschneidungssatz). Sei (X, A) ein Raumpaar und U C A derart, dass
U C A ist. Dann induziert die Inklusion i: X \ U, A\U) — (X, A) einen Isomorphismus
wn die Homologie,

iv: Ho(X \U,A\U) — Hi(X, A).
(1.15) Lemma (Finferlemma). Seien Gy, ...,Gs5 und Hy, ..., Hs abelsche Gruppen und

Seien i,y ..., 04, 01, ..., 081 und vyi,...,7s Homomorphismen, so dass die beiden Reihen
des folgenden Diagramms exakt sind und das Diagramm kommutiert:

G “ G2 = G3 — Gy — Gs
J% J"a lw lm l%
H H. H. H. H.
! B1 2 B2 3 B3 4 Ba 5

Dann gilt: Sind v1,v2, 74,75 Isomorphismen, so ist auch s ein Isomorphismus.

Beweis. Injektivitit: Sei g3 € kervys = y4a3(g3) = B373(g93) =0
"
Y4 injektiv ag(gg) -0 . 392 c G2: g3 = ag(gg). Wegen

B2v2(g2) = y302(g2) = 73(g3) =0

surjektiv
fOlgt: Elhl € Hy: ,81(]11) = ’YQ(gQ) n :J> Elgl c Gli ’Yl(gl) = hl.

= 72(92 — @1(g91)) = 72(92) — Bi71(g1) =0
2 surjektiv
= gp=ai(g1) = g3=azai(g1) =0.

Surjektivitdt: Sei hg € Hg beliebig 745%81(“" g4 € Gy: v4(94) = B3(h3)
= Y504(94) = Bava(g4) = BaBs(h3) =0
injektiv . -
i :Je>t a4(g4) =0 = Hgg c Gg: 043(93) = g4
—> B3(h3 —73(g3)) = B3(h3) — 11a3(g3) = 0.

2 surjektiv

— Fhg € Hy: Pa(ha) = hy —13(g3) * =5"" 3g2 € Ga: 72(g2) = ho.
Setze nun gz = g3 + a2(g2). Dann gilt

Y3(93) = v3(g3) + 1302(92) = (hs — B2(h2)) + B212(g2) = hs.



Beweis von (1.14). 1. Schritt. Behauptung: (X \ U, A) ist ein Ausschneidungspaar, das

2. Schritt.

heifst
j =0 S(X\U) + S(4) = S(X)
induziert einen Isomorphismus in der Homologie.
DaU C Aist,ist X = (X \U)UA, also (X \U, A) ein Ausschneidepaar, weil

X\ U, A offen in X sind (vergleiche Beweis des Satzes von Mayer-Vietoris
(3.2.30)).

Surjektivitdt von j,: Sei z € Zk(X) Da jiX\U’A) surjektiv ist, gibt es z1 €
Sp(X\U) C S(X\U), 22 € Sp(A) C Si(A) so, dass

Gel21 + ) = 10D (2 + 2]) = [2].

Injektivitit von jy: Sei z € Zx(S(X \ U) + S(A4)) € Zx(X) mit j.([z]) = 0.
Es gibt nun r € N, 21 € Sp(X \ U) und 25 € Sk(fol), sodass B"z = z1 + 2o
(vergleiche 3.2.29, kleine Ketten). Wegen
. o (\T A
0= ju([2)) = u([B"2]) = §& P ([21 + 22])

und der Injektivitdt von jiX\U’A) existieren ¢; € Sg11(X \U) C Sk41(X\U)

o

c2 € Sk+1(A) C Sg+1(A) mit 21 + 22 = I(c1 + ¢2). Damit folgt

[2] =[B"2] =0 in Hk(S(X \U) + S(A)).
Nach einem Noetherschen Isomorphiesatz induziert fiir zwei Untergruppen
H1, Hs einer abelschen Gruppe G die Inklusion H; — H7 4+ H» einen Isomor-

phismus
k: Hl/(Hl ﬂHQ) — (H1 +H2)/H2

(Ubung). Wegen A\ U = (X \ U) N A ist deshalb
S(X\U,A\U)=S(X\U)/S(A\U)=S(X\U)/S(X\U)NA)
— S(X\U)/S(X\U) N S(A) 2 (S(X\ U) + S(A))/S(A).
Mit diesem Tsomorphismus und dem von j induzierten Tsomorphismus
j: (S(X\U)+5(4)/S(A) = S(X)/S(A) = S(X, A)

ist damit das folgende Diagramm kommutativ:

S(X\U,A\U) ! S(X, A)

TR

(S(X\U)+5(A4))/S(4)

= /1R



Es folgt: i, ist ein Isomorphismus <= j.: H ((S(X \U) + S(4))/S(4)) —
H(X, A) ist ein Isomorphismus.

3. Schritt. Betrachte den folgenden Morphismus zweier kurzen exakten Sequenzen von
Kettenkomplexen:

0 S(A) S(X\U)+ S(A) — (S(X\U) +S5(4))/5(A) — 0

b Jf

0 — S(A) S(X) S(X, A)

Der zugehorige Morphismus zwischen den langen exakten Homologiesequen-
zen (Homologieleiter) liefert dann mit dem Fiunferlemma: j, ist ein Isomor-
phismus <= j, ein Isomorphismus ist.

Also: Nach Schritt 1 ist j, ein Isomorphismus Schritg 3 J« Isomorphismus Schritt 2 5 Iso-

morphismus. O

(1.16) Beispiel. Sei X =S§" und A = S" \ {N} = R". Weil A azyklisch ist, liefert die
lange Homologie-Sequenz von (X, A):

Hk(Sn) = Hk(Sn,A) (fiir k> 2).

Fiir U = {S}ist X \U =S"\{S} 2 R" und A\U = A\ {N, S} ~ S""1. Also liefert die
lange Homologie-Sequenz fiir (X \ U, A\ U):

Hi(S"\U,A\U) = H,_(A\U) = H,_(S" Y, (k>2).
Der Ausschneidungssatz liefert daher:
Hy(S™) = Hp(S", A) =2 H(S"\ U, A\U) =2 Hp_1(S" ) (k>2)
(und daraus, dhnlich wie 3.2.30, alle Homologiegruppen von S™).

(1.17) Vorbereitung. Sei (X, A) ein Raumpaar und B C A ein Teilraum. Dann ist die
folgende Sequenz von Kettenkomplexen exakt

0 — S(A,B) 25 S(X,B) 2 S(X, A) — 0, (+)

woi: (A, B) — (X,B)und j: (X, B) — (X, A) die Inklusionen sind, denn nach Noethers
2. Isomorphiesatz ist fiir eine abelsche Gruppe G mit Untergruppen Hy, Hs und Hy, C Ho
folgende Sequenz exakt:

0 —)HQ/Hl — G/H1 —)G/HQ —)O,

(also G/Hs = (G/H1)/(H2/Hy)). Setze nun G = Si(X), Hy = Sx(A) und H; = Si(B)
(k € Z). Deshalb induziert das Raumtripel (X, A, B) folgende exakte Homologie-Sequenz:



(1.18) Satz (Lange Homologiesequenz des Tripels (X, A, B)). Sei (X, A, B) ein Raum-
tripel sowie i: (A, B) < (X,B) und j: (X,B) — (X, A) die Inklusionen. Dann ist die
Abbildung

Ow: Hi (X, A) = Hy_1(A,B), 0«([Z](x,4)) = [02](a,B)

wohldefiniert und ein Homomorphismus und macht die folgende lange Sequenz
... — Hu(A, B) =5 Hy(X, B) 2 Hy(X, A) 2 Hy_1(A,B) —> ...

exakt:

Beweis. Fiir den verbindenden Homomorphismus der Sequenz () priift man unmittelbar
nach, dass

9«([2l(x,4)) = [02](a,B)
ist (Ubung). O

(1.19) Korollar. Sei (X, A) ein Raumpaar und U D A eine offene Menge, so dass A
ein starker Deformationsretrakt von U ist (A ist ein Umgebungs-Deformationsretrakt ).
Dann induziert die Inklusion i: (X, A) — (X, U) einen Isomorphismus in der Homologie,

it H(X,A) = H(X,U).

Beweis. Ist j: A < U die Inklusion, so ist j.: H(A) — H(U) ein Isomorphismus (denn
fiir eine starke Deformationsretraktion r: U — A, also roj = ida,i jor ~ idy (relativ A),
ist ro: H(U) — H(A) invers zu j,). Die lange Homologiesequenz des Paares (U, A) liefert
deshalb, dass H(U, A) = 0 ist,

o Hy(A) 2 ByU) -5 Hy(U, A) S H(4) s

Die lange exakte Homologiesequenz des Triples (X, U, A) liefert dann, dass i, ein Isomor-
phismus sein muss,

coo s Hy(U, A) = 0 — Hy(X, A) =5 Hy(X,U) — 0= Hy_y(U, A) — ...

O]

(1.20) Satz. Sei (X, A) ein Raumpaar, A abgeschlossen und U D A ein starker (of-
fener) Umgebungs-Deformations-Retrakt. Dann induziert die Projektion m: (X, A) —
(X/A,[A]) einen Isomorphismus in der Homologie,

7 H(X, A) = H(X/A[A]) (= H(X/A)).



Beweis. Sei X := X /A und yg := [A]. Sei weiter V := 7(U) C Y. Mit U ist auch V offen,
denn 7~ 1(V) =U (da U C A).

Behauptung: Auch {yo} C V ist ein starker Deformationsretrakt.

Sei dazu jo: {yo} — V die Inklusion und ro: V' — {yo} die konstante Abbildung. Dann
ist 7o 0 jo = id. Sei weiter H = (hy): U x I — U eine Homotopie von j o r nach idy, also

ho=jor, hi=id, H|(AxI)=pr,.
Nun setze man G: V x I — V,
G([z], 1) ::ﬂ(H(x,t)).

G ist wohldefiniert und stetig (weil die von 7 x id induzierte Abbildung ®: (U xI)/ ~1—
V x I ein Homéomorphismus ist (Ubung), (z,t) ~1 (2/,t') <= z ~a/,t =1"

Ux1T
/C; \Hid
(U X))~y ———s (U] ~) x T
[(2,t)] F—— ([], 1)
UxI U

m X id
T s
H

P 1

VxIle———UxI)/~ ——V

G
(Hy existiert und ist stetig, weil fir (x,t) ~1 (2/,t') folgt: ¢t = ¢ und (x = 2’ oder
x,2' € A) = mwo H(z,t) =mo H(z/,t') oder
moH(z,t) =7(x) =yo =7(z') = mo H(a,t')
fiir z,2’ € A.) Es ist nun fiir alle ¢ € I (und einem zg € A):
G(yo,t) = G(m(wo),t) = m(H(wo,t)) = 7(x0) = yo,
und mit G = (g¢)ter:

go(w(x)) =mohg(z)=mojor(z)=1yy=joo ro(w(x)),
91(m(x)) = o hy(z) = m(x),

also, da 7 surjektiv ist, tatséchlich: G: jg o o ~ idy (relativ yo).

Betrachte nun das Diagramm



=

H(X, A) —— H(X,U)
ﬂ<x,A>J mem
H(Y,y0) —=— H(Y,V)

[~23

wo i: (X, A) = (X,U) und j: (Y,y0) — (Y, V) die Inklusionen sind. Nach (1.19) sind
i und j, Isomorphismen. Also ist 7r>(kX’A) ein Isomorphismus, (genau) wenn 7r>(kX’U) einer
ist.

Da nun A abgeschlossen und U offen ist, kénnen wir fiir H (X, U) den Ausschneidungssatz

anwenden und ebenso fiir H(Y,V) (denn {yo} C Y ist auch abgeschlossen). Es ist also
folgendes Diagramm wieder kommutativ und die horizontalen Pfeile sind Isomorphismen:

~

H(X\ AU\ A) H(X,U)
7I_iX\A,U\A) 7l_)(kX,U)
HY \ {0}, V \ {vo}) —— H(Y,V)

Schlieflich ist 7|(X \ A): X \ A — Y \ {yo} ein Hombomorphismus und damit auch
XA (X N\ AU\ A) = (Y \ {mo},V \ {yo}), also s\ (und damit W,EX’A))

ein Isomorphismus. O

2 Simplizialkomplexe

(2.1) Definition. Sei E eine nicht-leere, endliche Menge und K C B(E) \ {0}. Es heiftt
dann (E, K) ein (endlicher) simplizialer Komplex, wenn gilt:

(a) die einelementigen Teilmengen von F gehoren zu K, {v} € K, Yv € E;
(b) ist s € K und ) # s’ C s, so ist auch s’ € K.

Die Element von E werden die Ecken von (F, K) und die von K die Simplexe von (E, K)
genannt.

(2.2) Kommentar. (a) Identifiziert man v € E mit der einelementigen Teilmenge
{v} € K, so ist also E als die einelementigen Mengen in K enthalten. Wir notieren
deshalb héufig einen simplizialen Komplex (F, K) nur mit K.

(b) Aus den Daten eines simplizialen Komplexes K werden wir bald einen toplogischen
Raum X = |K| bauen, der, grob gesprochen, fiir jedes s € K einen Standardsimplex
|s| € | K| enthélt, wie wir ihn in Kapitel 3,I definiert haben.



()

Ist etwa E = {vy,...,v4} und

K = {{2)1} go vy {U4} ) {1)1, 1)2} , {1)2,’1)3} N {’1)3,’1)1} N {7)3,1)4} N {1)2,1)3,1)4}} y

so ware | K| etwa gegeben durch

(Auch der Komplex K wird so visualisiert.)

Man mochte dann die topologischen Eigenschaften von X = |K| (insbesondere seine
Homologie- und Homotopiegruppen H(X) und 7 (X), k& € Ny) durch die kombina-
torischen Daten von K ausdriicken. Man spricht deshalb beim Studium von topo-
logischen Rédumen X, die homéomorph zu |K| (fiir einen simplizialen Komplex K)
sind, von kombinatorischer Topologie.

Besteht s € K aus k + 1 Elementen (k € Np), so heift k := dim(s) die Dimension
von s. Jedes s’ C s (mit s’ # () heifit eine Seite von s und wir schreiben:

s <s
und wenn s’ eine echte Seite ist, s’ C s: s’ < s. Schliefslich heift
dim K := max {dims € Ny | s € K} € Ny

die Dimension von K.

(2.3) Definition. Sei (E, K) ein simplizialer Komplex. Wir nennen (E’, K') einen Teil-
komplex von (E,K), wenn E' C E, K' CB(E')N K und (E’, K') selbst ein simplizialer
Komplex ist.

(2.4) Beispiel. (a) Sei (F, K) ein simplizialer Komplex. Fiir jedes s € K setzt man

s:={sdeK|s<s}.
Dann ist 5 ein Teilkomplex von K.

Beachte: dims = dim s. Ist K = €\ {0}, so ist offenbar K =5 mit s = F.

(b) Sei s € K. Dann setzt man weiter

s:={deK|s <s}.

Auch $ ist ein Teilkomplex von K. Nun ist: dim $ = dims — 1.



s= {Sv {7)1, 02} ) {027 1)3} ) {03’ Ul} ) {Ul} ) {UQ} ) {1}3}}
=5\ {s)

(c) Sei k € Ny. Dann heift
K*:={s € K |dims < k}
das k-dimensionale Geriist von K. Auch K* ist ein Teilkomplex und es gilt dim K* =
min {k,dim K'}. Ist n = dim K, so hat man die Inklusionskette

P#AK'CK'C...CK"'CK"=K.

(2.5) Definition. Seien (F, K) und (F, L) simpliziale Komplexe. Eine Abbildung ¢: K —
K’ heikt simplizal, wenn es eine (Ecken-) Abbildung ¢o: E — F gibt, so dass fiir alle
s € K gilt:

(s) = po(s)-
(2.6) Kommentar. 1. Mit ¢(s) ist hier ein Element in L gemeint, wahrend ¢q(s)

eine Teilmenge von F' ist.

2. Nicht jede Eckenabbildung ¢g: F — F induziert eine simpliziale Abbildung ¢: K —
L. Mit s € K muss eben auch ¢g(s) C F' ein Element in L sein.

3. Natiirlich ist g durch ¢ eindeutig bestimmt, denn es ist

{oo(v)} = o({v}), YweE.

Lm

Vo VU1 wo w1= o (v2)
Il

®o(vo) = o(v1)

4. Die Komposition von simplizialen Abbildungen ¢: K — K’ und ¢: K/ — K" ist
wieder simplizial, denn ist ¢ von ¢o: E — E’ und v von g: E' — E” induziert,
so ist Y o p: K — K" von 1 o ¢g induziert.

5. Simpliziale Abbildungen und simpliziale Komplexe bilden also eine Kategorie (Ubung),
die mit SK bezeichnet wird.



(2.7) Definition. Sei (E, K) ein simplizialer Komplex. Wir versehen Abb(E,R) mit der
euklidischen Norm
lall = [ a(v)?

veEE
und der euklidischen Metrik d,

(e, B) = || = -
Nun setzen wir
|K| = {aEAbb(E,R) |Yve E:0<a(v) < 1,2@(0) =1,{ve E|alv)#0} GK}
veEE

und nennen |K| (zusammen mit den von Abb(E,R) induzierten Toplogie) den K zuge-
ordneten topologischen Raum.

(2.8) Kommentar. (a) Ist a € |K]|, so heifen a(v) (v € E) die baryzentrischen Koor-
dinaten von a.

(b) Ist @ € |K| und
Tri(a):={veFE|alv)#0}ecK,

so heifst Tr(«) der Trdager von a.

(¢) Nummerrieren wir die Ecken von E irgendwie durch, £ = {vy,...,v,} (r = #E)
und hat « € |K| die baryzentrischen Koordinaten \; = a(v;) € [0, 1], so notieren wir

o auch als
.
a = E )\ivi
=1

(v € E wird so mit dem Punkt «, € |K| identifiziert, der a,(v) = 1 und a,(w) =0
fiir alle w # v erfiillt.)

Abb(K,R) wird so mit R" identifiziert,
as (a(v1),...,a(v))
und |K| so ein Teilraum von R”.
(d) Ist nun s € K, so setzt man
Is| :={a€|K||alv) A0 = ve s} C|K|

den von s induzierten abgeschlossenen Simplex von s. Ist E nummeriert und s =
{wo, ..., wg}, so ist offenbar

k
|s| = {Z \w; € |K|} CR".

=0



Sind eg,...,er die kanonischen Basisvektoren von R", die zu wy,...,w; gehdren
(also ®(w;) = e;), so ist |s| damit der Standard-Simplex in R", der von e, ..., ek
aufgespannt wird (das ist die konvexe Hiille von {eq, ..., ex}).

U3

U1 V2

(e) Man setzt weiter
(s) ={a€|K||a(v)#0 < ves}C|s|C|K]|

den s zugeordneten offenen Simplex von s. (Beachte: (s) ist offen in |s|, im Allgemei-
nen aber nicht in |K|.) Es ist dann:

(s) =1s[\ 3]

INERYROE

seK
wobei fiir s # t € K gilt, dass (s) N (t) = 0 (Beachte: Fiir o € |K]| gilt: a € (s) <=
s = Tr(a)).

und

(2.9) Definition. Seien (F, K) und (F, L) simpliziale Komplexe und ¢: K — L eine
simpliziale Abbildung. Man setzt dann |¢|: |K| — |L],

o] (a)(w) := Z a(v), YweF,

veER
wo(v)=w

(2.10) Kommentar. (a) Identifizieren wir wieder o € | K| mit Zf:o Aiw;, wenn Trg (o) =
{wo, ..., wi} (k € Np) ist, also \; = a(w;) (¢ =0, ..., k), so schreibt sich |p|(a) so:

] ( i )\z‘wz’) = i Niwo(w;).
i=0 i=0

(b) Beachte aber, dass ¢g: E — F nicht injektiv zu sein braucht.

(¢) ¢o: E — F induziert eine lineare (und damit stetige) Abbildung |¢o|: Abb(E,R) —
Abb(F,R) durch |po|(aw) = apyw) ({aw},cp ist Basis von Abb(E,R)). Es ist dann
lp| = |g00H|K| und damit linear und stetig.



(d) |-|: SK — Top ist nun ein Funktor (Ubung).

(2.11) Definition. Ein topologischer Raum X heifit ein Polyeder, wenn es einen sim-
plizialen Komplex K gibt, so dass gilt:

X ¢ |K]|.

Ist f: |K| — X ein Homéomorphismus, so heifst das Paar (K, f) eine Triangulierung von
X.

(2.12) Kommentar. (a) Dafiir s € K der abgeschlossene Simplex |s| C |K| C Abb(E,R) =
R" (r = #FE) abgeschlossen und beschriankt ist, ist |s| kompakt. Wegen |K| =
Uscx |s] ist damit auch |K|, und damit also jedes Polyeder X, kompakt.

(b) Ist #E = r und K =P\ {0}, so ist mit s := F offenbar |K| = |s| = A, 2 B". B" ist
also fiir alle r € Ng ein Polyeder.

(c) Ebenso ist fiir dieses K = |s| (Ubung):
3] = s

Also sind auch alle Sphiren Polyeder.

Vo

V2

f(v2)

U1

(d) Eine Trinagulierung (K, f) eines Polyeders X ist im Allgemeinen keineswegs eindeu-
tig (und auch nicht der simpliziale Komplex K mit |K| = X). Zum Beispiel ist auch
S? = |K'|, wo K’ ein Oktaeder ist. (K’ hat 6 Ecken, 12 Kanten und 8 Fliichen, der
Tetraeder aus (c) hat 4 Ecken, 6 Kanten und 4 Fliachen).

(e) Weitere Beispiele von Polyedern sind T?, P, K, M, %, (g > 2) (Ubung).

(f) Alle (topologischen) kompakten Mannigfaltigkeiten der Dimension n < 3 sind Po-
lyeder (n = 2: Rado ca. 20, n = 3: Morse ’53). Alle differenzierbaren kompakten
Mannigfaltigkeiten sind es auch (Cairus '35), Beispiele sind: P*(R), P*(C), T", ...

(2.13) Definition. Sei K ein simplizialer Komplex und |K| sein zugeordneter topologi-
scher Raum.



1. Fur jedes s € K, s = {vg, ..., v}, nennen wir

k
1
bs) i= g D v € IK]
=0

den Schwerpunkt von s.

2. Sei nun E' := {b(s) € |K| | s € K}. Wir definieren dann K’ CB(E’) \ {0} durch

s'e€ K': <= 3k e Ngund sg,...,s, € K: s ={(b(sp),...,b(sk)}.

[sol = {b(s0)}

Isol = {b(s0) }

|s1]

(2.14) Kommentar. (a) Esist dann (E’, K') wieder ein simplizialer Komplex. Er heift
die baryzentrische Unterteilung von (E, K) und wird notiert mit

sd(K) = K'.

(b) Beachte, dass nur die Ecken b(s) € |K| sind (fiir alle s € K'). Dagegen ist |K’| keine
Teilmenge von | K|, sondern liegt in Abb(E’,R) = RY wenn N = #E' = #K ist,
wihrend |K| C Abb(E,R) 2 R" ist, wenn r = #FE ist.

(c) Es gibt aber eine natiirliche Abbildung ®: |K'| — | K|, gegeben durch ®(b(s)) = b(s),
fur alle s € K (wobei hier wieder v = b(s) € E' mit dem Punkt «,, € |K’| identifiziert
wird, der ay(v) = 1 und ay(w) = 0 fiir w # v erfiillt) und der eindeutig bestimmten
linearen Forsetzung auf jedem abgeschlossenen Simplex |s'| C | K|, das ist:

k k
@(Z Aib(ss) ) = Nb(si) € el € |K,
i=0 =0
€ls’|

wenn s" = {b(sg),...,b(sk)} ist (mit so < -+ < sg). P ist also stiickweise linear.



'] C K| — .
b(S(]) b(Sl)

(2.15) Bemerkung. Sei K ein simplizialer Komplex, K' seine baryzentrische Untertei-
lung und ®: |K'| — | K| die natirliche Abbildung. Dann gilt: ® ist ein Homdomorphismus.

Beweis. Sei s € K beliebig und « € |s|. Dann gibt es genau ein k € Ny und s, ..., s € K

mit sp < ...s, < sund Ag,...,\x € (0,1], so dass gilt:
k
o= Z Aib(si) (Ubung).
i=0
Setzt man

|K'(s)] := U{<s’> CIK'|| 8" ={b(s0),...,b(sk)} mit 59 <--- < s < s},

so ist
O||K'(s)|: |K'(s)| = |s|

bijektiv. Damit ist ® bijektiv, stetig und, da |K’| kompakt (und |K| hausdorffsch) ist,
daher ein Homdéomorphismus. ]

(2.16) Definition. Sei (E, K) ein simplizialer Komlex und | K| sein topologischer Raum.
Dann nennen wir fiir v € E

st(v) :={a € |K[ | a(v) # 0} C |K|
den Stern von v.

(2.17) Kommentar. (a) Da die Projektion |K| — R,a — a(v) stetig ist, ist st(v) C
| K| offen und natiirlich ist

K| = | st(v).

veER
(Also ist U = (st(v))
(b) st(v) C |K| C Abb(E,R) = R" ist sternférmig mit sternpunkt v € |K|.

e €ine offene Uberdeckung von |K|.)



(2.18) Definition. Sei X ein Polyeder und U = (U;);er eine offene Uberdeckung von
X. Es heift dann eine Triangulierung (K, f) von X feiner als U, wenn es fiir jedes v € E
ein ¢ € I gibt mit

f(st(v)) CcU;
(also (St(v))veE Verfeinerung von (f_l(Ui))ieI ist).
(2.19) Vorbereitung. Sei (E, K) ein simplizialer Komplex.

(a) Erinnere, dass |K| C Abb(E,R) mit einer Metrik d ausgestattet ist, die von der
Norm ||-|| : Abb(E,R) — R,

lofl = [ a(v)?
veE

kommt,

d(e, B) = [|B — e, fir o, f € [K].
(b) Deshalb ist fiir jede Teilmenge A C |K| der Durchmesser von A gegeben durch
diam A := sup {d(a, 5): a, B € A}
und wir definieren:
mesh(K) := max {diam |s| e R| s € K}.

(2.20) Lemma (vergleiche auch 1,3.2.28). Sei K ein simplizialer Komplex, K' seine
baryzentrische Unterteilung und ®: |K'| — |K| der natiirliche Homdomorphismus. Sei
weiter s € K, k =~ s und s € K' mit ®(|s'|) C |s|. Dann gilt:

diam ®(]s']) < diam |s|.

k
E+1
Beweis. (i) Das Supremum diam |s| wird angenommen, da |s| x |s| kompakt (und d

stetig) ist. Es wird (nur) in den Ecken angenommen, das heifst: es exisieren v, w € s
mit
diam |s| = d(v, w).

Denn: Sei s = {vg, ..., v}, @ € |s|und g = Z?:o pjv; beliebig (beachte: > p; = 1).
Dann gilt

do.8) = 8= | X ms | o = || X e o) <X ns vy ~al
J J J

=1

k k
< max Jo; — ol Yy = max v; — a.
J 7=



Erneut angewendet auf oo = > A\;v; liefert dieses Argument tatséchlich:

d(aaﬁ) < mké}éd(vl’vj)v \V/Ol,ﬂ € |S’
1,j=

(ii) Sei nun ¢’ € K’ mit ®(|s'|) C |s|. Dann wird ebenso das Supremum diam ®(|s’|) in
zwei Ecken von ®(|s’|) angenommen, welches die Schwerpunkte von Seiten s; und
S9 von s mit $1 < sg sind (®(|s’|) ist wie bei (i) die konvexe Hiille seiner Eckpunkte).
Es gilt deshalb 0 < r; < ro < k mit

1 & I
. ! _ L .
diam ®(|s'|) = T2+1sz T1+1sz
=0 =0
=b(s2) =b(s1)
I 1 = 1 &
a 7“1-1—1203%_7“24-120:%_7”24-12%
ri+1
ro+1) — (1 +1) & 1 &
- ey S e 2
(7“1 + 1)(7"2 + 1) o ro+1 o
r T 1 L 1 2
_7“2—{—1H7“1—|—1zo:vl 7‘2—{—7‘1202
ri1+1
=b(s1) =b(s2\s1)€|s|
<27 N diam |s|.
o + 1
Wegen 71 > 0 und 7o < k folgt mit
T2—T1:17T1+1§17L:L
ro+ 1 ro+ 1 k+1 k+1

die Behauptung.
O

(2.21) Satz. Sei X ein Polyeder und U = (U;)ier eine offene Uberdeckung von X. Dann
gibt es eine Triangulierung (K, f) von X, die feiner als U ist.

Beweis. Sei K, f) zunéchst irgendeine Triangulierung von X . Da | K| kompakt ist, exis-
tiert eine Lebesgue-Zahl A > 0 fiir die offene Uberdeckung ( ffl(Ui))Z. ;- Sel schlieRlich

~ m
n := dim K. Wegen <L> — 0 fiir m — oo existiert nun ein m € N mit

n+1
n \" -
<n+1> mesh(K) <

| >



Ist dann K := sd™(K) und @: |K| — |K| der natiirliche Homéomorphismus, so withle
fir jedes s € K ein § € K mit ®(|s|) C |§| und schliefe:

N m S
diam &(|s|) < <k+1> diam |3| < <nil> mesh(K) < 3,

wobei k = dim § ist.

Ist nun v € F und o, € @(st(v)), so gibt es einen Weg von « nach S iiber v, der
geradlinig von « nach v und dann geradlinig von v nach § verlauft, wobei die beiden
Teilstrecken jeweils in einem abgeschlossenen Simplex ®(|s|) verlaufen. Es folgt:

diam @ (st(v)) < 2- max {diam ®(|s|) | s € K} < A.

Damit folgt: Ji € I: ®(st(v)) C f~YU;). Mit f := f o ® ist deshalb (K, f) feiner als
U. O

(2.22) Definition. Seien K und L simpliziale Komplexe und f: |K| — |L| stetig. Eine
simpliziale Abbildung ¢: K — L heiflt eine simpliziale Approximation von f, wenn fiir
alle a € |K| gilt:

|ol(e) € [ Trp (f(a))l-

(2.23) Bemerkung. Seien K und L simpliziale Kompleze, f: |K| — |L| stetig und ¢
eine simpliziale Approzimation von f. Dann sind || und f homotop,

f=lgl

Beweis. Jeden abgeschlossenen Simplex |s| C L (s € L) ist konvex (beziiglich der linearen
Struktur von Abb(F,R), F' = {Ecken von L}), alsoist fiir alle 3,y € |s| und ¢ € [0, 1]:

(1 —=t)B+ty€ls|
Deshalb ist H: |K| x [0,1] — |L],

H(a,t) := (1 =t)f(a) +tle|(a)
eine Homotopie von f nach |¢p|. O

(2.24) Kommentar. (a) Seien K und L simpliziale Komplexe. Nicht jedes stetige f: | K| —
|L| kann im Allgemeinen durch ein simpliziales ¢: K — L approximierbar sein, denn
im Allgemeinen ist [| K|, | L|] nicht endlich, aber Abb(E, F) schon (E = {Ecken von K},
F = {Ecken von L}).

(b) Ist etwa E = F = {vg,v1,12}, s=E € €und K = L = §, so ist |K| = S! & |L| und
fiir jedes simpliziale p: K — L gilt:

deg | € {~1,0,1}.



V2 V2

%0

Vo U1 Vo U1

Denn:

e Ist ¢ nicht bijektiv, dann ist @g nicht surjektiv. Also ist |¢|: S! — S' nicht
surjektiv und daher deg |p| = 0. Zum Beispiel:

@Yo+ Vo = Vg, V] > V1, V2 > V1.

e Ist ¢p bijektiv, so sei ohne Einschrankung ¢o(vg) = wvg. Dann ist entweder
wp = id und damit |p| = id, also deg|p| = 1 oder ¢p(vi) = v2 und damit
deg ¢ = —1.

Also ist etwa St — S!, z + 22 nicht durch ein simpliziales ¢: K — L approximierbar.

(c) Beachte aber, dass f = pots: S! — S! simplizial approximierbar wird, wenn man K
durch K" = sd(K) ersetzt, f: |[K'| 2 S! — S 2 |L|, ndmlich durch

©o: Vo — wo, V1 — Wi, V2 — W2, V3 — W, V4 — W1, V5 — W2.

Vg w2

U5 U3 /%\A

v9 U1 V9 wo w1

(2.25) Satz. Seien X undY Polyeder und ®: X — Y stetig. Dann exisitiern Triangu-
lierungen (K, f) von X und (L, g) von'Y und eine simpliziale Approzimation p: K — L
von g~ to®o f.

(2.26) Lemma. Sei (E,K) ein simplizialer Komplex. Dann ist eine nicht-leere Teil-
menge s C E genau dann in K, wenn gilt:

[ st(v) #0

veSs
Beweis. “=": Sei s = {vp,...,vx} € K. Fir a € (s) ist dann: o(v;) # 0, Vi = 0,...,k,
also a € st(v;) fir alle i =0,...,k, also a € ﬂf:o st(v;).

‘e Ist a e ﬂf:o st(v;), also a(v;) # 0, Vi = 0,...k, so folgt v; € Tr(a) € K fiir
i =0,...k. Wir erhalten
s ={vg,...vx} < Tr(a) € K

und somit s € K. ]



(2.27) Lemma. Seien (E, K) und (F, L) simpliziale Kompleze und f: |K| — |L| stetig.
Dann induziert eine Abbildung po: E — F genau dann eine simpliziale Approximation
w: K — L von f, wenn fir allev € E gilt:

F(st(v)) S st (o(v))-

Beweis. “=": Sei ¢: K — L simpliziale Approximation von f: |K| — |L| und von
¢vo: E — F induziert und sei v € K beliebig. Fiir jedes a € st(v) ist dann a(v) # 0 und
[pl(a) € | Tr (f(e)]

Nach Definition von |¢| folgt: ¢o(v) € Tr (f(a)), also: f(a)(po(v)) # 0, das ist f(o) €
st (po(v)). Also:
F(5t() € st (o).

“«&" Zeige zunéchst: ¢g induziert eine simplizale Abbildung (das ist: ¢o(s) € L, Vs € K).
Sei dazu s = {vp,...,vx} € K. Nach (2.26) ist dann (st(v;) # 0 und damit gilt
VS

0+ f (ﬂst(v,-)) </ (st(ws)) € (st (polvs)).

womit wieder nach (2.26) gilt, dass ¢o(s) = {¢o(v0), ..., po(vg)} € L ist.

Zeige nun: ¢ ist simpliziale Approximation von f. Sei dazu o € |K| beliebig und s :=
Tr(a), also a € (s). Fiir alle v € s ist dann « € st(v), womit folgt, dass

F(0) € F(st(v)) € st (i00(0)).

Also ist ,(v) € Tr (f()) und daher ist |¢|(a) € | Tr (f(c))|, womit ¢ eine simpliziale
Approximation von f ist. O

Beweis von (2.25). Wéhle zunéchst (irgend) eine Triangulierung (L, g) von Y. Betrachte
dann die offene Uberdeckung

U= ((gf1 o (I))il(St(w)))weF

von X. Nach (2.21) gibt es dann eine Triangulierung (K, f) von X, die feiner ist als U.
Fiir jedes v € F existiert dann ein w € F' mit

F(st(v)) € (97" 0 @) 7 (st(w)) = 27" (g(st(e))) -
Setze ¢o(v) = w, po: E — F. Es ist dann
g lodo f(st(v)) Cst(eo(v)).

Nach (2.27) induziert dann g ein simpliziales ¢: K — L, welches g~ 'o®o f approximiert.
O



(2.28) Anwendung. Sein > 2 und 1 < k <n —1. Dann gilt fir die k-te Homologie-
gruppe T (S™) von S™:
m(S") = (0).

Beweis. Sei f: S — S™ beliebig (natiirlich stetig). Es reicht zu zeigen: Es exisitiert ein
stetiges f': S¥ — S" mit f' ~ f und f’ nicht surjektiv. Ist namlich etwa N ¢ im(f’) und
m: S"\ {N} =, R" die sterographische Projektion, so ist & := 7 o f’ nullhomotop (da
R™ zusammenziehbar ist) und damit auch f’ =71 o h.

Nach (2.25) gibt es nun einen simplizialen Komplex L der Dimension n von S" (zum
Beispiel L = $ mit s = {eg,...,ent1}), einen simplizialen Komplex K der Dimension
k von SF (zum Beispiel K = sd™ K mit K =i, t = {eg,...,ep+1} und m grok genug)
und eine simpliziale Approximation ¢: K — L von f (genauer: g~! o ® o f). Da aber
im(pg) C L¥, also |p|(S¥) C |L¥| € S™ (dem k-Geriist von L), ist |¢| nicht surjektiv und
lp| ~ f, womit die Behauptung folgt. O

(2.29) Kommentar. 1. Fiir n = 1 wissen wir schon, dass 7 (S!) = Z und 7 (S!) =
(0) ist fiir & > 2. Letzteres, weil man fiir jedes f: S¥ — S! iiber ex: R — S!
liften kann (siehe Liftungssatz 1.2.7), f = exo f, fiir f: S — R. Aber dann ist f
nullhomotop und damit auch f.

2. Es ist richtig, dass mS") = Z ist (mit id: S” — S" als Erzeuger; Beweis (eventuell)
spéter), Yn € N. Allerdings ist im Allgemeinen fiir n > 2 durchaus 7 (S"™) # (0)
fiir (gewisse) k > n. Die Homotopiegruppen der Sphéren sind nicht alle bekannt.

3 Simpliziale Homologie

(3.1) Definition. Sei (E, K) ein simplizialer Komplex und s € K der Dimesnion k € Ny.

(a) Zwei lineare Ordnungen vy < .-+ < v und wy < ... wg auf s = {vg,..., v} =
{wo, ..., wy} heiken dquivalent, wenn die Permutation 7w € I'yyq (T, die symmetri-
sche Gruppe in n € Ny Eintréigen), gegeben durch w; = v (1 =0,...,k), gerade
ist, sgn(m) = +1.

(b) Eine Aquivalenzklasse von linearen Ordnungen auf s wird mit o bezeichnet und heift
eine Orientierung von s. Ein Paar (s, o) heift dann ein orientiertes Simplex von K.
Ist vgp < -+ < v ein Représentant von o, so schreiben wir fiir (s, o) einfacher:

(s,0) =:[vo,...,vkK

(3.2) Kommentar. (a) Ist k =0, so gibt es auf s = {vp} (vo € E) nur eine Orientierung
und man kann [vp] mit {vg} beziehungsweise vy identifizieren.



(b) Fiir k > 1 gibt es offenbar auf jedem s € K zwei Orientierungen. Ist ¢ eine davon,
so notieren wir die andere mit ¢!, also:

(s,0) = [vg,v1,v2,...,0t] = (3,0_1) = [v1,v0,v2, ..., V]

(c) Fiir einen orientierten Simplex (s,o) schreiben wir haufig nur s (wenn keine Ver-
wechslungsgefahr mit dem unorientierten s € K mehr besteht) und fiir (s,o~!) dann

~1

s

(d) Sei s ein orientierter Simplex und v € s. Dann erbt das Seitensimplex ' = s\ {v} von
s eine Orientierung wie folgt: Wahle einen Représentanten der Orientierung von s, bei
dem v an der ersten Stelle steht, s = [v,v1,...,vx], und setze dann die Orientierung
auf s fest durch

s = [v1, ..., 0] (%)
(Ist m € T'k41 eine gerade Permutation mit 7(0) = 0, so ist auch «|{1,...,k} € 'y
gerade, also () wohldefiniert.)
V2
s = [vo, v1] ,
S s' = [v2, v
Vo U1

s = [vr, 0] s = [vo,v1, v2]

o+o
Vo V1
V0 U1
(3.3) Lemma. Ist K ein simplizialer Komplez, s = [v,...,vx] ein orientiertes Simplex
von K und i € {0,...,k}, so gilt fir s' .= s\ {v;} mit seiner induzierten Orientierung:
s =1lvo,..., 01,050+ 1,... ,vk](_l)i.

Beweis. Nach i Vertauschungen (mit dem vorherigen Nachbarn) ist

s = [’U(],.‘. ,’Uk] = [1)7;,2}0,.. .,vi,l,{/},vi +1,.. .’Uk](_l)z’

also

/ -~ -1
s = [vg,...,vi_l,vi,vi+1,...,vk]( )

O]

(3.4) Definition. Sei (E, K) ein simplizialer Komplex der Dimension n und k € Z. Man
setzt dann:

(a) Ck(K) =0 fir k <0 und k > n;
(b) Co(K) :=F(E) (={>i_nwi|n; € Z} bei E = {vy,...,0.});



()
Ci(K) :=F ({orientierte k-Simplexe von K}) / ~,

wo ~ durch die Relation s +s71 = 0, Vs € K, gegeben sei (das heift Cy(K) =
F(...)/U, wo U die Untergruppe von F(...) ist, die von {s+s ' € F(...) | s € K}
erzeugt wird).

(3.5) Kommentar. (a) Man nennt die Elemente
c= Znisi S Ck(K)

(wir sparen uns ein Symbol fiir die Restklasse) eine (orientierte) k-Kette in K. Be-
achte, dass fir s € K (mit £k = dims > 0) in Cy(K) gilt:

S = —S.

(b) Wahlt man fir jedes s € K genau eine Orientierung aus, so hat offenbar jedes
Element ¢ € C(K) (mit ay := #Ej und Ey, = {s € K | dim s = k}) eine eindeutige

Darstellung
o
c=Y misi,
i=1

wenn Ey, = {s1,...,5q, } ist. Cx(K) ist also frei vom Rang ay,
Cr(K) = 7%,

(3.6) Definition. Sei K ein simplizialer Komplex der Dimension n € Ny. Fiir jedes
k € Z definiert man einen Homomorphismus 0y : C(K) — Ck—1(K) durch

k

On([vo, - - ok)) =D (=1)[vo, ..., By, ..., 0g] (%)

i=0
fir 1 <k <mn und 9 = 0 sonst. Es heikt dann 9 = (9 )rez der Randoperator von K.

(3.7) Kommentar. (a) Die Wohldefiniertheit von (x) fiir einen orientierten k-Simplex
folgt zunédchst aus (3.3) und liefert zunéchst einen Homomorphismus

Or.: F({orientierte k-Simplexe}) — F({orientierte k — 1-Simplexe}).

Ist nun 7 : F({orientierte k-Simplexe}) — C(K) die kanonische Projektion, so stellt
man fest, dass fiir jedes s € K gilt: m,_1 0 O(s + s~1) = 0. Deshalb induziert (x)
einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus 0y, auf dem Quotienten Cy(K) mit

O o = Tp_1 0 O (Ubung),
(b) 8 macht dann C(K) := (Cx(K), O)

rez 20 einem Kettenkomplex (Ubung),

Op_100, =0, VkeZ

Er heiflt der (orientierte) Kettenkomplex von K.



(c¢) Im Folgenden setzen wir fiir einen simplizialen Komplex (F, L)
[wo, ..., wg] =0 in Cx(L),

wenn fiir {wo,...,wr} € L und ein Paar (4,7) mit i # j gilt: w; = w;. Mit dieser
Vereinbarung definieren wir nun:

(3.8) Definition. Seien (F, K) und (F, L) simpliziale Komplexe, ¢: K — L simplizial
und von ¢g: F — F induziert. Fiir jedes k € Z setzen wir Cyp: Ci(K) — Ci(L) fest
durch

Crp([vo, - -5 ve]) = [po(vo), - - po(vr)]- (*)

(3.9) Kommentar. (a) Ahnlich wie bei (3.6) priift man tatsichlich nach, dass Cyep
durch (x) wohldefiniert und eindeutig bestimmt ist (Ubung).

(b) Cp = (Crp)rez: C(K) — C(L) ist eine Kettenabbildung (Ubung), also

OF o Crp = Cp_1p00E, VkeZ.

(c¢) Es wird so C': SK — KK zu einem Funktor.

(3.10) Definition. Sei K ein simplizialer Komplex. Dann nennen wir die Homologie-

gruppen von C(K),
Hy(K) := H,(C(K)), keZ,

die Homologiegruppen von K.

(3.11) Kommentar. (a) Die Homologie von K misst also rein kombinatorisch, wie-
viele “Locher” der Komplex K hat. Sind etwa vg,vi,v2 € E und {vg,v1}, {v1,v2},
{v2,v0} € K, so ist z := [vg,v1] + [v1,v2] + [v2,v0] € C1(K) geschlossen, z € Z;(K).
Gibt es nun keine 2-Kette ¢ € Co(K) mit dc = z, so ist also [z] # 0 in Hy(K).

(b) Ein simplizialer Komplex (E, K) heit zusammenhdingend, wenn es zu beliebigen

v,w in E ein r € N und Ecken vg,...,v, mit v9 = v und v, = w gibt, so dass
{vi_1,v;} € K ist (i = 1,...,7). Es ist dann (Ubung): Ho(K) = Z.

(c) Beachte, dass zwar Ci(K) frei und endlich erzeugt ist, Ci(K) = Z* (o, = #E}))
und damit auch

Zk(K) = ker(@k), Bk(K) = im(6k+1).

Der Quotient Hy(K) = Zy(K)/Bk(K) ist damit zwar auch endlich erzeugt, im All-
gemeinen aber nicht frei.

(d) Fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist im Allgemeinen
Tor(G) :={g € G| 3In € N: ng =0},

die Torsions-Untergruppe von G nicht trivial. Sie ist aber endlich und es existieren
eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen r € Ng, n1,...,n, € N mit

2 < nlnzlng - - |n,,



so dass gilt:
Tor(G) = Zn, X +++ X Ln,..

ni,...,n, heien die Torsionskoeffizienten von G.

Weiterhin gilt, dass G/ Tor(G) frei ist (also eine Basis hat) und ihr Rang heift Rang
von G,

rg(@) :=1g (G/ Tor(G)) = b,
wenn G/ Tor(G) = ZP ist. Deshalb spaltet die exakte Sequenz
0 — Tor(G) SN N G/ Tor(G) — 0,

also gilt:
G270 X (L, X -+ X Ly,

(Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen). Die Zahlen (b; nq,...,n,) cha-
rakterisieren also G.

(e) Ist K ein simplizialer Komplex und 0 < k < n = dim K|, so heift by, := rg (Hy(K))
die k-te Betti-Zahl von K und ist

Tor (Hy(K)) = Zyg x -+ % L

so heifsen n’f e nffk die k-ten Torsionskoeffizienten von K.

(f) Natiirlich ist Hi(K) = (0) fir £ < 0 und k£ > n := dim K, denn e ist ja bereits
Cr(K) = (0) fir £ < 0 und k& > n.

(g) Beachte, dass (neben Hy(K)) auch H,(K) frei sein muss, da By, (K) = im(9p4+1) =0
ist, also Hy,(K) = Z,(K) C Cp(K).

)
(3.12) Beispiel. (a) Sei E = {vg,v1,v2} und K = P(FE) \ {0}, also K =35 mit s = F
(und |K| = B?). Dann ist:

Co(K) = {no’l)() + niv1 + nove ‘ nop,nN1,Ng € Z} &~ 73

Cl(K) = {’I’L()[Ul,vz] + nl[’Ug,’Uo] + ’I’LQ[Uo,Ul] | ng, N1, N2 € Z} = Z3
Cy(K)={ns|neZ} =7,

wo wir s mit der Orientierung [vg, v1, v] versehen.

U2

s = [vg, v1, V2]

0 / U1



Da
0s = [vg, v1] + [v1,v2] + [v2,v0] # O

ist, folgt Za(K) = ker(02) = 0 und somit Ha(K) = Z2(K) = 0.
Wegen
A (nolvr, va] 4+ n1fve, vo] + nafvo, v1]) = (n1 — n2)ve + (n2 — no)v1 + (P — n2)vo
folgt aus 01(...) = 0, dass ng = n1 = na gilt (Kohdrenzargument). Es ist also:
Zy = ker(01) = (0s) = im(0s)
und somit H;(K) = 0.

Schlieflich ist vg = v1 mod By, da {vg,v1} € K und v; = v2 mod Bj, also Hy(K) =
(vo) =2 Z. Alos sind Hy, Hi, Hs frei und die Betti-Zahlen von K sind:

bo = 1,by = 0,by = 0.

(b) Sei wie in (a), s = E und K = § (also |K| = S'). Ahnlich wie in (a) sieht man nun:

Ho(K) = (vo) = Z

I

also
bp=0b1 =1 (keine Torsion).

(c) Betrachten Sie den folgenden simplizialen Komplex K (mit |K| = P?). Dann gilt
(Ubung): Ho =7Z (bo = 1), H1 = ZQ (bl = O,T‘l = 1,71% = 2) und H2 =0.

2 3

3 2

(3.13) Problem. (a) Wie héngt die simpliziale Homologie von K mit der singuldren
Homologie von X = |K| zusammen?

H(K) = H(|K|)? (#)



Insbesondere wiirde daraus folgen, dass fiir zwei simpliziale Komplexe K und L mit
|K| = |L]| gilt:
H(K)( = H(|K|) = H(|L|)) = H(L).

(Ist K eine Verfeinerung von L, so sieht man leicht, dass H(K) = H(L) ist.)

(b) Historisch ist die kombinatorische Homologie H(K) viel alter und man hat lange
Zeit versucht, H(K) = H(L) fur |K| = |L| dadurch zu zeigen, dass K und L eine
gemeinsame Verfeinerung haben (sogenannte “Hauptvermutung der Topologie”) und
damit dann H(X) := H(K) fiir einen Polyeder X (mit X = |K|) zu definieren.

Alexander fiithrt 1915 (nach etlichen Fehlversuchen, die Hauptvermutung zu bewei-
sen) die singuldre Homologie H (X)) (fiir jeden topologischen Raum X) ein und ebnet
damit den Weg fiir die positive Antwort von (#).

Milnor (1961) zeigte iibrigens an einem Beispiel X = |K| = |L|, dass die Hauptver-
mutung im Allgemeinen falsch ist.

(3.14) Definition. Sei K ein simplizialer Komplex der Dimension n.

(a) Sei o, € N die Anzahl der k-Simplexe (k =0,...,n). Man nennt dann

n

N(E) = 3 (1)

=0
die (kombinatorische) Euler-Charakteristik von K.
(b) Sei by € Ny die k-te Betti-Zahl von K, b, = rg (Hgx(K)), k =0,...,n. Es heift dann
> (1)
i=0
die (homologische) Euler-Charakteristik von K.

(3.15) Beispiel. (a) Die kombinatorische Euler-Charakteristik des Tetraeders K und
des Oktaeders L sind (beachte |K| = S? = |L|):

X(K) =2 =x(L),

wobei fiir K gilt: ag =4, a3 = 6 und ag = 4; fiir L gilt: ap =6, a1 = 12 und ag = 8.




(b) Fiir den folgenden simplizialen Komplex K (fiir den |K| = T? gilt) ist:

a0:7,a1:21,a2:14 - X(K):O.

(c) Fiir den simplizialen Komplex K aus (3.12)(c) mit |K| = P? gilt:
ag=6,a1 = 15,0 =10 = X(K) =1.

(3.16) Satz. Sei K ein simplizialer Komplex der Dimension n € Ny und Betti-Zahlen
bo, - - -, by € Ng. Dann stimmen die kombinatorische und die homologische Euler- Charakteristik
von K diberein,

1=0

(3.17) Erinnerung. (a) Ist Y ein endlich erzeugter Vektorraum (iiber einem Korper)
und W C V ein Unterraum, so ist auch W endlich erzeugt und es gilt:

dim V' = dim (V/W) + dim W.

(b) Auch fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G gilt (siehe zum Beispiel Scheja-
Storch, §61): Ist H C G eine Untergruppe, so ist auch H endlich erzeugt (und G/H

sowieso) und es gilt:

1g(G) =g (G/H) +rg(H).
(c¢) Fiir eine kurze exakte Sequenz endlich erzeugter abelscher Gruppen
0—G —G—G"—0

gilt deshalb:
rg(G') —1g(G) + rg(G") =0,

denn G/G' = G".



Beweis von (3.16). Fiir die Zykel- und Réndergruppe Zy C Cy(K) und By C Zj, setzen
wir
Br == 18(Bx), i :=18(Zk).

Wegen Hy, = Z/ By, ist
0— By — Z, — H, —0

exakt, also
B — vk +br = 0. (%)
Wegen der Exaktheit von

0—>Zk—>0kﬁ>Bk,1—>0

hat man ebenso:

Vi — ak + Br—1 = 0. (%)
Also ist:
XE) = (- DFay 2 ST (1B + )
k=0 k=0
© > (=1)F(Bror + Br + br)
k=0
= 5~ 1)Fb + (— S )G+ Z(—N@)
k=0 k=0 k=0
n n—1 n
=Y (=) + (— D (-1)F8, + Z(—l)%)
k=0 k=1 k=0
k=0
denn B_1 =0 und S, = rg (im(dp41)) = 0. O
—~—

=0

4 CW-Komplexe

(4.1) Definition. Seien X und Y topologische Raume, ix: X - X +Y und iy: ¥ —
X +Y die kanonischen Inklusionen, B C Y abgeschlossen und f: B — X stetig. Wir

definieren dann den Raum
XUpY =(X+Y)/~,

wobei die Aquivalenzrelation durch
ix(f(b) ~iy(b), Vbe B,

erzeugt sei, und sagen, dass X Uy Y aus X durch Ankleben von'Y lings B via f entsteht.



(4.2) Kommentar. (a) Sei 7: X +Y — X Uy Y die kanonische Projektion. Dann ist

ji=moix: X - XUsY
eine Einbettung und j(X) € X Uy Y ist abgeschlossen (Ubung).

Es ist auch
g=7oiy|(Y\B):Y\B—=XUsY
eine Einbettung und es gilt:
XUp Y = j(X)Ug(Y \ B)

(Ubung). Beachte aber, dass f: B — X nicht injektiv zu sein braucht und daher
moiy:Y — X Uy Y im Allgemeinen keine Einbettung ist.

Fiir jedes n € Ny sei )
B :={z eB"||z| <1}
der offene n-Ball. Wir nennen einen topologischen Raum e (oder e") eine n-Zelle,

wenn e homoéomorph zu B ist. (Beachte: n ist dadurch eindeutig bestimmt, da
e = R" ist, vergleich I, dime = n), € := pt.
Sei nun n € Ny und f: S*! — X stetig. Ist dann ¢ = 7o i]Bn|IE§”: B" — X Uy B"
wie in (b), so ist also

e= g(B”)
eine n-Zelle und wir notieren X Uy B" dann einfach mit X U e und sagen: X Ue
ensteht aus X durch Ankleben einer n-Zelle.

(4.3) Beispiel. (a) Sein € Ny, X :=pt =e” und f: S"~! — pt die einzige Abbildung

(b)

(firn=0:f=0 = X U;Y :=X+Y). Dann ist
Y = 60 Uf B" = 60 Uel = Bn/gn—l ~ g
Sei n € Ny, P der reell-projektive Raum, 7, : R*™1\ {0} — P": (z0,...,2,) — (20 :
- : xy) die kanonische Projektion,
H={(xg::m,) €EP" | g =0} =P !

seine oo-ferne Hyperebene und ¢: H — P™ die Inklusion. Betrachte dann fir f :=
ﬂ.n_l‘Snflz Snfl N Imel

X =P"lyu;B"=P"ue"
und setze ®[P"! := i und
(®le™)(z1,y .. yxn) = (L —||z]| 21+ 2 xp).
Dann ist ® ein Homdomorphismus (Ubung).

Es ist also (induktiv):
P"=cluelu---Uue



(c) Ahnlich sieht man fiir den komplex-projektiven Raum
P*(C)=eUe?U---Ue®.

(4.4) Definition. Sei X ein toplogischer Raum.

(a) Eine Zellzerlegung von X ist eine Teilmenge Z C PB(X), so dass gilt:
(i) Fir alle e € Z ist e eine Zelle;
(i) X =U.cze und fire,e’ € Z gilt ene’ = 0.

(b) Ist Z CP(X) eine Zellzerlegung von X, so nennt man
X*:=|J{e € 2 |dim(e) <k}

das k-dimensionale Geriist von (X, Z) (k € Np).
(c) Fiir jedes e € Z sei € C X der Abschluss von e in X und é:=e\ e der Rand von e.

VORSICHT: é stimmt im Allgemeinen nicht mit dem Rand 0e = €\ é iiberein.

(4.5) Definition. Sei X ein topologischer Raum und Z C PB(X) eine Zellzerlegung
von X. Fiir eine n-Zelle (n € Np) e” € Z nennt man ein stetiges F': B” — X eine
charakteristische Abbildung von e, wenn gilt:

(a) F(sn—l) C Xn—l
(b) F(B") C e und F|B": B" — ¢ ist ein Homdomorphismus.

Die Einschrinkung f|S"~1: S"=! — X"~! heikt dann die induzierte Klebeabbildung von
F.

(4.6) Definition. Sei X ein Hausdorffraum. Dann nennt man eine Folge (X*)zcn, von
abgeschlossenen Teilriumen X* C X eine CW-Struktur auf X, wenn gilt:

(a) Xo € X1 CXoC...und X = ey, X5

(b) es gibt eine Zellzerlegung Z von X, so dass X* das k-dimensionale Geriist von Z ist
(fiir alle & € Np) und es gilt:
(i) fiir jede Zelle e € Z gibt es eine charakteristische Abbildung von e;
(i) fir jedes e € Z trifft € nur endlich viele weitere Zellen ( C in CW: closure-finite);

(ili) X trdgt beztglich der Familie (€).cz die schwache Topologie, das heift A C X
ist abgeschlossen, genau wenn A N e abgeschlossen ist, fiir alle e € Z ( W in
CW: weak topology).

Das Paar (X, (X*)ren,) heift dann ein CW-Komplex (oder ein CW-Raum oder ein
Zellkomplex) und Z eine Zellzerlegung fiir (X, (X*)).



(4.7) Kommentar. (a) ISt X = X" und X # X"~ ! fiir ein n € Ny, so heifit n =:

dim(X) die Dimension von (X,(X")). Ist X # X" fiir alle n € Ny, so setzen wir
dim(X) = oo.

Beachte aber, dass eine Zellzerlegung Z eines endlich dimensionalen CW-Komplexes
sehr wohl co-viele Zellen haben kann (vergleiche (4.8)(d)).

Hat eine Zellzerlegung Z von X nur endlich viele Zellen, so ist in der Definition (b.ii)
und (b.iii) automatisch erfiillt (Ubung).

Es ist X = limj_ oo X%, das heifft X = UkeNO X* und A C X ist abgeschlossen,
genau wenn A N X* abgeschlossen in X* ist (Vk € Np). (Ubung)

(4.8) Beispiel. Sei K ein simplizialer Komplex der Dimension n und X = |K| sein
zugeordneter topologische Raum. Setzt man dann fiir die k-Geriiste K* C K

k. KFCX fit0<k<n
X k>n

s0 ist (X*)ken, eine CW-Struktur auf X. Es ist nimlich Z = ((s))scx eine Zellzerle-
gung fiir (X (X k)), wie fiir jedes s € K die (Einschrankung der) linearen Abbildung

Fo: A =B = |s|, Fy(e;) = v

(t=0,...,k=dims, s = {vo,...,vx}, (v;) eine Nummerierung von s) eine charak-
teristische Abbildung fiir e = s ist (€ = |s|, é = |§|), die sogar ein Homéomorphismus
ist.

Eine Zellzerlegung einer CW-Struktur eines Polyeders X kann viel sparsamer sein
als die induzierte Triangulierung nach (a). Fiir jedes n € Ny ist zum Beispiel fiir
X:Snmithz{N}:kaﬁrl§k‘gn—lundX”:X:kaﬁrk:Zneine
CW-Struktur (X*) gegeben, denn Z = {€°, "} mit e’ = {N} und e” = S\ {N} ist
eine Zellzerlegung fiir (X*), weil e” mit B® — B"/S"~! 22 S™ eine charakteristische
Abbildung hat (vergleiche (4.3)).

Sei X =T? =R?/72, X* = X fiir k > 2,

Xt ={[t,0],[0,s] € X | s,t € I}
XY ={[0,0]}.

Dann ist (X*) eine CW-Struktur, denn Z = {60, el el, 62} mit

¢’ = {[0,0]}

et ={[t,0] |t € I}

es ={[0,5] | s € I}

e ={[t,s] |0 <t,s<1}

ist eine Zellzerlegung fiir (X*) (Ubung).



(c) Sei X =R, X% :=7Z und X*¥ =R fiir k > 1. Setzt man
e .= {i} firi € Z,

und

el = (i —1,i) fiiri € Z,

so ist Z = {e),e} | i € Z} eine (unendliche) Zellzerlegung fiir (R, (X*)), die R zu
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einem CW-Raum der Dimension 1 macht.

(4.9) Kommentar. (a) Ein topologischer Raum X kann verschiedene CW-Strukturen
haben.

(b) Der Rand é einer Zelle e muss auch nicht Vereinigung anderer Zellen sein.

(c) Eine Zellzerlegung einer CW-Struktur muss nicht Zellen in jeder Dimension haben
(mindestens eine 0-Zelle muss es aber geben (Ubung)).

(4.10) Bemerkung. Sei ((X, (X*)) ein CW-Raum und Z eine Zellzerlegung fiir X . Sei
k € Ny. Fiir jede Zelle e € Z der Dimension k sei f.: S*~1 — X*=1 eine Klebeabbildung
fiir e (das heifit Binschrinkung einer charakteristischen Abbildung F,: B*=1 — X* fir
e). Dann entsteht X* aus X*~1 durch Ankleben der Zellen e € Z mit dime = k via der
Klebeabbildung f..

Beweis. Sei J eine Index-Menge fiir die k-Zellen von Z (gegeben durch eine Bijektion
jHej

J — Zj, = {e € Z | dim(e) = k} versehen mit der diskreten Topologie. Wir betrachten
dann

fo8 T = XETLf(E, ) = f5(8),
wo fj: Sk=1 — X*=1 eine Klebeabbildung fiir die Zelle ej sei. Sei dann

Y= X*1up (BF x )

und
T Xl (BFxJ) Y

die kanonische Projektion. Seien weiter [} : B* — X* charakteristische Abbildungen fiir
die Zellen e; mit F;|SF~1 = f;. Setze ebenso

F:B" x J — X* F(x,7) = Fj(z).

Ist nun i: X*~' — X* die Inklusion, so induziert i + F: X*~1 + (B* x J) — X* ein
stetiges ®: Y — X* mit Pom =i+ f,

i+ F

Xk 4 (B x J)



denn ist z = f;(&) fiir ein j € J und ein & € S¥71, so ist

(i + F)(&) = Fj(§) = [;(§) =z =i(z) = (i + F)(x).
Da YV = W(Xk_l)U(IBsk x J) ist und X* = Xk_lUUjeJej, sowie 7| X*~! und FJ|IB%’“
Einbettungen sind, folgt: ® ist bijektiv und stetig.

Nun ist @71 X*~1 = 7| X*~! stetig und auch ®~t[e;, da ®|w(B* x {j}): 7(B*x {j}) — &;
hom@omorph ist, denn 7(B* x {j}) ist kompakt und €; hausdorffsch.

Sei nun A C Y abgeschlossen. Dann gilt:
d(A) N Xk = (®(AN W(Xk_l)) abgeschlossen in X*~!
d(A)Ne; = (P(AN(B* x {j})) abgeschlossen in ;.
Damit gilt (wegen dem W in CW): ®(A) C X* abgeschlossen. Also ist ® ein Homdo-
morphismus. O
(4.11) Kommentar. Sei (X, (X*)) ein CW-Raum.

(a) Beachte, dass X° C X ein diskreter Unterraum ist, denn fiir jede Teilmenge A C X°
gilt, dass
e

0

ist, fiir alle 0-Zellen e und damit abgeschlossen in e. Also ist A abgeschlossen in X°

(wegen dem W in CW).

Aﬂe:Aﬂe:{

(b) Ein CW-Raum entsteht also aus dem diskreten Raum X° durch sukzessives Ankleben
von 1-Zellen, dann 2-Zellen, usw. Aus der Folge X0 C X' C X2 C ... erhilt man

dann X = limy 00 X" (das heift X = J, oy, X™ mit der schwachen Topologie).
(c) Umgekehrt ist ein Hausdorffraum X, der wie in (B) aus 0-Zellen, 1-Zellen, usw.
entsteht, ein CW-Raum (Ubung).

(4.12) Definition. Sei (X, (X*)) ein CW-Raum. Ein abgeschlossener Teilraum A4 C X
heift ein CW-Teilraum, wenn es eine Zerlegung Z von X fiir (X*) gibt, so dass A
Vereinigung von Zellen aus X ist.

(4.13) Kommentar. (a) Setzt man A* := X* N A, so ist (A*) eine CW-Struktur auf
A und macht damit A selbst zu einem CW-Raum (Ubung).

(b) Es heift dann (X, A) ein CW-Paar.
(c) Fiir jedes k € Ny ist offenbar X* C X ein CW-Teilraum.

(d) Jeder CW-Teilraum A C X ist ein starker Umgebungs-Deformationsretrakt, insbe-
sondere ist also

H(X,A) = H(X/A,[A])
(siche Stocker/Zieschang 1.4.3.2).



(4.14) Definition. Seien (X, (X")) und (Y, (Y*)) CW-Réume. Eine stetige Abbildung
f: X =Y heilst zelluldr, wenn fiir alle k € Ny gilt:

F(xX®y cyr,

(4.15) Kommentar. (a) Sind K und L simpliziale Komplexe und ist ¢: K — L simpli-
zial, so ist das induzierte |¢|: |K| — |L| (beziiglich der induzierten CW-Strukturen)
zelluldr. Hier bildet f = |¢| sogar Zellen auf Zellen ab.

(b) Die CW-Komplexe mit den zelluldren Abbildungen bilden so eine Kategorie, die wir
mit CW bezeichnen.

(c) Die Zuordnung C': SK — CW, K — |K]|, ¢ — |¢|, wird so zu einem Funktor.

(d) Mit Hilfe der simplizialen Approximation kann man beweisen (Satz tiber die zelluldre
Approzimation): Ist f: X — Y stetig, wo X und Y CW-Raume sind, so gibt es ein
zelluldres g: X — Y mit g ~ f (siehe Storcher/Zieschang 4.3.4). Man nennt g dann
eine zelluldre Approzimation von f.

5 Zellulare Homologie

(5.1) Erinnerung. Sei n € Ny, J eine (index-) Menge, S; := S" und es sei z; € 5
fest gewdhlt (fir alle j € J). Das J-fache Bukett von n-Spdren ist dann der punktierte
topologische Raum

(Y, o) == \/ (Sj7 xj)v
jeJ
das ist: Sei Y = >_; Sj (toplogische Summe), i;: S; — Y die natiirliche Inklusion (Vj € .J)
und ~ die von

ij(x;) ~ig(zr), Vi, ke J

erzeugte Aquivalenzrelation. Es ist dann YV := Y/ ~ und yo := n(ij(z;)) Vj € J. Wir
nennen dann
Lj ZIWOijZSn:Sj—)Y

die natirliche Inklsusion (von S; in Y).
(5.2) Kommentar. Seien n € N und J, z; € §" (j € J) gegeben und Y =/, S™.

(a) Esist dann
7 fir k=0
Hy(Y) = @,Z firk=n

0 sonst



Fiir £ = 0 ist das klar, weil Y wegzusammenhéngend ist. Fiir k£ > 0 betrachte

A= ij({L‘j)E}}:ZSn‘jEJ
J

Dan ist A diskret, also Hy(A) = @; Z und Hy(A) = 0 sonst. Aukerdem ist A starker
Umgebungs-Deformationsretrakt, also ist

Hy,(Y) = Hy, (Y, y0) = Hp (Y, A)  fiir k>0
(siehe (1.20)). Die lange Homologie-Sequenz des Paares (Y, A) liefert deshalb

Hk(Y) = Hk(f/,A) = Hk(i/) = @Hk(gn) = {?jz ZZ;:; Tk.n> 0)

fiir k > 0, denn 0: Ho(A) — Hy(Y) ist isomorph.

(b) Y hat auch eine natiirliche CW-Struktur mit einer 0-Zelle e® = {yo} und J n-Zellen
ef = 1;(S" \{z;}) (Ubung).

(5.3) Proposition. Sei (X, (X*)ren,) ein CW-Raum und k € Ny. Sei weiter Z eine
Zellzerlegung fiir (X*) und J eine Indexmenge fiir die k-Zellen Zj, von Z. Sei weiter
m: X¥ — X*/X*1 die kanonische Projektion und F;: B — X* eine charakteristische
Abbildung fiir die Zelle ej € Zy,. Sei schliefilich p: BF — BF/Sk-1 = Sk die Projektion
und p: Y = > Sk — V; Sk =: Y die Projektion.

Dann induziert die Abbildung F' := 3 F Zj B* — X* einen Homomorphismus ®:Y —
XF/XE1 it
Popodjp=moF,

Zﬂfﬁk Xk
jp w
?:Z]Bk/gkfl _JE Xk xk-1
p ///,E/’
Y =\,sk

Beweis. Da X* aus X*~1 durch Ankleben der Zellen ¢; (j € J) entsteht, ist ® offenbar
bijektiv und stetig sowieso. Nun induziert jedes F: B* — X ebenso ein stetiges und



injektives F;: B¥/SF=1 — X*/X*~! und diese muss homdomorph auf sein Bild €;/é;
sein, weil B¥ /SF~1 2 S¥ kompakt und X*/X* ! hausdorffsch ist (Ubung). Also ist

dlo mle; =po Fj_l o 7le;

stetig, Vj € J. Da X* die schwache Topologie beziiglich (€j)jes tréagt, ist damit auch
®~! o 7 stetig. Nach der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie damit auch

(Dfl. O

(5.4) Kommentar. (a) (5.3) zeigt, dass zumindest die Anzahl der k-Zellen einer Zell-

zerlegung fiir eine CW-Struktur (X*) auf X festliegt, denn # X gibt die Anzahl der
0-Zellen an und
rg (He(X*/XF71) = rg (Hy(X*, X*1))

die Anzahl der k-Zellen.

Sei k € N. Da Hy(BF,S¥7!) = Z ist, gibt es in Hy(B",S" ') zwei (verschiedene)
Erzeuger. (Ist zum Beispliel o: (Ag, Ax) — (B¥,S¥1) ein Homdomorphismus, so ist
[0] € Hy(B*,S¥1) einer davon (Ubung).)

Einen solchen Erzeuger notieren wir mit [B¥] € Hy(B*,S*~1) und nennen ihn eine
Orientierung von (B*, SF=1).

Sei k € N. Ahnlich notieren wir jeden Erzeuger von Hj(S¥) mit [S¥] und nennen
dies eine Orientierung von SF. Beachte, dass zum Beispiel wegen der Exaktheit der
langen Sequenz des Paares (B¥,S¥~1) eine Orientierung [B*] von (B¥,S*~!) unter
dem Randoperator

Ou: Hy(BY,S"1) = Hya(857)

auf eine Orientierung von S¥~1 geht (9, ([B*]) ist Orientierung von S¥~1, sie induziert
eine Orientierung auf §°~1.

Sei nun (X, (X*)) ein CW-Raum, Z eine Zellzerlegung fiir X und e eine k-Kette von
Z. Wihlt man nun einen Erzeuger [B*] von Hy(B*,S¥~!) und eine charakteristische
Abbildung F,: B*¥ — X* fiir e, so nennt man das Element

(Fe)«([B*]) € Hp(X* /X"

eine orientierte k-Zelle von X.

Bk

| |

Bk/Skfl Xk/kal




(e) Hat man fiir alle k-Zellen (einer Zellzerlegung Z eines CW-Raumes X) charak-
teristische Abbildungen Fj: B¥ — X* und Orientierungen [B¥]; € Hy (B S*1),
j € J, gewihlt, so wird also Hy(X*/X*~1) nach (5.3) von den orientierten k-Zellen
(F;)+([B*];) frei erzeugt, denn

(F)«([B"]) = u(p+([B];),
und p,([B¥];) ist ein Erzeuger fiir den j-ten Summand von Hy(Y) = @D, Z (k>0).

(f) Wir notieren der Einfachheit halber eine orientierte k-Zelle (F.)«([B¥]) € Hyp(X*/ X 1)
nur mit e (vergleiche §2 mit orientierten Simplexen).

(g) Weil X*~1 ein CW-Teilkomplex und damit ein starker Umgebungs-Deformationsretrakt
ist, identifizieren wir schlieRlich Hy(X*/X*~1) mit der relativen Homologie Hy (X", X*=1).

(5.5) Definition. Sei (X, (X*)) ein CW-Raum und k € Ny. Wir definieren die k-te
zellulire Kettengruppe von (X, (X*)) durch

Cr(X) := Hy(XF, XF1),

(5.6) Kommentar. (a) Fiir £ < 0 setzen wir Cy(X) = (0). Man beachte, dass fiir einen
CW-Komplex der Dimension n fiir £ > n unmittelbar folgt:

(b) Man beachte auch, dass fiir die Definition der zelluldren Kettengruppen bereits die
singuldre (sogar relative) Homologie herangezogen wird. Spéter (in (5.7)) wird von
diesen noch einmal eine Homologie gebieldet (“Homologiei?”).

(c) Die zelluldren Kettengruppen hiingen nur von der CW-Struktur (X*) ab, nicht von
ciner zugehorigen Zellzerlegung Z fiir (X*). Ist aber eine Zellzerlegung Z gewiihlt,
so kann jede zellulire Kette ¢ € Ci(X) nach (5.4) als eine (eindeutig bestimmte)
ganzzahlige Linearkombination von orientierten k-Zellen von X aufgefasst werden,

r
Cc = E n;e;.
i=1

(d) Hat X eine Zellterlegung Z, die fiir jedes k € Ny nur endlich viele k-Zellen hat, so ist
also Ck(X) endlich erzeugt (und damit auch jede Untergruppe und jeder Quotient
davon).

(e) Betrachte nun die langen Homologie-Sequenzen zu den Paaren (X%, X¥~1) und (X*~1, X*=2):



kal (Xk—2)

ok
o Hpy(XF) — Hp(XF X)) — L Hy (XY —— Hy o (XF) —

Ci(X) g

N
Cp_1(X) =—— Hk,l(Xk_l, Xk_2)
¥
Cr—2(X) ot

Hy—o(XF72, XM73) —— Hjy o (XF7%) —— Hpo(XF79)

(5.7) Definition. Sei (X, (X*)) ein CW-Komplex, k € Ny sowie Ci(X) und Cj_1(X)
seine zelluldre Kettengruppen in Dimension k& und k—1. Sei 75~ 1: (X*=1 () — (X*~1, X+=2)
die Inklusion und 0% : Hy(X*, X*=1) — Hy_1(X*!) gegeben durch 0,([z]) = [02] (ver-
gleiche (1.8)(d)). Dann nennen wir

O = j o0k O X) = Co1(X)
den zelluliren Randoperator von (X, (X*)).
(5.8) Kommentar. (a) Fiir jedes k € Ny ist
Og—100, =0,

denn
100k = jF200F 1 o ji 100k = 0.
N !

=0

Das macht also

C(X) = (Cr(X), Ok ez



(mit 9 = 0 fiir k£ < 0) zu einem Kettenkomplex. Er heift der zelluldre Kettenkomplex
von (X, (X*)).

(b) Die zugehorige Homologie
Hk (C(X)) := ker 8k/ im 8k+1

heifst die k-te zellulire Homologiegruppe von X. Beachte, dass C'(X), und damit
H (C (X )), nur von der CW-Struktur auf X abhéngt, nicht von der gewihlten Zell-
zerlegung.

(c) Ist jedoch eine Zellzerlegung fiir (X*) gegeben und alle Zellen mit Orientierungen
versehen, so gilt fiir eine orientierte k-Zelle

e = (Fe).([B"))
nach Definition von Jy:
de = ji o (FeIS"1). (0.([BY)),
denn folgendes Diagramm ist kommutativ:
B € Hy(BF,S*1) —— Hy_1(S1)

(Fe)- J l (Fe|SF—1).
Hk(Xk,Xk_l) * Hk_l(Xk—l)

de hingt also von der Klebeabbildung f. = F.|S*~! ab.

(5.9) Beispiel. (a) Sei n € N und S" = €’ U e" die Standard-Zerlegung von S™. Dann
folgt fiir die zugehorige CW-Struktur:

o= 0= 20282 Z 50— ... 50> Cy(S")=ZZ—0
(i) Fiir n > 2 ist also @ = 0 und es folgt:

7Z firk=0oderk=n
0 sonst ’

H (") = {

(ii) Auch fiir n = 1 gilt: 9, = 0, denn die 1-Zelle ¢! von S! wird nur an einem Punkt

angeklebt,
del =e¥ — e =0.

Also ist auch hier:

Z fuirk=0oderk=1

0 sonst

Hy(C(SY) = {



(iii) Natiirlich ist fiir n = 0 und S = e U €9:

7Z®7Z fuirk=0
0 sonst ’

Hp(C(S?)) = {

(b) Sei
'H‘QZBOUe%Ue%UeQ

die Zellzerlegung des 2-dimensionalen Torus aus (4.8)(c), die wir mit folgender Ori-
entierung versehen:

Dann gilt fiir die Randoperatoren:

Doe® =ef +ed—el —el =0

el =0el =€’ — e’ =0.
Also ist § = 0 und der zelluldre Kettenkomplex von T (mit dieser CW-Struktur)

sieht so aus:
c(x):0—72-%72-%7—0

Es folgt:
Z k=0
72 k=1
H,(C(T?)) = .
o) = E
0 sonst

(c) Fiir die (orientierten, kompakten) Flachen ¥, vom Geschlecht g € Ny gilt mit der
folgenden Zellzerlegung analog,

Eg:eou(e%u---Ue%g)Uezz
6 =0, also:
Z fir k=0
7% firk=1
H,(C(%,)) =
HOE) =07 g o
0 sonst

(d) Fiir den komplex-projektiven Raum P"(C) mit der iiblichen Zellzerlegung (vergleiche

(48))

P*(C)=eUe?U---ue™
ist wiederum 6 = 0 und damit

Z fir 0 <k < 2n, k gerade

0 sonst

H,(C(P"(C))) = {



(e) Fiir den reell-projektiven Raum P"(R) mit seiner Standard-Zerlegung
P'(R)=eUel U---ue®

gilt (Ubung):
dek = +£(1 — (=1)F 1)kt
Es folgt:

(i) n gerade:

Z firk=0

Hip(C(P™"(R))) =< Zy fiir 0 < k < n, k ungerade
0  sonst

(ii) n ungerade:
Z firk=0
n - ) Zy fiir 0 <k <mn, k ungerade

H;,(C(P"(R))) = _—
Z firk=n
0  sonst

(5.10) Definition. Seien (X, (X*)) und (Y, (Y*)) CW-Réume und f: X — Y zellulér.
Dann induziert f fiir jedes k € Ny ein stetiges f*: (X*, X*=1) — (Y* Y*~1) und damit
einen Homomorphismus

FEs Cp(X) = Hy(XP, XF71) = Hy(YH YE) = Cp(Y).
Man nennt C'f = (f¥): C(X) — C(Y) die von f induzierte (zellulire) Kettenabbildung.

(5.11) Kommentar. (a) Cf ist wirklich eine Kettenabbildung, weil folgendes Dia-
gramm kommutiert:

oF X
Hy(XF, XF1) —— Hj (XM = Hy_qy(XF1, Xk=2)

fE l et l fEt l

Hk(Yk,Yk_l) o Hk_l(yk—l) - Hk—l(Yk_1, Yk—2)

* *

(b) C: CW — KK wird so zu einem Funktor von der Kategorie der CW-Komplexe in
die Kategorie der Kettenkomplexe.



6 Simpliziale, zelluldare und singulare Homologie

(6.1) Bemerkung. Sei (X, (X*)) ein CW-Raum und n € No. Dann gilt fiir alle k # n,
€ Ny:

Hy(X", X" 1) =o.

Beweis. n=0: X0 = (XY, 0) ist diskret. Also ist Hy(X%) = 0 fiir alle k& > 0.

Sein > 0.

()

(if)

kE=0:Ist 2 € X"\ X" ! und Z eine Zellzerlegung fiir (X*). Es gibt dann eine
n-Zelle e € Z mit = € e. Ist F,: B" — X" charakteristisch fiir e, so sei ¢t :=
(F.|B")~(z) € B* und a: I — B"™ ein Weg von ¢ zum Rand $"~! C B", a(0) = ¢,
a(l) =: ¢ € S"! (zum Beispiel a(s) = (1 — s)t + sﬁ, wenn ¢t # 0 ist). Dann
ist F,oa: I — X" ein Weg von = nach y := F,(¢) € X" L. Also ist [2] = [y]
in Ho(X™). Fiir die Inklusion i: X"~ ! — X" ist deshalb i,: Ho(X" ! — Hp(X™)
surjektiv (denn [z] = i.([y])). Wegen der Exaktheit von

Ho(X™ 1) 5 Ho(X™) % Hy(x™, X" 1) %0

folgt: Ho(X™, X"~ 1) = 0.

k > 0: Dann ist X"/ X"t = Ve, S", wo J eine Indexmenge fiir die n-Zellen (einer
Zellzerlegung fiir (X*)) ist. (Ist J = 0, also X" 1 = X", so ist X"/X""! = pt.)
Nach (5.2) ist also fiir k € N, k # n:

Hp(X™, X" 1) = g (Xxm/ X" 1) =o.

(6.2) Korollar. Ist X ein CW-Raum der Dimension n € Ny, so gilt fir alle k > n:

Hy(X) =0.

Beweis. Die lange Homologie-Sequenz fiir das Paar (X!, X!=! (I =0,...,n) liefert, dass

-1,

U

ein Isomorphismus ist:

1—1,1
0% Hy (X XY — Hy (X " (XY — Hy(X, X &0

Es folgt:

Hp(X) = Hy(X™) =2 Hy(X" 1) =, =

I
I
=
g
Il
o



(6.3) Lemma. Sei (X, (X*)) ein CW-Raum und K C X kompakt. Dann gibt es ein
neNmit K C X"

Beweis. Ubung. O

(6.4) Proposition. Sei (X, (X*)) ein CW-Raum und i* — X* — X die Inklusion
(k € Ny). Dann gilt:

(a) i¥: H(X?) — H(X) ist surjektiv;
(b) i1 Hy(XFY) — Hy(X) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei i*!: X* < X! fiir k < [ die Inklusion. Die lange Homologie-Sequenz des
Paares (X*t1, X*) liefert den Abschnitt

jhoktl (6.1)
Hy,(X*) "= Hy(X*) — Hy(XM X%) =70

Die Exaktheit bei Hy (X1 zeigt daher: i¥* 1! ist surjektiv.

Fiir m > 1 liefert die Exaktheit des Abschnitts der Sequenz fiir X*+m+1 xk+m)

(6_1) k+m,k+m+1 (6_1)

0 Hk(Xk+m+1,Xk+m) L Hk(Xk-i-m) x N Hk(Xk+m+1) L Hk(Xk+m+1,Xk+m) 0

K 1,k . . .
dass g5 TmTLEE™ sogar ein Isomorphismus ist.

zu (a): Ist dim X =:n < oo, also X = X", so ist

kn _ n—1n

i ° ik',k?‘f‘l

z']g:i o

und deshalb als Komposition surjektiver Abbildungen surjektiv,

k,k+1 .n—1,n

Hy,(X%) 2 Hy(XMH) S Hy(X™) = Hy(X)

—_ s

i

Ist dim X = oo, so sei & € Hy(X) beliebig und z = >, _nio; € Zx(X) ein
Repriisentant. Da o(A;) € X kompakt ist (A € RF*! der Standard-Simplex),
existiert ein n € N mit z € Zx(X™) (nach (6.3)) und damit also

a = [2]x = & ([2]xn)-

Da i*™: Hy(X*) = Hy(X™) (wie eben gesehen) surjektiv ist, existiert also ein
B € Hy(X*) mit i¥"(8) = [2]x» und wegen i* = i" o iF™ also:

a =il oif™(B) =ik (B).

Also ist ¥ surjektiv.



zu (b): Fiir X = X" ist ¢*1 = i**L" (bei k < n, sonst ist die Aussage sowieso klar),

und

Z‘k‘-i-l,n — Z‘n,n—l .o Z'k-‘r].,k-‘rz

O - -

induziert nun sogar einen Isomorphismus,

k+1,k+2 n—1
Zl:+ Jk+ le RO

Hyy (XM ——— Hp(X*?) — —— Hi(X") = Hi(X)

\—//

an

k41

Ist dim X = oo, so sieht man wie unter (a), dass it "' surjektiv ist.

Sei nun a = [2] i1 € Hp(X*1) mit i*T1(a) = 0 beliebig, also
0=t (a) = [2]x.

Dann gibt es also ein ¢ € Sk11(X) mit dc = z. Nach (6.3) existiert ein n € N, so
dass ¢ € Si41(X™) ist, also sogar
=i

0= [z]xn Q).

kil n—1 K1, k42
Da o thn — jn=bn o g jhthit

injektiv ist, folgt: o = 0. ¢*F1

als Verkettung von injektiven Abbildungen
ist also injektiv.

O

(6.5) Korollar. Fir jeden CW-Raum X und jedes k € Ny gilt:

Hyp(X, X*) = 0.

Beweis. Die lange Sequenz des Paares (X, X*) liefert den exakten Abschnitt

ik -k

k * 0 k 0 k Ly
Hi(X*) — s H(X) —2 s H (0, X5) —Y sy (X5) s Hy oy (X)

wobei nach (6.3) die erste dieser Abbildungen surjektiv und die letzte injektiv (sogar
bijektiv) ist. Es folgt, dass die mittleren beiden Null sein miissen, also Hy,(X, X*¥) =0. O

(6.6) Vorbereitung. Wir wollen nun fiir einen CW-Raum X die singulére Homologie
Hj(X) mit der zelluliren Homologie Hj(C(X)) vergleichen und betrachten dazu die
Inklusionen

GF XP = (XF 0) — (XF XL R X o X



Da der zelluldare Randoperator 0 : Cx(X) — Ci—_1(X) durch 9y = j¥=10 9, gegeben ist,
wo Oy : Cp(X) — Hy_1(X*1) der verbindende Homomorphismus in der langen Sequenz

k k—1
von (X* Xk=1yist, 0, = 8,EX X ), folgt:
Opoji=ji todioji =0,
0

das heift: j* bildet Hj,(X*) in die zellulire Zyklengruppe Z;, (C(X)) C Cy(X) = Hy(X*, X*-1)
ab,

ik

Hy(X%) 2 2, (C(X)) € Hy(X%, X1 —2 1y (xF)

i’iJ C Jﬂk N ijfl

Hyp(X) ----2---- » H(C(X)) Hy—a (XF1, X572

Sei noch 7y, Z;(C(X)) — Hi(C(X)) die kanonische Projektion.

(6.7) Satz. Sei X ein CW-Raum und k € No. Dann induzieren die Inklusionen i*: X% <
X und j*: X* — (X*, X*=1) einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ®: Hp(X) —
Hy(C(X)) mit @ o i¥ = my 0 j¥ und dieser ist ein Isomorphismus.

Beweis. (a) Wir betrachten die Inklusionen 7¥: (X*+1 X*) — (X, X*). Aus der langen
exakten Sequenz fiir das Tripel (X, X*+1 X*) und Hy, (X, X**1) = 0 (6.5) folgt,
dass

R O (X) = Hyp(XFPL XPY = Hi (X, XF)
surjektiv ist.
Sei nun o € Hy(X*) im Kern von i¥, i¥(a) = 0. Betrachte die lange Sequenz des

Paares (X, X*). Dann gibt es zunichst ein 8 € Hy,1(X, X*) mit 8£X’Xk)ﬂ =« und

wegen der Surjektivitdt von 7} dann auch ein y € Cgy1(X) mit 7¥(y) = 8 und damit

o) = o ork() = o (8) =

rk

0= Hp (X, XF1) % H (X, XF) e Hp (X, XF) C O (X)

Wt =
ax") C o O,
C

Hy(X*) ———— Z;(C(X)) C Hy(X*, X*1)
i
ik C Tk
Hy(X)-------2--eo--- » Hy, (C(X))



Deshalb ist
k+1
0 i (a) =m0 5 0 6T () =m0 B(y) = 0.

Da i¥ surjektiv ist, faktorisiert also mzoj¥ eindeutig iiber i¥: ®5: Hy(X) — Hg(C(X))

mit @, 0¥ = 7, o j¥ existiert und ist eindeutig.

®y, ist surjektiv: Wir zeigen, dass sogar j¥: H(X*) — Z, (C(X)) surjektiv ist. Da
7, surjektiv ist, ist damit dann 7, o j* und deshalb auch ®, surjektiv.

Sei also 8 € Z;,(C(X)) beliebig, also

0= 08 = i 00N ().
Die lange Sequenz fiir das Paar (X*~!, X*=2) und Hy_1(X*72) = 0 ((6.5)) zeigen,
dass j*~1 injektiv ist und damit 0,8 = 0. Die Exaktheit der langen Sequenz des
Paares (X%, X*k=1) bei Hyp(X*, X% 1) = Cp(X) liefert dann ein a € Hy(X*) mit
&
j< (@) = B.

(6-4)

Hj_1(X%2) 0

0

Ox

Ev*

(6-4)

0 = Hk(Xk 1)—>Hk(Xk) Hk_l(Xk_l)

Zk (C(X)) - Hk(Xk, Xk_l)

T

Hk—l(Xk_la Xk:—?)

IR

Zusatz: Da nach (6.5) auch Hy(X*1) = 0 ist, ist j¥: Hp(X*) — Z,(C(X)) sogar
ein Isomorphismus.

@y, ist auch injektiv: Sei v € Hy(X) mit ®x(y) = 0. Da i¥ nach (6.4) surjektiv ist,
gibt es ein B € Hy(X*) mit v = i¥(3). Es ist dann

i (JE(8)) = ®r 0 i (8) = Px(y) = 0,
also gibt es ein o € Cjy1(X) = Hyy 1 (XFTL XF) mit dpa = j¥(3). Es folgt

FB) = Ok(a) = ¥ 00X XD (@) = 5 (0 o r(a)),

(X, X%)

also, wegen der Injektivitit von j*: g = 0, o r¥(a). Insgesamt

v =i(8) =it 0 0™ orlia) =0,
=0

also ®;, auch injektiv.



(6.8) Vorbereitung. Wir wollen nun die simpliziale Homologie H(K) eines simplizialen
Komplexes K mit der zelluldren Homologie H (C(|K|)) des zugehérigen CW-Raumes | K|
vergleichen.

Sei dazu Ay C R**! der Standard-Simplex der Dimension & mit Ecken e, ..., e (das
ist: (eq,...,ex) ist die kanonische Basis von R¥T!). Die Abbildung idy: Ay — Ay ist
ein singulérer k-Simplex in Ay, mit d(idy) € Sp_1(Ag). Also ist id, € Syp(Ag, Ag) ein
relativer Zykel und seine Homologieklasse [idy] € Hi(Ar, Ap) = Hy(BF,SF=1) =2 7 ein
Erzeuger (also eine Orientierung von (Ag, Ag) (Ubung)).

(6.9) Lemma. Seio € T'y11 eine Permutation und l,: Ay, — Ay, die Einschrankung der
linearen Abbildung RM — RM mit I,(e;) = e,y (i =0, ..., k). Dann gilt: lo(Ag) C 0
und fiir (10)s: He(Ag, Ar) — Hip(Ag, Ay) gilt:

(o)« ([idx]) = sgn(o)[idg]-
Beweis. Fiir zwei Permutationen 01,09 € I'y41 gilt: l5,65 =I5, 0 lgy, also

(l0102)* = (lUI © le)* = (lo'l)* ° (ZU'Q)*
und
sgn(o102) = sgn(o1) sgn(oz).

Ist das Lemma fiir o1 und o9 richtig, so deshalb auch fiir oy09:

(oo )+ ([id]) = (loy )« (I, )« ([id]) = (I, ) (sgn(o2)[id])
= sgn(02)(lg, )« ([id]) = sgn(02) sgn(o)[id] = sgn(o102)[id].

Da jede Permutation Produkt von Transpositionen ist, die nur Nachbarn austauschen,
kénnen wir annehmen, dass o = (4,4 + 1) mit ¢ € {0,...,k — 1} ist. Wir nehmen sogar
an, dass ¢ = 0 ist (sonst &hnlich), o = (0,1) =: 7.

Betrachte nun das singulére (k + 1)-Simplex ¢: Ay — Ag, welches linear ist und

c(eg) =e1, cle1) =ep, c(e;) =e;—1 fliri =2,...,k
erfiillt. Es ist dann
k+1 ' '
Oc=> (~1)'cody,, =id+l, + ¢
=0

mit einem ¢ € S(Ag) (weil ¢(eg) = c(e2) = e ist). Es folgt:

l; = —id+0c— ¢ in Si(Ag)
I =—id+0¢ in Zy(Ak, Ar) C Sk(0k, Ay)

-] = —[d] in Hy(Ag, Ag)

(I)«([id]) = [(S17)(id)] = [I- o id] = [I-] = —[id] = sgn(7)[id].

—
=
—



(6.10) Kommentar. (a) Sei nun K ein simplizialer Komplex und s = [vp, ..., v] ein
orientierter k-Simplex von K. Fiir jeden Représentanten (vg,...,vx) =: v von s
betrachten wir die lineare Abbildung

l, = l(vo,...,vk): Ay — ‘K’

mit

ly(e;) =vi (i=0,...,k).
Dann ist 1,(A;) C |K¥| = |K[* und 1,(A,) C |K[*~'. I, induziert damit einen
Homomorphismus

ls = (lo)s: He(Ap, Ay) = Hy(| K", | KF1) = Cp(|K)).

(b) Wir definieren nun C(s) € Cx(|K]) duch

Dann hiangt C(s) wegen (6.9) nicht vom Représentanten v von s ab, denn ist v’ ein
weiterer Repréasentant, so gibt es eine gerade Permutation o € 'y 11 mit I,y = [, ol,.
Also ist

=lid]
C setzt sich dann eindeutig zu einem Homomorphismus

fort, denn ) ) ) B B
Cs+57Y) = C(s) + C(s7) = (1)) + 1,1 () = 0

(fiir die Fortsetzung C' auf Cy(K) = F(orientierte k-Simplexe), vergleiche (3.7)(a)),

Cr(K) —2— Cy(K])
l ///ék//
Ci(K)

weil zwei Reprisentanten v von s und w von s~ ! sich um eine ungerade Permutation
o unterscheiden,

ly=1lyols

mit sgn(o) = —1. Es folgt:



(6.11) Satz. Sei K ein simplizialer Komplex und C := (Ci: Cp(K) — C’k(]K\))keNO
wie in (6.10)(b). Dann ist C: C(K) — C(|K|) eine Kettenabbildung und sogar ein Iso-
morphismus zwischen Kettenkomplexen.

Beweis. (a) Versieht man jeden k-Simplex s von K mit einer Orientierung, so ist [5([id] €
Hy(|K|*,|K|*~1) eine Orientierung der k-Zelle (s) von (|K|, (|K|*)), denn ,: B* =
Ay — |K|¥ ist eine charakteristische Abbildung fiir (s) (wo v ein Repriisentant fiir s
(und (B¥, S¥=1) — (A, Ay ein fest gewéhlter Homdomorphismus) sei). Cy,: Cp,(K) —
Cr(]K]) bildet damit eine Basis von C(K) — namlich die so orientierten k-Simplexe
von K — in eine Basis von Cy(|K|) — ndmlich die so orientierten k-Zellen von |K| —
ab, ist also Isomorphismus.

(b) C ist eine Kettenabbildung:

Sei dazu s = (v, ..., vg) ein orientierter k-Simplex und v = (vg, ..., vx) ein Repréa-
sentant. Dann ist

00 C(s) = 0(ls[id]) = 9((lo)«([id])) = ([l o id]) = O([l.])

Aber

und daher ist

k k
Cod(s)=C (Z(—ni (Woy -+ -, T, - - .,vk>) = Z(—l)’C((vm i)

i=0 —
k k
wie oben i i
S ) ) = D (1)l o 0]
=0 i=0
=000(s).

Also ist C' 0 9(v) = 0 o C(v) fiir alle v € Ck(K), das ist: CO = Oe.
0

(6.12) Kommentar. (a) Insbesondere induziert daher C* := C : C(K) — C(|K|)
einen Isomorphismus zwischen der simplizialen Homologie von K und der zelluldren
Homologie von | K],

ClK: H(K) — H(C(K)))).
(b) Betrachtet man fiir jedes k € Ny die beiden Funktoren Fy, F5: SK — Ab,
Fi=Hy, Fo=HoCol-|,

so ist C, = (CK) Keob(sk) éine natiirliche Transformation zwischen F} und F3, also:
Ist ¢p: K — L simplizial, so kommutiert:



Hy(K) Hi(C(IK]))
Hk(SD)J C lHk(KOD
Hy(L) Hy(C(IL)))

CL

(Ubung; sogar C = (C¥: C(K) — C(|K])) ist schon eine von Fy, Fp: SK —
KK,Fl :C7F2:CO")

(c) Schaltet man nun die natiirliche Transformation ®~! = (®~(X)) . cob(cw) 150
©;H(K): Hy(C(IK]) — Hi(|K])
dahinter, so erhélt man mit % := ® ' o C, eine natiirliche Transformation von

Fy = Hp nach F, = Hio|-|, F1, F»: SK — Top, die fiir jeden simplizialen Komplex
K ein Isomorphismus ist (vergleiche (3.13)),
H(K): Hi(K) — Hy(|K]).

(6.13) Vorbereitung. Sei K ein simplizialer Komplex. Man kann dann eine Kettenab-
bildung zwischen C(K) und S(|K|) bekommen, die H(K) in der Homologie induziert,
wenn man eine totale Ordnung w auf K° wihlt.

Dann nimmt man namlich fiir jeden orientierten k-Simplex s = [v, ..., vx] den eindeutig
bestimmten Reprasentanten v = (vg, ..., v) mit vgp < v1 < -+ < vg. Setzt man dann

Ck(w): Ck(K) — Sk(\K]),Ck(w)(s) = lU,

wo ly: Ar — |K]| linear sei und durch l,(e;) = v; (i = 0,...,k) definiert ist. So erhélt
man dann eine Kettenabbildung C'(w) = (Ck(w)) von C(K) nach S(|K|) (Beweis #hnlich
wie in (6.11)).

(6.14) Korollar. Es gilt dann fir C(w)«: H(K) — H(|K]|):
Clw)e=H.

C(w)« st also ein Isomorphismus und unabhdingig von w.

Beuweis. Ist ®4: Hy(|K|) — Hy(C(|K])) wie in (6.7), so miissen wir also
(I)k o C(w)* = C*

priifen. Mit den Inklusionen #*: X* < X und j*: X¥ — (X% X*-1) ist fiir jeden
simplizialen k-Zyklus z € Z(K), z = Y _;_, n;s;, und v; dem geordneten Représentanten

von s;:
.

@10 C@)a((2]) = Y mii(llul) = 3 mallo) on i)
=0

=0



wenn man [, zunéchst als singulédres Simplex in X k auffasst und dann als relative Ho-
mologieklasse in Hy (X", X*1) (X := |K]),
[Zvi]X = Zl:([lvz]Xk)v
o) (e xi-1) = 5 ([l )
Aber

[lo] = [lv; o id] = (I,)«([id]) = Ci(s:)
und damit

Dy OC an Ck 51 = ( )] - C*([ZD

(6.15) Definition. Sei X ein topologischer Raum.
(a) Sind alle Homologiegruppen H(X) (k € Np) endlich erzeugt, so nennen wir
be(X) = rg (Hi(X))
die k-te (topologische) Betti-Zahl von X (und #hnlich fiir die Torsionskoeffizienten
von Hy(X)).

(b) Sind zudem nur endlich viele Homologiegruppen nicht-trivial, also Hy(X) = (0) fiir
fast alle k € Ny, so heifit

=0
die (topologische) Euler-Charakteristik von X.
(6.16) Korollar. (a) Sei K ein simplizialer Komplex. Dann gilt fir die kombinatori-

schen beziehungsweise topologischen Betti-Zahlen und damit auch fir die kombinato-
rische beziehungsweise topologische Euler-Charakteristik von |K|:

bi(K) = bi(|K]), Yk € No
X(K) = x(|K])-

(b) Ist (X, (X)) ein endlicher CW-Komplex und Z eine Zellzerlegung fiir (Xk) mit oy,
k-Zellen (k € Ny), so gilt fir die zellulire Euler-Charakteristik Y ;2 (—1)"a;:

o)

V(X) = (1o

=0



Beweis. (a) Wenn die Homologiegruppen Hy(K) und Hy(]K|) isomorph sind, so insbe-
sondere ihre Rénge (und Hy(K) ist endlich erzeugt),

bi(K) = g (Hy(K)) = rg (Hi(|K|)) = b(|K]).

k k

(Gleiches gilt natiirlich auch fiir die Torsionskoeffizienten nf, ..., n; .)

Da x(K) = Y_,(—1);(K) ist (siche (3.16)), folgt auch x(K) = x(|K]).
(b) Der Beweis von (3.16) zeigt, dass die Euler-Charakteristik x(C) eines endlich er-
zeugten Kettenkomplezes (das heift: Ci(X) endlich erzeugt fiir alle & € Ny und

Cr(X) = 0 fiir fast alle k € Np) mit der zugehorigen Homologie x (H(C)) iiberein-
stimmt,

(6.17) Kommentar. (a) Gilt fiir zwei simpliziale Komplexe K und L also |K| = ||
(vergleiche (3.13)), so ist tatséchlich

H(K) = H(L).

(b) Auch hingt die zellulire Homologie eines CW-Raumes (X, (X*)) nur von X ab und
nicht von der CW-Struktur (X*).

(c) Klassisch nennt man einen Teilraum X C R3 einen konvezen Polyeder, wenn er Ver-
einigung von ebenen Dreiecken ist (genauer: X = 7(|K|) fiir einen 2-dimensionalen

simplizialen Komplex K und einer linearen Projektion 7: |K| =X ), und wenn X
Rand eines konvexen Kompaktums A C R? mit A # () ist, X = 0A.

(6.18) Korollar (Eulerscher Polyedersatz). Fiir jeden konvewven Polyeder X C R3 mit
ag Ecken, aq Kanten und oo Flichen gilt:

ag— a1+ ag = 2.

Beweis. Sei X = |K]| fiir einen 2-dimensionalen simplizialen Komplex K. Es ist dann
ap — ai + ag = x(K).



Sei ohne Einschriinkung p = 0 € A (sonst verschiebe X). Dann ist X = S? vermége
X - S%xe H%ll (Ubung). Aber by(S?) = 1, b1(S?) = 0 und b2(S?) = 1 (und b;(S?) =0
sonst). Es folgt:

ag— a1+ az = x(K) = x(|K]) = x(§*) =1-0+1=2,

7 Axiomatische Homologietheorie

(7.1) Definition. Eine (axiomatische) Homologietheorie auf der Kategorie der topologi-
schen Paare (H,0) besteht aus einer Familie H = (Hj)gen, von Funktoren Hj: Tops —
Ab und aus einer Familie 0 = (0Jk)ken von natiirlichen Transformationen dy zwischen
Hy, F.: Tops — Ab,

Fp(X,A) = Hy_1(A,0) =: Hy—1(A)
Fi(f: (X, A) = (Y,B)) = Hy—1(f(A): Hp—1(A) = Hy_1(B)),

so dass gilt:

(a) Sind f,g: (X, A) — (Y, B) homotop, so ist Hy(f) = Hx(g): Hp(X,A) — H(Y, B)
fpr alle k € Ng (Homotopieaziom);

(b) Ist (X, A) ein Raumpaar und sind i: A < X und j: X — (X, A) die Inklusionen,
so ist folgende lange Sequenz abelscher Gruppen exakt (Ezaktheits-Aziom):

Hy(3)

Y mox) ™9 gy (x, 4) Y

(c) Ist (X, A) ein Raumpaar und ist U C A mit U C A, so induziert die Inklusion i: (X'\
U, A\U) — (X, A) einen Isomorphismus in der Homologie (Ausschneidungsaxiom),

Hy(i): Hy(X \ U, A\ U) = H(X,A), Vk e Ny.

(d) Fiir den einpunktigen Raum pt gilt (Dimensionsaxiom):

Z firk=0

0 sonst

Hy(pt) = {

(7.2) Kommentar. (a) Ahnlich kénnte man den Begriff der Homologietheorie auf den
Paaren simplizialer Komplexe SKo oder den CW-Paaren CW 4 definieren.

(b) Die singuldre Homologietheorie (H, d) auf Tops ist damit eine Homologietheorie im
Sinne von (6.19). Die simpliziale Homologietheorie (H, 9) und ebenso die Kompositi-
on (Ho|-|,00]-]) sind Homologietheorien auf SKs. Die zelluldire Homologietheorie
(HoC,00oC) und ebenso die singulére Theorie (HoV,00V'), wo V: CWga — Topa die
CW-Struktur vergisst ( Vergiss- Funktor), sind Homologietheorien auf CWy (Ubung).



(7.3) Satz (Die lange exakte Tripel-Sequenz). Sei (X, A, B) ein Raumtripel, i: (A, B) —
(X,B),j:(X,B) = (X,A) und k: A — (A, B) die Inklusionen und (H, ) eine Homo-
logietheorie auf Topa. Dann ist die folgende lange Sequenz abelscher Gruppen exakt:

ni n j Hn_ k 08X7A
o H (A B) Y o x, By Y h(x, A) 1B 0. A) Hy 1(A,B) —— -

Beweis. Exaktheit bei Hy,(A, B):
(i) im (Hn(k) 0 On1(X, A)) C ker (Hp(i)):

Seienl: X — (X, B) und m: A — X die Inklusionen. Dann ist folgendes Diagramm

kommutativ:
A—* (A B
X ' . (x,B)

Wegen der Funktorialitdt von H,, ist daher
H,(i)o H,(k) = Hy(l) o Hy(m).
Wegen der Exaktheit der Paarsequenz
e Hyp (X, A) S gy P
ist Hy,(m) o Op41(X, A) = 0. Also ist

Hy (i) o Hp(k) © Op11(X, A) = Hn(l) © Hp(m) 0 01 (X, A) = 0.

=0

(ii) ker (H,(i)) C im (H, (k) o 8p41(X, A)): Ubung.
Exaktheit bei H, (X, B) und H, (X, A) Ubung. O

(7.4) Kommentar. Weil man im Beweis von (1.20) nur die Exaktheit der Tripel-Sequenz
und den Ausschneidungssatz verwendet hat, gilt nun auch fiir eine allgemeine Homolo-
gietheorie (H, ) auf Topa:

(7.5) Satz. Sei X ein toplogischer Raum und A C X ein starker Umgebungs-Deformationsretrakt.
Dann induziert die Projektion m: (X, A) — (X/A,[A]) einen Isomorphismus in der Ho-
mologie,

Hy(m): Hy(X, A) — Hy(X/A,[A]), Vk € N,



Beweis. vergleiche (1.20). O

(7.6) Kommentar. (a) Man nennt ein stetiges f: (X, A) — (Y, B) einen relativen Ho-
moomorphismus, wenn f(X \ A) CY \ B ist und

fIX\A): X\A—-Y\B
ein Hom6omorphismus ist.

(b) Ist X kompakt, A C X abgeschlossen und starker Umgebungs-Deformationsretrakt,

ist auch Y kompakt, B C Y abgeschlossen und starker Umgebungs-Deformationsretrakt,

und ist f: (X, A) — (Y, B) ein relativer Homéomorphismus, so ist das induzierte
Hk(f) Hk(X,A) —>Hk(Y',B), Vk € Ny,

fiir jede Homologietheorie (H,d) auf Topz ein Isomorphismus. Es ist ndmlich das
induzierte

f+(X/A[A4]) = (Y/B,[B])

zunéichst stetig und bijektiv. Weil aber X/A kompakt und Y/B hausdorffsch sind
(Ubung), folgt: f ist sogar Homdomorphismus. Dann folgt die Isomorphie von Hy(f)
aus (7.5) und der Kommutativitidt von

Hy(f)

Hy(n(X:A)) | = C 2| Hy(n(VB))
Hy(f)
Hy(X/A,[A]) ——% Hy(Y/B,[B))

[~=3

(7.7) Definition. Seien (H,0) und (H',d") zwei Homologietheorien auf Topz. Ein Ho-
momorphismus ®: (H,0) — (H',d') ist eine Familie ® = (®y)gen, natiirlicher Trans-
formationen ®; von Hj nach Hj, so dass fiir alle Raumpaare (X, A) und alle k¥ € Ny
folgendes Diagramm kommutiert:

Pr (X, A)

Hy(X, A) H{(X, A)
(X, A) 9, (X, A)
D _1(A)

Hy1(A) ———— Hj;_,(A)

(7.8) Satz. Seien (H,0) und (H',d") zwei Homologietheorien auf Tops und sei ®: (H,d) —

(H',0") ein Homomorphismus, so dass ®o(pt): Ho(pt) — H\(pt) ein Isomorphismus ist.
Dann gilt fiir alle Polyederpaare (X, A) und alle k € Ny, dass auch

By(X, A): Hy(X, A) — HJ(X, A)

ein Isomorphismus ist.



Beweis. Ein Polyederpaar (X, A) ist ein Raumpaar, so dass es ein Paar simplizialer Kom-

plexe (K, L) (das heifit: L ist ein Teilkomplex von K) gibt und einen Homéomorphismus
[ (1K IL]) = (X, A).

(a)

Wir konnen annehmen, dass A = () ist, denn gilt die Aussage fiir die absolute Ho-
mologie von X und A, so folgt aus dem Exaktheitsaxiom und dem Fiinferlemma die
Aussage auch fir (X, A),

m(A)% <I>k(X)‘% ‘¢k<X,A) e‘@k_lm) %cbk_l(x*)

HY(A) —— HJ(X) —— H}(X, A) — H]_,(A) — H]_ (X)

Sei X := |K|. Induktion nach r := #K:
r = 1: Es gilt X = pt, also gilt

@y (pt): Hy(pt) — Hy(pt)

ist Isomorphismus nach dem Dimensionsaxiom und der Voraussetzung fiir ®y(pt),
VEk € Np.

r~r+1:Sei n =dim K und s € K mit dims = n. Betrachte dann L := K \ {s}.
Es reicht nun zu zeigen, dass

(K], |L]): H(|IK|, L) = H'(|K], |L])

ein Isomorphismus ist, denn #L = r und ®(|L]|) ist deshalb nach Induktionsvoraus-
setzung ein Isomorphismus. Die Aussage liefert dann wieder das Exaktheitsaxiom
und das Fiinferlemma,

Hi1 (1K, |L]) — Hi (L) — Hi(|K]) — Hi(|K], |L]) — Hip-1(|L])

‘Pk+1(|K|7L)N“ ¢k(|L|)hN h‘bkﬂKD NN%UKLUJ) Nh‘bklﬂﬂ)

Hy oy (1K L) — H (L)) — Hi(IK]) — Hi (K], [L]) — Hj (L)

Es ist nun die Inklusion i: (|s|,|$|) — (]K],|L|) ein relativer Homéomorphismus,
denn

[\ L] = (s) = [s[ \ ]3].

Da (|s|,|$]) und (| K|, |L|) die Voraussetzungen von (7.6)(b) erfiillen, sind Hy (i) und
Hj (i) Isomorphismen. Da @}, eine natiirliche Transformation ist, reicht es zu zeigen,
dass ®(|s|,|$|) ein Isomorphismus ist (also X =B" und A = S*° 1),



Hy,

—~

i)

Hi(|s1, 15)) ———=—— Hi(|K[,|L])
@1.(|s], 1)) G @ (K], L))
H (|5, 8]) ———— H}(|K], |L])

k HL (i) k

(d) Induktion nach n = dim s:

n = 0: BEs gilt (B%,S" 1) = (pt,0) = pt. Also ist ®(|s|,|3|) Isomorphismus (nach
Dimensionsaxiom und Voraussetzung).

n ~ n+1: DaB"! = pt ist, liefert das Homotopieaxiom, dass ®(B"*1): H(B"*!) —
H'(B™*1) ein Isomorphismus ist. Da dim § = n ist liefert die Induktionsvoraussetzung
(zusammen mit (c) und (b): Gilt die Aussage (d) fiir n, so zeigt (c) und (b), dass
®(|K|) ein Isomorphismus ist, falls dim K = n ist.), dass ®(S") ein Isomorphismus
ist. Das Exaktheitsaxiom und das Filinferlemma implizieren dann die Isomorphie von

(B, S"),

Hy(S") —— Hy(B™) —— Hy(B™1,S") —— Hy_1(S") —— Hy_1(B™+)

%(S")BN ¢k(3"+1)hw h@e(ﬁnﬂ,gn) th’k—l(gn) Nh%ﬂﬁnﬂ)

Hj(S") —— H{(B™) — H(B"+,§") — H} ,(S") — Hj_,(B")

O]

(7.9) Kommentar. (a) Das gibt einen alternativen Beweis fiir die Isomorphie von H (K)
und H (| K|) fir einen simplizialen Komplex K (vergleiche (3.13)). Ist ndmlich w eine
Ordnung auf K, so ist

C(w)s: (H,0) = (Hol-[,00]-])

ein Homomorphismus zwischen Homologietheorien auf SKy, so dass C'(w)o(pt): Ho(pt) —
Hy(|pt|) (fiir den einpunktigen simplizialen Komplex pt) ein Isomorphismus ist.

(b) Ein Satz von Eilenberg-Steenrod (1952) besagt, dass es zu je zwei Homologietheorien
(H,0) und (H',0’) auf Tops und einem Homomorphismus ®q: Hy(pt) — H}(pt)
genau einen Homomorphismus ®: (H,9) — (H',d’) mit ®(pt) = ®¢ gibt, wenn man
(H,0) und (H', ') auf die Unterkategorie der Polyederpaare einschrinkt. (Daraus
folgt natiirlich sofort (7.8).)



8 Homologie mit Koeffizienten

(8.1) Motivation. (a) Homologie mit Koeffizienten in einer festen abelschen Gruppe G
wird aus Kettenkomplexen gebildet, in der die Kettengruppen direkte Summen von
Kopien von G (nicht von Z) sind, ihre Elemente also formale Linearkombinationen

¢=g101+ -+ grop,

mit r € Ny, g; € G und (in der singuldren Theorie) singuldre k-Simplexen o; (j =
1,...,7).

(b) So bekommt man etwa bei der Koeffizentengruppe G = Zs aus (5.9)(e), dass fiir den
Randoperator 0 des zelluldren Kettenkomplexes von P*(R) (n € Ny) mit Koeffizien-
ten in Zg gilt: @ = 0. Das fithrt dann zu:

Zg furkzO,,n

0 sonst

Hi(P"(R); Z2) = {

(8.2) Definition. Seien A und B abelsche Gruppen. Wir nennen ein Paar (T',¢) beste-
hend aus einer abelschen Gruppe T und einer bilinearen Abbildung t: A x B — T ein
Tensorprodukt von A und B, wenn (folgende universelle Eigenschaft) gilt: Ist (C,s) ein
weiteres Paar, so existiert genau ein Homomorphismus ®: 7" — C mit ® ot = s,

(8.3) Kommentar. (a) Ein Tensorprodukt (7', t) ist — wenn es existiert — durch (7.2) in
folgendem Sinn eindeutig bestimmt: Sind (77, ¢1) und (7%, t2) zwei Tensorprodukte, so
gibt es einen (sogar eindeutig bestimmten) Isomorphismus ®: 77 — T, mit $oty = to
(Ubung),

Ax B
/ K

(b) Die Existenz sieht man so: Bilde zunéchst die abelsche Gruppe F(A x B) und be-
trachte darin die Untergruppe R, die von allen Elementen
(a1 + a2,b) — (a1,b) — (az, b), (%)
(CL, b1 + b2) - (aa bl) - (CL, b2)7

T Ty

& | IR



mit a,ai,as € A und b,b1,ba € B, erzeugt wird. Ist i: A x B — F(A x B) die
kanonische Inklusion und 7: F(A x B) — F(A x B)/R die kanonische Projektion, so
setze man

A® B :=F(A x B)/R,
Q:=moi: Ax B — AR B.

Es ist dann A ® B sicher eine abelsche Gruppe und ®: A x B - A® B, (a,b) —
a®b:= ®(a,b), bilinear, denn

(a1 +a2) @b—a1 ®b—ay®b=m((a1 + az,b) — (a1,b) — (az,b)) =0
und &hnlich sieht man:
® (b1 +b2) =a®b; +a® bs.
Beachte auch, dass fiir alle a € A,b € B und n € Z gilt:
® (nb) = (na) ® b =n(a @ b)

(Ubung).

Die universelle Eigenschaft folgt auch: Ist s: Ax B — C bilinear, so existiert zunéchst
nach der universellen Eigenschaft des Paares (F(A x B), i) ein eindeutig bestimmter
Homomorphismus ®: F(A x B) — C mit ®oi = s,

AXBLC

i <
| s

F(A x B)

Da ®|R = 0 ist (wegen (x) und da s bilinear ist), existiert nach der universellen
Eigenschaft des Quotienten (F(Ax B)/R, 7) genau ein Homomorphismus ®: A®B —
Cmit pr=7,

(AXB)%C

A® B

® existiert also und ist auch eindeutig, denn kommutiert das folgende (dufsere) Dia-
gramm, so auch das obige Teildiagramm,



A®B

(c) Jedes Element ¢t € A ® B hat damit eine Darstellung
t=a1 b1 +...a, Vb,

mit » € Ng, a; € A, b; € B (i = 1,...,r), denn F(A x B) wird von im(i) erzeugt
und 7 ist surjektiv. Beachte aber, dass die Darstellung im Allgemeinen keineswegs
eindeutig ist.

(8.4) Definition. Seien f: A — A’ und g: B — B’ Homomorphismen zwischen abel-
schen Gruppen. Dann wird durch

h(a®b) = f(a) ® g(b) (%)
ein Homomorphismus h: A ® B — A’ ® B’ definiert, den wir mit h := f ® g bezeichnen.

(8.5) Kommentar. (a) f ® g ist eindeutig durch die Bedingung (*) tatséchlich wohl-
definiert und eindeutig bestimmt. Betrachte dazu n&mlich die bilineare Abbildung
H: AxB— A ®B,
H(a,b) = f(a) ® g(b).
Nach der universellen Eigenschaft von (A® B, ®) gibt es genau einen Homomorphis-
mus h: A B— A’ ® B’ mit ho® = H, das heif:

Ax B fx9 A'x B
o] 88 e
AQB ------- » A @ B’

(b) Sind f': A’ — A” und ¢’': B’ — B” weitere Homomorphismen, so gilt (offenbar)

(ffogd)o(fog)=(fof)® (g og),

insbesondere ist
f®g=(f®id)o (id®g).

Hélt man daher einen Faktor G € Ob(Ab) fest, so erhélt man durch F': Ab — Ab,

F(A):=A®G, F(f)=foidg



einen (covarianten) Funktor.

(F: Ab x Ab — Ab,(A,B) — A® B,(f,g9) — f ® g, ist ein Bifunktor, in beiden
Argumenten covariant.)

(8.6) Bemerkung. Seien Ay, As und G abelsche Gruppen. Dann definiert die Zuordnung
P ((a1,a2) ® g) = (a1 ® g,a2 ® g) (*)

einen Isomorphismus zwischen (A1 ® A2) ® G und (A1 @ G) ® (A2 ® G).

Beweis. Wieder ist ®: (A1 @ A2) x G = (A4, © G) @ (42 @ G),

®((ar,a2),9) = (a1 ® g, a2 ® g)
bilinear und daher ®: (4; & A2) ® G — (A1 ® G) & (A2 ® G) durch (x) wohldefiniert.
Ebenso ist ¥: (41 ® G) ® (A2 ® G) = (A1 @ A2) ® G durch

V(a1 ® g1,a2 ® g2) = (a1,0) ® g1 + (0,a2) ® g2

wohldefiniert und es gilt:
Vod=id, Po¥ =id.

Also ist @ ein Isomorphismus. O

(8.7) Beispiel. (a) Ahnlich wie in (8.6) sieht man, dass A ® B = B ® A ist (vermoge
a®b—b®a).

(b) Fiir alle abelschen Gruppen A ist
ARZ=A

vermoge a ® n +— na (ind Inversem a — a®1). (na :=a+ ---+ a, n-mal, fir n > 0;
0a:=0,na:=—-a—---—a, (—n)-mal fiir n < 0.)

(c) Ist G ein Korper und A abelsche Gruppe, so hat A ® G sogar die Struktur eines
G-Vektorraums verméoge
g (a®g)=a®(d9g).

(d) Ist A=7Z", so ist deshalb A ® G = G", denn

AeG=70ad¥ zear=a.



(e) Ist A eine Torsionsgruppe, das heift Va € A In € N: na = 0, und G ein Korper der
Charakteristik 0, so gilt
ARG =0,
denn ist a € A beliebig und n € N mit na = 0, so ist
— ()@ =08+ =0
= % ®n_ @ — =10,

SRS
3

a®l=a® (n-

damit auch fiir jedes g € G
a®g=¢g-(a®1)=g-0=0
und daher schlieflich ¢ = 0, fiir alle t € A® G.

(f) Fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A = Tor(A)®Zb (mit b = rg(A) eliminiert
das Tensorprodukt mit Q (oder R oder C) also den Torsionsanteil von A,

A®Qx=Qb.

(g) Fiir m,n € N ist

g i

(h) Fiir m,n € N ist (Ubung):
Loy @ Ly = ZggT(m,n)‘

Die Beispiele (g) und (h) erméglichen damit die Berechnung von A ® B fiir alle endlich
erzeugten abelschen Gruppen.
(8.8) Bemerkung. Sei G eine abelsche Gruppe.
(a) Sei weiter
A5 B 0—0

eine exakte Sequenz abelscher Gruppen. Dann ist auch die Sequenz

A Bea % cac—o0
ezvakt.
(b) Ist
0—+A—=-B—=-C—=0 (%)
exakt und spaltet, so ist auch
0+A®G—+BG—-C®G—0 (xx)

exakt und spaltet.



Beweis. (a)

(i) Exaktheit bei C' ® G: Sei ¢ € C, g € G beliebig. Dann gibt es b € B

mit ¢ = B(b) und es gilt

c®g=p0b)®g=(B®id)(bx g).

Da {c®g|ce C,g € G} die Gruppe C ® G erzeugt, ist f ® id surjektiv.
(ii) Exaktheit bei B ® G:

(1)

Wegen
®id) o (a ®id) = ®id =0,
(B@id)o(a®id) = (foa) @i
=0
ist
im(a ®id) C ker(f ® id).
Betrachte ¢: C x G - B® G /U mit U := im(a ® id), gegeben durch

@(c,g) :=[b®g] mitbe B (c).

Wegen der Surjektivitit von § existiert ein solches und ¢(c, g) hangt nicht
von der Auswahl dieses Urbildes ab, denn ist b’ ein weiteres, also 5(V') =

B(b) = ¢, so ist
B~ b) = ) — BB) = ¢~ c = 0.
Deshalb gibt es ein a € A mit a(a) = b — b. Aber dann ist
Vog-beg=0-b)og=ala)®g=(a®id)(a®g) €U,

also
b®g =gl

Aus diesem Grund ist ¢ nun auch linear, denn sind b € 87!(c) und V' €
B~Y(c'), so kann man als Urbild von ¢ + ¢’ gereade b+ b wihlen und daher
ist

Ple+d,g)=[b+V)2g] =g+ [ ®@g]=o(c,9) +(c, 9).

Also induziert ¢ einen Homomorphismus ¢: C®G — BRG/U mit po® =
@. Dann gilt fiir alle b € B und g € G:

po(B@id)(b®@g) =@(B(b),g9) =b@gl=7(b®g)

und daher ¢ o (8 ® id) = 7, fiir die kanonische Projektion 7: B @ G —
B®G/U,



a®id BoG B ®id

||

B®G/U

A®G

Sei nun ¢ € ker(8 ® id) beliebig. Dann ist
0=(0) = p(B@id(t)) = (1),
also t € ker(r) = U = im(a ® id). Also ist auch

ker(f ®id) C im(a ® id).

(b) Ist I: B — A linksinvers zu «, also [ o a = id (eine Spaltung von (x)), so ist
((®id)oca®id) = (loa)oid = id4y ®idg = idaga

und damit « ® id zunéchst injektiv. Damit ist (xx) exakt (auch bei A ® G) und da
nun / ® id offenbar auch linksinvers zu a ® id ist, spaltet (xx) auch.

O

(8.9) Kommentar. (a) Wegen (8.8)(a) sagt man, dass der Funktor F; := _®G: Ab —
Ab rechtsexakt ist, weil er exakte Sequenzen der Form

o —>e—eo—0

in wieder solche iiberfiihrt.
(b) Er ist nicht exakt, das heift er iiberfiihrt sogar kurze exakte Sequenzen
0—>e—>e—>e—0
in wieder solche, wie folgendes Beispiel zeigt: Betrachte die kurze exakte Sequenz
0—Z-5Q-5Q/Z—0
(mit der Inklusion ¢ und der Projektion 7). Dann ist die mit Zo tensorierte Sequenz
0 —Z8Z 25 Qe ™% (Q/2) ©Z — 0

nicht exakt (bei Z ® Zs), denn Z ® Zy = Zy, wihrend Q ® Zy = 0 ist (siche (8.7)(b)
und (8.7)(c)). Also kann ¢ ® id nicht injektiv sein.



(c) Seien C' und G abelsche Gruppen. Das im Folgenden eingefiihrte Torisonsprodukt
Tor(A, G) ist ein Maf dafiir in wie weit eine kurze exakte Sequenz (eine Erweiterung

von C (um A))
0—A-%BLc—o0

beim Tensorieren mit G nicht exakt bleibt, das heifit: Es gibt dann eine (lange) exakte

Sequenz

Tor(C,G) — A2 G 22S BoG —CoG — 0

(und (der Isomorphietyp von) Tor(C,G) wird nicht von A und B (und auch nicht
von « und () abhéngen).

(8.10) Definition. Sei A eine abelsche Gruppe. Ist F' eine freie abelsche Gruppe, so
heiftt eine kurze exakte Sequenz

S:0-—sR-F L4130

eine freie Auflésung von A.

(8.11) Kommentar. Als Untergruppe (via «) von F' ist dann auch R frei (F = frei,
R =Realtionen). Ist (e;);cs eine Basis von F, so ist also & = (8 (ei))i ¢ €in Erzeugenden-
system von A und ist (r;)je; eine Basis von R, so sind (a(rj))j ¢, die Relationen von

£.
(8.12) Beispiel. (a) Ist A frei, so kann man F' = A und § =id (also R = 0) wéhlen,

0—0—A-% 40
(b) Fiir A = Zy ist beispielsweise
0—2Z-52"572—0

eine freie Auflésung,.

(c) Ist A beliebig, so betrachte man A als Menge und setze F' := F(A). (Vorsicht: In F(A)
ist fiir @ € A das Element 2 - a ein anderes als 1-(2a) und 1-04 # Op(4).) Sei dann

m: F — A der Homomorphismus, der auf der Basis (i(a)) (i: A— F,a+—1-a)

durch
m(i(a)) = a

gegeben ist. (Natiirlich ist dann zum Beispiel m(2 - a) = 7(1 - (2a)) und 7(04) =
7(Op(a))-) Ist schlieblich R := ker(m) und j: R — F die Inklusion, so ist offenbar
exakt (denn 7 ist surjektiv):

acA

S(A): 0— R F " A—0.

Es heifst S(A) die Standard-Aufiésung von A.



(8.13) Definition. Seien A und G abelsche Gruppen und S(A) die Standard-Auflésung
von A. Dann heift
Tor(A,G) := ker(j ® idg)

das Torsionsprodukt von A und G.

(8.14) Kommentar. (a) Beachte, dass also nun nach Definition die mit G tensorierte
Standard-Auflésung mit dem um Tor(A, G) (und der Inklusion i) erweitertem Glied
exakt wird,

0— Tor(A4,G) 5 ReG2Y Foc ™% A0 G —s 0.

(b) Wir mochten dies nun auch fiir jede freie Auflésung von A erreichen.

(8.15) Lemma. Seien A und A’ abelsche Gruppen, seien

S:0-—R-F 2 a0

und

al

S 0—R S F a0
freie Auflosungen und sei h: A — A’ ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) Es gibt Homomorphismen g: F — F" und f: R — R', so dass folgendes Diagramm
kommutiert ((f,g,h) ist Homomorphismus von S nach S’):

(b) Sind g: F — F' und f: R — R’ weitere Homomorphismen, so dass (x) mit g statt g
und f statt f kommutiert, so existiert ein Homomorphismus ¢: F — R', mit

dop=g—g und poa=f—F,




Beweis. (a) Sei (e;)ier eine Basis von F und af := hof(e;) € A’ (i € I). Da /' surjektiv

ist, gibt es Elemente = € F' mit §'(z}) = a} (i € I). Wir definieren dann g: F — F’
durch
gle) ==, (iel).
Dann ist
B oglei) = B'(xj) = aj =hoBle;), Viel,
also 3/ og=hof.

Sei nun x € R. Wegen

B’ogoa(:v):hoé\o/g(m)z()
=0

und der Exaktheit der Auflosung S’ gibt es genau ein 2/ € R mit o/(z) = g o a(z).
Wir setzen f: R — R/, f(z) := a’. Bezeichnen wir mit o/: R' — U’ C F’ auch den
Isomorphismus gegeben durch U’ := im(a/), so ist also

f=(@)"ogoa
und damit ein Homomorphismus. Aufferdem ist

a’of:o/o(a')*logoa:gooz.
————

=id
Fiir jedes x € F' ist

B'(g(x) — g(x) = ' 0 g(z) — B’ o g(x) = ho B(x) —hof(z) =0

also ist p: F — R’ durch
pi=(a) "o (3-9)
wieder wohldefiniert (und homomorph) und nach Konstruktion ist

/

o op=j—g.
Es ist aber auch
do(f-f)=a'of—aof=Goa—goa=(j-gloa=aopoa.

Da o/ injektiv ist, folgt:

f-f=g¢oa.



(8.16) Proposition. Seien G, A und A’ abelsche Gruppen,

S0-—R-SF 2410

a/

S’:O—>R’—>F’ﬂ>A’—>O

freie Auflosungen von A beziehungsweise A’ und sei h: A — A’ ein Homomorphismus.
Dann gibt es genau einen Homomorphismus

®=d(h;9,9): ker(a®idg) — ker(a/ ® idg),

so dass gilt: Sind g: F — F' und f: R — R’ beliebige Homomorphismen, so dass
(f,g,h): S — S" Homomorphismus zwischen exakten Sequenzen ist, so kummutiert auch
folgendes Diagramm.:

a®id

0 ——ker(a®id) —— R®G Foc 2% Aea——0

@h hf@id hg@id hh@id (*)

.y / . ! d
0 ker(@®@id) —— Reoc e yeq——0

(8.17) Kommentar. Das erstaunliche an (8.16) ist nicht so sehr die Existenz und Ein-
deutigkeit von ® bei gegebenen (f, g, h), denn der einzige Kandidat ist nattirlich durch

®=(")"to(f®id)oi

gegeben (wobei natiirlich zu priifen ist, dass (f ® id) o4 ins Bild von i’ abbildet). Es
ist vielmehr die Unabhéngigkeit von den gewé#hlten Homomorphismen f und g, die
(f,g9,h): S — 8" zu einem Homomorphismus zwischen exakten Sequenzen macht.

Beweis. Sei (f,g,h): S — S’ eine feste Fortsetzung von h (siehe (8.15)(a)). Dann ist

(¢ ®id)o ((f®id)0i) = (¢®id) o (@ ®id)oi =0,
=0

deshalb gilt im ((f ® id) 0 ¢) C im(') und damit ist
d:= (") to(f®id)oi
wohldefiniert (und macht (%) kommutativ).

Ist (f,g,h): S — S’ eine andere Wahl, so gilt mit ¢: F — R’ wie in (8.15)(b) und

P .= (i,)_l o(f®id) o1,



dass
7o(@-®)=i0d—iod=(f®id)oi— (f®id)oi=((f—f)®id)oi
=((poa)®id)oi=(p®id)o (a®id)oi=0.
=0
Wegen der Injektivitit von i folgt ® — ® = 0, also ¢ = ®. O
(8.18) Korollar. Betrachtet man die freien Auflésungen

S:0-—R-F 2 a0

als Objekte einer Kategorie C und als Morphismen von S nach

Oé/

S 0— RS a 0
Homomorphismen h: A — A’, so ist ®: C — Ab,
®(S) = ker(a ®id), (h; S,5") — ®(h; S, ")
wie in (8.16), ein Funktor, das ist:
(a) ®(id; S, 5) =id,
(b) ®(1';5,58") 0 ®(h;S,S") = ®(h oh;S,S").
Beweis. (a) Ist h =id und S = 5’, so kann man in (8.15) f = id und g = id wihlen und
erhiilt mit ® = (') Lo (f ®id) o :

o =id.

(b) Sind (h;S,S") und (h';S’,S") gegeben und die Forsetzungen (f, g) beziehungsweise

(f',g") schon gewéhlt, so kann man ¢” := ¢’ o g und f” := f’ o f als Fortsetzung fiir
h' o h wihlen. Setzt man dann

®:=d(h'; 9,5 od(h; 8,9,

so kommutiert das Diagramm (x), weil das obere und das untere Teildiagramm kom-
mutiert. Es folgt: ® = ®(h' o h; S, S5”).

0 —— ker(a®id) —— R® G F®d AG——0

0——ker(d @id) — > RQG—— F oG ——AG——0 (¥

0 —— ker(@”®id) —— R"®G —— F'9G—— A"®G —— 0



O]

(8.19) Kommentar. (a) Ist h: A — A’ ein Isomorphismus (zum Beispiel A = A’ und
h =id), so muss also fiir zwei freie Auflsungen S von A und S’ von A’

®(h; S, 8"): ker(a ®id) — ker(o/ ®id)

ein Isomorphismus sein (denn wegen (8.18) ist ®(h~1;S’, ) invers zu ®(h; S, S")).

(b) Ist A eine abelsche Gruppe, S eine beliebige Auflésung und S(A) die Standardauf-
l6sung von A, so erhalten wir insbesondere einen Isomorphismus

®(id; 5, 5(A)): ker(a @ id) —» Tor(4,G),

denn fiir 8" = S(A) ist ja ker(j ® id) gerade Tor(A, G).

Es héngt also der Isomorphietyp von ker(a ® id) nicht von der Wahl der freien
Auflésung ab (und man hat sogar einen kanonischen Isomorphismus).

(8.20) Beispiel. (a) Ist A frei abelsch, so ist (fiir beliebiges G) offenbar
Tor(A,G) =0,

denn .
S:0—0-"54"% 410

ist eine freie Auflésung mit R = 0, also

Tor(A,G) Zker(a®id) C R® G = 0.

(b) Sind A, Ay und G abelsche Gruppen, so ist auch hier
Tor(A; & Ay, G) = Tor(Ay, G) @ Tor(Ay, G),
denn fiir zwei Auflésungen
S1:0— R 25 F — A — 0

und
SQ:OHRQ%FQHAQHO
ist
S:OHRl@RQm)Fl@FQHAl@AQHO
eine freie Auflésung von A; @ As. Es folgt
Tor(A; ® Az, G) = ker ((q ® ) ®id ) = ker (o ® id) @ (a2 ® id))
= ker(ag ®id) @ ker(ap ® id) = Tor(A41, G) & Tor(As, G).



(c) Sei n € N und G eine abelsche Gruppe. Dann gilt:
Tor(Zy,G) = {g € G | ng =0}.
Denn
S:0—Z 5 Z "5 Ly, —0

mit a(k) = nk, ist eine freie Auflésung von Z,, und wegen der Isomorphie Z ® G —
G,1® g+ g, sind die beiden folgenden exakten Sequenzen isomorph:

0——ker(@®id) ——Z00 229 2706 729 2,0 G —— 0

| |

0 —— ker(a@) - G G—— 7, ®G——0

7

R
R
R
R

ol
3

mit a(g) = ng und 7(g) = 1 ® g. Daher ist

Tor(Zy, G) = ker(a ®id) = ker(a) = {g € G | ng = 0} .

(d) Ist zusammen gefasst A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (also A = Zb@ Tor(A)
mit b =rg A) und G ein Korper der Charakteristik 0, so ist wegen (a), (b) und (c):

Tor(A,G) = 0.

(e) Vn,m € N: Tor(Zm, Zn) = ZLggt(n,m) (Ubung).

(8.21) Kommentar. Sei G eine feste abelsche Gruppe. Dann definieren wir F' =
Tor(_,G): Ab — Ab auf den Objekten durch F(A) = Tor(A,G) und auf den Mor-
phismen h: A — B durch

F(h) = ®(h;S(A),S(B)).

Es wird dann F' zu einem Funktor.

(8.22) Definition. Sei C' = (Cf, Jx) ein Kettenkomplex und G eine abelsche Gruppe.
Dann nennen wir

CRG:=(Cr®G,0®id)
den zugehdrigen Kettenkomplex mit Koeffizienten in G.

(8.23) Kommentar. (a) C ® G ist tatsichlich ein Kettenkomplex, denn fiir alle k € Z
ist
(Ok—1 ®@id) 0 (9 ®id) = (Og—1 0 I) ®id = 0.
————

=0



(b)

(e)

Beachte, dass etwa fiir den singuldren Kettenkomplex S(X) = (Sk(X),dk) eines
topologischen Raumes X die k-Ketten mit Koeffizienten in G, das ist: die Elemente
von Cy ® G, gerade von der Form

C=g101+ "+ grOr

mit r € Ng, gi € G, 0, € Xp(X) (i = 1,...,r) sind (vergleiche (8.1)), wenn
wir das Element 0 ® ¢ € Sip(X) ® G (mit einem singuldren k-Simplex o) mit
go identifizieren, denn Si(X) ist nach Definition die frei abelsche Gruppe iiber
Y (X) = {singulére k-Simplexe},

Sk(X) =F(Zk(X)) = P 7,
Ze(X)

also ist

Sk(X)®G%( D Z)@G% P a.
Ek(X) Zk(X)

Warnung: Fiir ¢ = gi01 + ... groy ist also
¢ = g10o1 + - - - + g, 00,

mit
k

Jo = Z(—l)ka o d},

i=0
die Elemente o beziehungsweise 0o liegen aber nicht in Sk(X) ® G, da G im Allge-
meinen keine Eins hat.

Die Homologie von C' ® G notieren wir so:
Hi(C;G) = Hp(C @ G)

und nennen sie die Homologie von C mit Koeffizienten in G.

Frage: Wie hingen die abelschen Gruppen Hy(C) und Hy(C; G) zusammen?

(8.24) Definition. Seien C' und C” Kettenkomplexe, f: C — C’ eine Kettenabbildung
und G eine abelsche Gruppe. Dann heifst

[Ridg:CG—-C'®G

die von f induzierte Kettenabbildung.

(8.25) Kommentar. (a) f ist tatséchlich eine Kettenabbildung, denn

(0 ®@id) o (fr ®@1d) = (F 0 fr) ®id = (fr—100k) ®id = (fr—1 ®id) o (I @ id).



(b) Das Tensorieren mit G ergibt also einen Funktor F': KK — KK, durch
F(C)=C®G, F(f)=f®idg.

(8.26) Vorbereitung. Sei C ein Kettenkomplex, G eine abelsche Gruppe und k € Np.
Dann induziert das Tensorprodukt auf Cy x G ein lineares

Zex G -2 2, (C®G), (2,9) = 2® g,

denn
(O ®id)(z2 ® g) = Oz ®g =0
=0

und iiberfithrt dabei By (C) x G nach By (C ® G), denn ist z = dw (fiir ein w € Cyy1),
so ist
2@g=0w®yg=(0®id)(w®g),

fiir g € G. Deshalb induziert ® ein (eindeutig bestimmtes)
AW Hk(C) x G — Hk(C’, G),

so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Z, x G Z(C® Q)
7 X id s
H,(C) x G — 2 Hy(C;G)

also
A(z],9) = [z ® 4]

(m die kanonische Projektion; jeweils). Da A offensichtlich bilinear ist, bekommt man so
also einen Homomorphismus

A Hiy(C) ® G — Hi(C;,G),

gegeben durch
Mlzl@g) =[z®@4].

(8.27) Definition. Ein Kettenkomplex C' = (Cj, Ox) heifit frei, wenn C}, frei ist, fiir alle
ke Z.

(8.28) Lemma. Sei C = (Cy, 0) ein freier Kettenkomplex und 0,: C, — By_1,0.(c) =
Ok(c). Dann gilt:



(a) Es ist
8,’€®id: Crh.®G— B,_10G

surjektiv und
Zi = Z1,(C® G) = (0, ®id) " (ker(iy—1 ®id)),
WO tg_1: Br_1 — Zy_1 die Inklusion bezeichnet.
(b) (8, ®id)(By) = 0, wobei By, := B(C ® G).
(8.29) Kommentar. (a) Deshalb induziert nun 9} ® id einen Homomorphismus

h: Hk(C, G) = 714/Ek — ker(z’k_l & id)
mit
h([z]) = (0 ®id)(3).

(b) Betrachte nun die freie Auflésung

S:0— Br_q Zk—_1> i1 i) kal(C) — 0

von Hy_1(C) (denn mit Cy_; sind auch By_1 und Zj_; frei). Schlieffen wir nun an
h aus (a) noch den Isomorphismus

® = ® (id; S, S (Hy_1(C))) : ker(ig_; ®id) —> Tor(Hy_1(C), G)

an, so erhalten wir

p=>=oh: H(C;G) — Tor(Hx_1(C), G).

Beweis von (8.28). (a) Da 0): Cj, — Bjy_1 surjektiv ist, ist es auch 9, ®id: Cp, ® G —
Bji_1 ® G. Bezeichnet ji_1: Zp_1 < Ci_1 die Inklusion, so gilt:

. . /
Ok = Jk—1 0 i1 0 0.

Also ist
O ®id = (jk,1 & ld) o (’L'k,1 & ld) o (8;{ & ld)

Nun ist die folgende Sequenz exakt und spaltet, denn By_s ist frei:

Jk—1 2/
0— Zp_1— Cr_1 — Bp_o — 0.

Nach (8.8)(b) ist deshalb auch

Jr—1®id 0y, ®id
0—2, 100G ———(Cr_1G —— Br_oG — 0.

exakt (und spaltet). Also ist jx—1 ® id injektiv. Es folgt:
Zi, = Zk(CRG) = ker(0®id) = ker ((ix—1®id)o(9,®@id)) = (0;,®id) " ( ker(ij_1®id)).



(b) Sei 7z € By, = im(dg,1 ® id) beliebig und ohne Einschrinkung
Z=(Og+1 ®id)(c® g)

fiir ein ¢ € Cy1 und g € G. (Jedes andere Element ist Summe von solchen.) Dann
ist

(8]; ® 1d)(§ = (6;C ® id) o (8k+1 ® id)(C ® g) = (6;C o 8k+1) ® id(C &® g) =0.
=0
O

(8.30) Satz (Universelles Koeffiziententheorem fiir Kettenkomplexe). Sei C' ein freier
Kettenkomplex und k € Z. Dann ist die mit X\ aus (8.26) und p aus (8.29) definierte
Sequenz exakt und spaltet:

0 — Hp(C) ® G =2 Hy(C; G) -5 Tor(Hy,_1(C), G) — 0. (%)

Beweis. (i) Exaktheit bei Tor(Hy_1,G):

Nach Lemma (8.28) ist 9}, ® id: Z — ker(iy_1 ® id) surjektiv und daher auch
h: Hj — ker(ix_1 ®id). Da ®: ker(ix_1 ® id) — Tor(Hy_1,G) ein Isomorphismus
ist, ist auch p = ® o h surjektiv.

(ii) Exaktheit bei Hy(C; G):
(1) im(A) C ker(p):
Fiir z € Z; und g € G ist
poMlzl®g) = ®oh([z®g]) = ¢(0 ®id(z @ g)) = P(Ihz ®g) =0,
——
=0
also ist po A = 0.
(2) ker(p) Cim(N):
Sei [z] € Hy (mit z € Zj) und u([z]) = 0, also
0 = 0;, ®id(z).
Da )
i ®i ' ®id
ZoG i 0 o 22N B eG—0

exakt ist, existiert ein ¢ € Z; ® G mit ji ® id(¢) = z. Es gibt also r € Ny,
Zly...,2r € Zpund g1, ...,¢9, € G mit

Z=21Q091+ -+ 2r ®gr.
Dann ist

Fl=laoal+ - +lz0g]l=AMal®g)+-- +AMz]©gr)
= )‘([Zl] Lagr+ -+ [zr] ®gr) € lm(>‘)



(iii) Exaktheit bei Hy(C) ® G:
Da Bj._1 frei ist, spaltet die Sequenz
Jk %
0— Z, — Cp, — Bp_1 — 0.

Sei l: Cr — Zj, eine Spaltung, i o ji = id. Betrachte dann die Komposition

7kg0k®GM>Zk®G@>H;€®G.

Da jedes Element in By, = By(C ® G) Summe von Elementen der Form dc ® g =
(Ok+1 ®1id(c ® g) (mit ¢ € Cr41 und g € G) ist, ist

®id) o (I ®id)(0c® g) = l 0 ® = 0, ®g=0
(mp @id) o (I ®id)(dc @ g) = (mp ol o Jc, )@g (70 Ok(c)) @ g
=ji (0k(c)) =0
Deshalb induziert (7, ®id) o (I ®id)|Z} einen Homomorphismus X' : Hj, — Hpy® G
mit
N([z]) = (m ®@id) o (I ® id)(2),
also

NoA([zl®g) =N(z@g]) = (m®@id) o (I, ®id)(2 ® g) :wk(@) ®g=[]®g,

=z

und damit

Nol=id.
Es folgt: A ist injektiv und (x) spaltet.

(8.31) Kommentar. (a) Es ist also

Hk<C, G) = Hk(C) & G ©® TOI‘(kal(C), G)

(b) Wahrend die Sequenz () funktoriell ist, ist es die Spaltung nicht, das heifit: die Auf-
spaltung von Hy(C; G) wie unter (a) kann man nicht funktoriell vornehmen (Ubung).

(8.32) Definition. Sei G eine abelsche Gruppe und k € Np.

(a) Fir jedes Paar simplizialer Komplexe (K; L) heiftt die Homologie des Kettenkomple-
xes der relativen orientierten Simplexe C'(K, L) = C(K)/C(L) mit Koeffizienten in
G,
Hy(K,L;G) := H,(C(K,L);G),

die k-te Homologie von (K, L) mit Koeffizienten in G.



(b) Fiir jedes Raumpaar (X, A) heift die Homologie des relativen singuliren Kettenkom-
plexes S(X,A) = S(X)/S(A) mit Koeffizienten in G,

die k-te Homologie von (X, A) mit Koeffizienten in G.

(8.33) Kommentar. (a) Die obigen Homologien induzieren auch fiir Morphismen f: (Ky, L) —
(K2, L) beziehungsweise f: (X1,A1) — (X2, A2) naheliegende Homomorphismen
fer Hi(Ky, L1; G) — Hp(Ka, L2; G) beziehungsweise fi: Hy (X1, A1; G) — H( X2, A2; Q)
und werden damit zu Funktoren von SKo nach Ab beziehungsweise von Topsa nach
Ab.

(b) Die Kettenkomplexe C(K, L) beziehungsweise S(X, A) sind frei, denn Cy (K, L) ist zu
der freien abelschen Gruppe isomorph, welche von den fest orientierten k-Simplexen
in K\ L erzeugt wird, und S(X, A) von den singuléren k-Simplexen o: Ay — X mit
o(Ay) € A. Deshalb gelten die Koeffizientensitze: Fiir jedes k ist exakt und spaltet:

0 — Hy(K,L)® G = Hy(K,L;G) % Tor(Hy_1(K,L),G) — 0,
0 — Hp(X,A) ® G =25 Hy(X, A;G) -5 Tor(Hj,_1(X, A),G) — 0.
(8.34) Satz. Sei G eine abelsche Gruppe und H = (Hy)ren die obigen Funktoren

Hy = Hi(xzx,zx;G): Topa — Ab. Dann gibt es eine Folge O = (Ok)ren natirlicher
Transformationen von Hy nach F mit F(X, A) := Hy_1(4;G), so dass gilt:

(a) Ist f ~g: (X,A) — (Y,B), so ist f, = g« H(X,A;G) — H(Y, B;G) (Homotopie-
Aziom);

(b) Sind fir ein Raumpaar (X, A) i: A= X und j: X — (X, A) die Inklusionen, so ist
folgende Sequenz exakt (Exaktheits-Aziom):

=

o Hy(X, A5 G) He 1(A;G) 5 H (X;6) 25 H (X, A;G) — ..

(¢) Ist (X, A) ein Raumpaar und U C X mit U C A, so induziert die Auschneidungs-
inklusion i: (X \U, A\ U) — (X, A) einen Isomorphismus in der Homologie,

ivt H(X \U,A\U;G) — H(X, 4;G)
(Auschneidungs-Axiom,)
(d) Fir den einpunktigen Raum pt gilt:

G firk=0

0 sonst

Hy(pt; G) = {



Beweis. (a) Sind f,g: (X, A) — (Y, B) homotop, so folgt aus (1.12), dass Sf, Sg: S(X, A) —
S(Y, B) kettenhomotop sind, S f = Sg. Dann gilt auch

Sf®id = Sg®id: S(X,A) G — S(Y,B)®G.

®i
Also gilt fi = gx.
(b) Fiir ein Raumpaar (X, A) (und Inklusionen ¢ und j) ist exakt und spaltet:
0— S(A) 2% 5(x) L s(x,4) — 0,
denn S(X, A) ist frei. Also ist auch
0—8(A) 26 5L (X)) 06 2L S(X,A) G — 0

exakt (und spaltet). Sei 0x(X,A): Hi(X,A;G) — Hi_1(A;G) der verbindende
Homomorphismus dieser kurzen exakten Sequenz von Kettenkomlexen. Dann ist

O = (8k (X, A)) (X.4) eine natiirliche Transformation und die lange Sequenz ist exakt:

e Hy1 (X, A G) 25 Hy(A;G) 25 Hy(X;6) 25 Hy(X,A;G) — ...

(c) Nach dem universellen Koeffizentensatz fiir die Raumpaare (X \ U, A\U) beziehungs-
weise (X, A) sind die Reihen des folgenden Diagramms exakt und das Diagramm
kommutiert:

0— Hy(X\U,A\U)®G > Hy(X \U, A\ U;G) 2 Tor(Hy_1(X \U, A\ U),G) — 0

T h Tor (ix)

Hy(X,A;G) ——— Tor(Hy_1(X, A),G) —— 0

ix @ id

0— — Hy(X,AeG —2

Da iy ® id und Tor(iy) Isomorphismen nach dem ganzzahligen Ausschneidungssatz
sind, ist es nach dem Fiinferlemma auch i,.

(d) Nach dem universellen Koeffizientensatz ist

ZG=G firk=0

0 sonst

Hi(pt; G) = Hi(pt) ® G @ Tor(Hy—1(pt), G) = {

frei

=0



(8.35) Kommentar. (a) Eine dhnliche Aussage (mit gleichem Beweis) gilt fiir die sim-
pliziale Homologie.

(b) Ist w eine Ordnung auf den Ecken KU eines simplizialen Komplexes K, so sicht man
dhnlich, dass auch

C(w): H(IK;G) — H(|K|;G)
ein Isomorphismus ist.

(c) Ist (X, (X*)) ein CW-Raum, so kann man einen zelluliren Kettenkomplex C(X; G)
bilden, in dem man

Ce(X; @) == Hp(X*, X1 @)

(und dem verbindenden Homomorphismus aus der Tripelsequenz fiir (X%, X*=1, X#=2)
mit Koeffizienten in G) setzt. Dann sieht man wie in (6.7) (weil man nur die Axiome
einer Homologie-Theorie benutzt), dass es einen natiirlichen Isomorphismus

®: H(X;G) — H(C(X;G))

gibt. Andererseits ist
CX;G)=C0X)®daG,

denn Hj,_1(X*, X*=1) = 0 und daher nach dem Koeffizentensatz
Co(X;G) = Hy(XF X1 6) 2 HXP XY 0 G=Cr(X)®G.
(d) Wie in (7.8) sieht man, dass eine Homologietheorie im Sinne von (8.34) auf Poly-
ederpaaren (X, A) das Gleiche abliefert wie die singuldre Theorie.

(8.36) Beispiel. (a) Sei X ein topologischer Raum, so dass Hy(X) endlich erzeugt ist,
fiir alle & € Np. Dann gilt, weil Q ein Korper der Charakteristik 0 ist,

Hy(X;Q) = Hy(X)®Q
vermoge . Ist b, € Ny die k-te Bettizahl von X, also
Hy,(X) =2 2% @ Tor (H(X)),

so gilt also:
by, = dimg Hy(X; Q).

(b) Ist zudem Hy(X) = 0, fur fast alle k € Ny, so gilt fiir die Eulercharakteristik x(X) =
S o (1), von X:

X(X) = (—1)F dimg H(X; Q).
k=0



(c) Sei Hyp(X) wieder endlich erzeugt fiir alle k& € Ny und p eine Primzahl. Sind dann
t’f ey t’ﬁk die k-ten Torisionskoeflizienten von X, also

Hy(X) 22" © Ly & & Ly,
so sei s € Ng die Anzahl der tf (1t =1,...,rL), die Vielfache von p sind. Dann ist
(Zyy @"'@Ztv’fk) ® Lp = (L ®ZP)@"'@(Zt’ﬁk Q Zp)
= Lggr(thp) @ @ ZggT(tﬁk » =Ly
Nach dem Koefhizientensatz gilt daher
Hy,(X;Zp) = Hp(X) ® Zp & Tor(Hp—1(X), Zp)

= (" 0z, 0 7)) 0 23 =+,

also
dimzp Hi(X; Zp) = by + Sk + Sk—1-

(d) Sind wieder nur endlich viele Gruppen von Null verschieden, so gilt fiir die Euler-
Charakteristik x(X) von X:

(—1)%(bk + sk + s-1)

WE

(o]
> dimg, Hy(X;Z,) =
k=0

i
o

o0

(1 b+ D (ks — 3 (~1)'s
k=0

I=—1

M 11

(—1)Fby, = x(X).

=
Il
o

Hier kann man Z, durch einen beliebigen Koérper der Charakteristik p ersetzen
(Ubung, vergleiche (b)). Also gilt fiir jeden Korper G:

X(X) = (=)} dimg Hy(X;G).
k=0



