Universitédt Tiibingen SS 2024

Fachbereich Mathematik 19.06.2024
Prof. Dr. Frank Loose Blatt 09
David Seez

Ubungen zu
»Algebraische Topologie II

Aufgabe 27. Sei n € Ny und A,, € R"*! der Standard-Simplex der Dimension n.
(a) Sei 6 :A,_; — A, der iibliche Homéomorphismus auf die nullte Seite von A, und
A,_1 C A, die Vereinigung der anderen Seiten. Zeigen Sie, dass 0O (A1, Ay) —

(A, A1) einen Isomorphismus in der Homologie induziert. (Hinweis: Zeigen Sie, dass
Anfl/Anfl = An/Anfl ISt)

(b) Sei nun 0,: H, (A, An) — Hn_l(An, A”—l.) der verbindende Homomorphismus in der lan-
gen Homologiesequenz des Tripels (A, A, A,,_1). Zeigen Sie, dass J, ein Isomorphismus
ist und die Komposition

07 o (8% ) Hy 1 (An_1, Anq) = Ho(ALLA))

die Homologieklasse [id,—;] in die Homologieklasse [id,,] iiberfiihrt.

~

(c) Zeigen Sie damit schlieBlich,, dass das Element [id,,] die Homologiegruppe H,(A,, A,)
Z erzeugt.

Aufgabe 28. Sei g € N und Ey, C R? das regulire 2g-Eck mit Ecken z,..., 29, (zyklisch
durchnummeriert). Sei weiter ~ die Aquivalenzrelation auf Ey,, die von
(1 — t)Zgj_l + tZQj ~ (1 — t)ZQj + t22j+1

(fir t € [0,1], 7 = 1,...,9 und 29,41 = 21) erzeugt wird. Wir nennen dann N, := Ey,/~
die nicht-orientierbare geschlossene Fldche vom Geschlecht g. Definieren Sie nun eine geeignete
CW-Struktur auf IV, und zeigen Sie fiir die zugehorige zelluldre Homologie:

Ho(C(N,)) =2 Z, Hi(C(N,) 279 ' ®Zy, Hi(C(N,)) =0 fiir k > 2.

Aufgabe 29. Sei n € Ny und S° € S' C ... C S" jeweils als Aquator eingebettet. Wir
betrachten auf S* (k = 0,...,n) jeweils die obere und die untere Hemisphire E. = {x € S* :
:tka > O}

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen F}:B* — Sk,

Fi(z) = (v, £v/1— [|z]?)

.....

machen.



(b) Wir orientieren nun ef mit F¥ (und der Standardorientierung [B¥] von (B¥,S*71)). Sei
d:S" — S™ die Antipodenabbildung. Zeigen Sie:

deet = (=1)Fe",  9ett! = 0eF = £(eh —€F).

(c¢) Auf dem reell-projektiven Raum RP" = S"/d mit kanonischer Projektion 7:S" — RP"

betrachten wir nun die Zellzerlegung (¢*)r—o ., gegeben durch e* := (k) = 7*(ek)

(mit e} aus (a)) und orientieren diese mit 7 o F¥. Zeigen Sie nun fiir den zelluldren
Randoperator 9 der CW-Struktur (e*) auf RP™:

Ok = (1 — (=1)F Nt (k=1,...,n).
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