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Aufgabe 38. Sei C; = CW die Kategorie der CW-Komplexe, Co = Ab die Kategorie der
abelschen Gruppen und k € Ny. Wir betrachten die Funktoren Fi, F5:C; — Cs, die auf den
Objekten durch

Fi(X) = Hi(X) (singuldre Homologie)
Fy(X) = Hi(C(X)) (zelluldare Homologie)
und auf den Morphismen dann naheliegend gegeben sind. Zeigen Sie dass der Isomorphismus

O (X): H(X) — Hi(C(X)) aus der Vorlesung ®5: X — Py (X) zu einer natiirlichen Transfor-
mation, also zu einem natiirlichen Isomorphismus, von F| nach F, macht.

Aufgabe 39. Zeigen Sie: Ist X ein kompakter CW-Raum, so sind nur endlich-viele seiner
Homologiegruppen nicht-trivial und diese sind allesamt endlich erzeugt.

Definition. Eine (axiomatische) Homologietheorie auf der Kategorie der topologischen Paare
Top, (oder einer Unterkategorie von Top,) (H, 0) besteht aus einer Familie H = (Hj,)gen, von
Funktoren Hy: Top, — Ab und aus einer Familie 0 = (0k)ren von natiirlichen Transformatio-
nen Oy von Hy nach Fj: Top, — Ab, gegeben durch

Fk(X, A) = Hk_l(A) = Hk_l(A,(Z)))
F(f: (X, A) = (Y, B)) = Hpa1(f|A): He—1(A) — H1(B),
so dass gilt:
(a) (Homotopieaxiom) Sindf, g: (X, A) — (Y, B) homotop, soist Hx(f) = Hx(g): Hp(X, A) —
Hy(Y, B), fir alle k € Ny.

(b) (Exaktheitsaxiom) Ist (X, A) ein Raumpaar und sind i: A — X und j: X — (X, A) die
Inklusionen, so ist folgende lange Sequenz abelscher Gruppen exakt:

Hy(7)

s Hy(A) 9 g 0 9 x4 25D )

(c) (Ausschneidungsaxiom) Ist (X, A) ein Raumpaar und ist U C A mit U C int(4), so
induziert die Inklusion i: (X \ U, A\ U) < (X, A) einen Isomorphismus in der Homologie,

He(i): Hy(X \U), A\ U) — Hy(X, A), fiir alle k € No.



(d) (Dimensionsaxiom) Fiir den einpunktigen Raum pt gilt: Hy(pt) = Z und Hg(pt) = 0 fiir
k> 0.

Aufgabe 40 (Die lange Tripel-Sequenz). Seien (X, A, B) ein Raumtripel, i: (4, B) — (X, B),
Jj: (X,B) = (X,A), k: A — (A, B) die Inklusionen und (H, 9) eine Homologietheorie auf Top,.
Zeigen Sie, dass dann die folgende lange Sequenz abelscher Gruppen (Tripelsequenz) exakt ist:

Hn(3)

oo — H,(A, B) =% H,(X, B) HL(JQ H,(X, A) anl(k)_o%n(X,A)

H, 1(A,B) — ---

Abgabe: Dienstag, den 09.07.2024 bis 18 Uhr via ,,urm*



