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Aufgabe 09 (Die Differentialgleichung fiir exponentielles Wachstum bzw. exponen-
tiellen Zerfall).

(a) Sei A € R. Zeigen Sie, dass es zu jeder Losung f:R — R der Differentialgleichung
fr=Af
genau ein ¢ € R gibt, so dass fiir alle 2 € R gilt: f(x) = cexp(Ax). (Hinweis: Betrachten
Sie die Funktion x — f(x)exp(—Az). A € R heiit Wachstums- bzw. Zerfallsrate. )

(b) Zeigen Sie: Fiir A > 0 gibt es genau ein 7' > 0, so dass fiir jede Losung f gilt, dass
flz+T)=2f(x) ist, fiir alle x € R (so genannte Verdoppelungszeit). Fiir A < 0 gibt es

genau ein T > 0, so dass fiir jede Losung f gilt, dass f(z +T) = % (x) ist, fur alle z € R

(so genannte Halbwertzeit). Berechnen Sie T'(\) in beiden Féllen.

Aufgabe 10 (Die Schwingungsgleichung).
(a) Sei w > 0. Zeigen Sie, dass es fir jede Losung f: R — R der Schwingungsgleichung
f"+wf=0
(eindeutige) Konstanten a,b € R gibt, so dass fiir alle z € R gilt:

f(z) = acos(wzx) + bsin(wx).

(b) Zeigen Sie, dass es ein T' > 0 gibt, so dass fiir jede Losung f # 0 der Schwingungsgleichung
gilt, dass fiir alle z € R gilt: f(x + T) = f(z) und T mit dieser Eigenschaft minimal ist.
Berechnen Sie T' in Abhéngigkeit von w. (1" > 0 heifit die Periode von f und w > 0 die
Frequenz von f.)

Aufgabe 11 (Die Differentialgleichung des Tangens und seine Funktionalgleichung).

(a) Sei I C R ein Intervall und f:I — R eine differenzierbare Funktion, die der Differential-
gleichung

f/ -1 4 f2
geniigt. Zeigen Sie, dass dann ein (eindeutiges) ¢ € R existiert, so dass fiir alle x € I gilt:
f(z) = tan(z + ¢). (Hinweis: Betrachte die Funktion arctanof.)



(b) Seien z,y € (—m/2,7/2), so dass auch noch = +y € (—n/2,7/2) ist. Zeigen Sie, dass
dann (der Nenner der rechten Seite ungleich Null ist und es) gilt:

_ tan(z) + tan(y)
tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)

Aufgabe 12 (Taylor-Polynome).

(a) Sei @ =0 und n € Ny beliebig. Bestimmen Sie die Taylorpolynome Pio fiir f = cosh und
f = sinh.

(b) Bestimmen Sie die Taylor-Polynome der Ordnung 5 im Nullpunkt fiir die Funktionen
Tangens und Arcussinus.
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