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Aufgabe 13.

(a) Sein € Ny und p € R[X] ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n. (Das Nullpolynom
habe Grad —o0.) Sei weiter lim, o p(x)/2" = 0. Zeigen Sie, dass p = 0 sein muss.

(b) Sei nun n € Ny, I C R ein Intervall, a € I und f € C"(I). Zeigen Sie: Ist p € R[X] ein
Polynom vom Grad kleiner oder gleich n mit

1o 1)~ p(@)

=0
T—a (;L' — a)” ’

so muss p das Taylorpolynom von f in a der Ordnung n sein, p = Pvﬁ{,a.

Aufgabe 14. Sei f:R — R gegeben durch

z?cos(L) firz #0
f<x>_{0 firx =0 -

(a) Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist, dass f’(0) = 0 ist, f aber weder lokales Extremum
noch Sattelpunkt in 0 hat.

(b) Zeigen Sie, dass f’ nicht stetig ist.

Aufgabe 15 (Vorzeichenwechsel). Sei I C R ein offenes Intervall und a € I. Wir sagen,
dass eine stetige Funktion f:I — R in a einen Vorzeichenwechsel hat, wenn gilt: Es existiert
ein § > 0, so dass fiir f einer der beiden folgenden Félle eintritt: (i) Firz € I mita—0 <z < a
ist f(x) <Ound firx € I mita <z <a+dist f(x) >0, oder (ii) firz € Imita—d <z <a
ist f(z) >0und fiirx € I mit a <z <a+Jist f(z) <O0.

(a) Zeigen Sie: Ist f € C'(I) mit f(a) = 0 und f'(a) # 0, so hat f in a einen Vorzeichenwech-
sel.

(b) (Wendestelle) Ist f € C%*(I), so nennen wir a € I eine Wendestelle von f, wenn f” in a
einen Vorzeichenwechsel hat. Zeigen Sie: Ist f € C3(I) mit f”(a) = 0 und f"”(a) # 0, so
ist a eine Wendestelle von f.



Aufgabe 16 (Rationale Funktionen). Sei R[X| der Polynomring aller Polynome mit reellen
Keffizienten und ~ folgende Relation auf R[X] x (R[X]\ {0}): (f,9) ~ (p,q) & fq = gp.

(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. (Wir nennen eine Aquivalenzklasse [(p, ¢)] =:
£ eine rationale Funktion (mit reellen Koeffizienten).)

(b) Definieren Sie (nach dem Vorbild von Q) Addition und Multiplikation auf dem Quotien-
tenkorper R(X) := (R[X] x (R[X]\{0}))/~ und zeigen Sie, dass R(X) damit tatséchlich
ein Korper wird.

(c) Wir definieren nun zu jedem r € R(X) eine Funktion f.: I — R wie folgt: Wihle einen
Reprisentanten (p,q) von 7, so dass p und ¢ teilerfremd sind, setze dann [ = {z € R :
q(z) # 0} und schliefllich f(x) := p(x)/q(x). Zeigen Sie, dass das wohldefiniert und die
Zuordnung r +— f, injektiv ist. (Hinweis: Hat ein Polynom unendlich-viele Nullstellen, so
ist es bereits das Nullpoynom.)
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