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Definition. Seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) normierte (reelle) Vektorräume. Ein Operator
T :V → W (d.h.: eine lineare Abbildung) heißt beschränkt, falls gilt:

‖T‖ := sup{‖Tv‖W ∈ [0,∞) : ‖v‖V ≤ 1} <∞.

Aufgabe 45. Seien V und W normierte Vektoräume und T :V → W ein Operator. Zeigen Sie,

(a) dass T genau dann stetig (überall) ist, wenn T stetig in 0 ist;

(b) dass T stetig ist, genau wenn T beschränkt ist;

(c) dass für dimV <∞ jeder Operator T stetig ist.

Aufgabe 46. Seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) normierte Vektorräume und

L(V,W ) := {T ∈ Hom(V,W ) : T ist beschränkt}

(siehe Aufgabe 45). Zeigen Sie:

(a) L(V,W ) ist ein Untervektorraum von Hom(V,W ).

(b) Die Operatornorm (siehe Aufgabe 45) ‖ · ‖:L(V,W )→ R ist eine Norm auf L(V,W ).

Aufgabe 47.

(a) Ebene Polarkoordinaten sind wie folgt gegeben: SeiG = R+×(0, 2π) ⊆ R2 und f :G→ R2,

f(r, ϕ) = (r cos(ϕ), r sin(ϕ)).

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix Jf (r, ϕ) ∈ Mat2(R), für alle (r, ϕ) ∈ G, und zeigen Sie,
dass f injektiv ist. Was ist das Bild von f?

(b) Räumliche Polarkoordinaten kann man so definieren: Sei G = R+ × (0, π)× (0, 2π) ⊆ R3

und g:G→ R3,
g(r, ϑ, ϕ) = (r sinϑ cosϕ, r sinϑ sinϕ, r cosϑ).

Bestimmen Sie für jedes (r, ϑ, ϕ) ∈ G die Jacobi-Matrix Jg(r, ϑ, ϕ) ∈ Mat3(R) und zeigen
Sie, dass g injektiv ist. Was ist das Bild von f?



Aufgabe 48. Sei G ⊆ Rn ein Gebiet, x0 ∈ G und f :G → Rm (total) differenzierbar in x0.
Zeigen Sie:

(a) Für jedes v ∈ Rn gibt es eine differenzierbare Kurve α: (−ε, ε) → G (ε > 0 geeignet), so
dass gilt: α(0) = x0 und α̇(0) = v.

(b) Ist v ∈ Rn und α wie unter (a), so gilt:

Df(x0)v = (f ◦ α)·(0).
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