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3.1 Vorbetrachtungen

Sei V ein R-Vektorraum mit dimV =: d <∞.

Definition
Der Dualraum V ′ ist die Menge der linearen Abbildungen V → R. Seine Elemente
heißen Linearformen oder Kovektoren. Ein Kovektorfeld auf U ⊆ V ist eine Funktion
f : U → V ′.

Bemerkung
Ein Skalarprodukt ⟨−,−⟩ auf V definiert einen Isomorphismus V → V ′, v 7→ ⟨v,−⟩, so
dass jeder Vektor in einen Kovektor übersetzt werden kann und umgekehrt. Ist ein Ska-
larprodukt gegeben, ist es daher nicht erforderlich, zwischen Vektoren und Kovektoren
zu unterscheiden.

Beispiele
In Anwendungen ist nicht jeder Vektorraum mit einem Skalarprodukt ausgestattet.

(a) In der Thermodynamik betrachtet man Größen wie Entropie S, Temperatur T ,
Druck p etc. als Funktionen auf dem “Zustandsraum” Ω (Menge der thermischen
Gleichgewichtszustände), der eine offene Teilmenge des Rn ist. Z.B. kann Ω aus
den Tripeln (E, V,N) bestehen mit E > 0 (Energie), V > 0 (Volumen), N > 0
(Teilchenzahl; eigentlich ganzzahlig, aber approximativ als kontinuierlich behan-
delt). Abstände oder Winkel in den Koordinaten E, V,N haben in der Regel keine
direkte physikalische Bedeutung.

(b) In der Mechanik kann der Phasenraum eines n-Teilchen-Systems durch die Orte
und Impulse (oder Geschwindigkeiten) der Teilchen (also R6n) parametrisiert wer-
den. Da Orte und Impulse unterschiedliche Maßeinheiten haben, kann man ihre
Quadrate schlecht addieren.
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(c) Ein Punkt der Raumzeit M ist durch (t, x) mit t ∈ R und x ∈ R3 gegeben. In
der nichtrelativistischen Physik gibt es kein Skalarprodukt auf M , in der relati-
vistischen ist das Minkowski-Produkt xµx̃µ = c2tt̃− x · x̃ zwar bilinear, aber nicht
positiv definit. (Zwar definiert diese Bilinearform immer noch einen Isomorphis-
mus M → M ′, aber die Koeffizienten eines Kovektors (nach der dualen Basis)
sind dann nicht mehr dieselben wie die des Vektors.)

3.2 Tensoren

Definition
Für k ∈ N bezeichnet man die Menge der multilinearen Abbildungen

T : V1 × · · · × Vk → R (1)

als das Tensorprodukt V ′
1⊗· · ·⊗V ′

k der Vektorräume V ′
1 , . . . , V

′
k . (Dies ist ein Vektorraum.

Man kann auch V1 ⊗ · · · ⊗ Vk bilden, indem man Vi durch V
′
i ersetzt, aber das werden

wir hier nicht benutzen. Überdies betrachten wir im Folgenden nur V1 = . . . = Vk = V .)
Man nennt V ′⊗k := V ′ ⊗ · · · ⊗ V ′ mit k Faktoren die k-te Tensorpotenz von V ′ und
ihre Elemente die Tensoren der Stufe k über V . Ein Tensor der Stufe 0 sei ein Skalar,
V ′⊗0 := R.

Bemerkung
Gegeben eine Basis v1, . . . , vd von V , so lässt sich T ∈ V ′⊗k ausdrücken als

T (u1, . . . , uk) =
d∑

i1,...,ik=1

Ci1...ik u1,i1 · · ·uk,ik ∀u1, . . . , uk ∈ V (2)

mit dk (eindeutig durch T festgelegten) Koeffizienten Ci1...ik und uj =
∑d

i=1 ujivi; um-
gekehrt gibt es zu jeder Wahl der Koeffizienten einen Tensor T , so dass (2) gilt.

Beispiele

(a) Ein Skalarprodukt auf V ist ein Tensor der Stufe 2. Für jeden Tensor der Stufe 2
bilden die Koeffizienten eine Matrix (Cij). Die eines Skalarprodukts hat Einträge
Cij = δij, falls die Basis eine Orthonormalbasis ist.

(b) Die k-te Ableitung eines Skalarfelds f : V → R im Punkt p ∈ V ist ein Tensor
k-ter Stufe mit Koeffizienten Ci1...ik = ∂i1 · · · ∂ikf(p). Die k-te Ableitung von f ist
daher ein Tensorfeld Dkf : V → V ′⊗k.

(c) Der Riemannsche Krümmungstensor in der Allgemeinen Relativitätstheorie (und
der Theorie gekrümmter Flächen) ist ein Tensorfeld der Stufe 4.
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Definition
Ein Tensor T ∈ V ′⊗k heißt symmetrisch, wenn

T (u1, . . . , uk) = T (uπ(1), . . . , uπ(k)) (3)

für alle u1, . . . , uk ∈ V und alle Permutationen π ∈ Sk, und anti-symmetrisch, wenn
stets

T (u1, . . . , uk) = sgn(π)T (uπ(1), . . . , uπ(k)) . (4)

Bemerkung
T ist genau dann anti-symmetrisch, wenn

Ci1...ik = sgn(π)Ciπ(1)...iπ(k)
(5)

und genau dann symmetrisch, wenn (5) ohne sgn(π) gilt. Die (anti-)symmetrischen Ten-
soren der Stufe k bilden einen Unterraum von V ′⊗k, und der durch

(SymT )(u1, . . . , uk) :=
1

k!

∑
π∈Sk

T (uπ(1), . . . , uπ(k)) (6)

(AntiT )(u1, . . . , uk) :=
1

k!

∑
π∈Sk

sgn(π)T (uπ(1), . . . , uπ(k)) (7)

definierte Operator Sym (bzw. Anti) : V ′⊗k → V ′⊗k ist gerade die Projektion auf diesen
Unterraum. Der Unterraum der anti-symmetrischen Tensoren der Stufe k wird auch mit
Λk(V ) bezeichnet und hat Dimension d!/k!(d− k)!. Für k = 2 ist jeder Tensor Summe
eines symmetrischen und eines anti-symmetrischen (entsprechend der Zerlegung einer
Matrix in eine symmetrisch und eine anti-symmetrische); das trifft für k > 2 nicht mehr
zu. Für k = 1 ist jeder Tensor symmetrisch und jeder Tensor anti-symmetrisch; für k > 1
ist nur der Nulltensor zugleich symmetrisch und anti-symmetrisch, weil T (u1, u2, . . .) =
T (u2, u1, . . .) = −T (u1, u2, . . .).

Beispiele

(a) Das Skalarprodukt ist ein symmetrischer Tensor.

(b) Die Ableitung Dkf(x) ist symmetrisch, falls f ∈ Ck.

(c) Die Determinante ist ein anti-symmetrischer Tensor der Stufe d über V = Rd.
Allgemeiner ist in einem V (dimV = d) mit Skalarprodukt das Volumen des von
u1, . . . , ud aufgespannten Parallelotops

Pd(u1, . . . , ud) :=

{ d∑
i=1

αiui : αi ∈ [0, 1]∀i ∈ {1 . . . d}
}

(8)
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gerade
Vold

(
Pd(u1, . . . , ud)

)
=

∣∣T (u1, . . . , ud)∣∣ , (9)

wobei T der anti-symmetrische Tensor der Stufe d über V ist, der definiert ist
durch

T (u1, . . . , ud) = det
(
φ(u1), . . . , φ(ud)

)
, (10)

wobei φ : V → Rd die Koeffizienten eines Vektors bezüglich der Orthonormalbasis
v1, . . . , vd liefert. Eine andere Wahl von v1, . . . , vd ändert T höchstens um ein Vor-
zeichen (nämlich wenn die beiden Basen entgegengesetzte Orientierung haben).
In einem V ohne Skalarprodukt lässt sich ein Volumenbegriff definieren, indem
man einen anti-symmetrischen Tensor T der Stufe d einführt und (9) als Defini-
tion nimmt; T heißt dann eine Volumenform; das wird z.B. im Phasenraum in der
Mechanik so gemacht.

(d) Sei nochmal V ein Skalarproduktraum. Wir interessieren uns jetzt für das k-
dimensionale Volumen (k ≤ d) des von u1, . . . , uk aufgespannten Parallelotops.
Indem wir Beispiel (c) auf U := Spann{u1, . . . , uk} anwenden, erhalten wir

Volk
(
Pk(u1, . . . , uk)

)
=

∣∣TU(u1, . . . , uk)∣∣ (11)

für einen bestimmten anti-symmetrischen Tensor TU der Stufe k über U . Dieser
lässt sich fortsetzen zu einem anti-symmetrischen Tensor T̃U der Stufe k über V ,
nämlich

T̃U(v1, . . . , vk) = TU(PUv1, . . . , PUvk) , (12)

wobei PU die orthogonale Projektion auf U ist.

3.3 Differentialformen und der Satz von Stokes

Integrale von Funktionen f : V → R über k-dimensionale Flächen (“k-Flächen”) in
einem Vektorraum V der Dimension d müssen

f(ϕ(u))Volk(P (∂1ϕ du1, . . . , ∂kϕ duk)) = f(ϕ(u))T (∂1ϕ du1, . . . , ∂kϕ duk)

integrieren (falls die Parametrisierung ϕ die richtige Orientierung liefert), wobei T =
T̃U wie in (12) ist, dui eine infinitesimale Zahl, ∂iϕ dui ein infinitesimaler Vektor und
P (∂1ϕ du1, ...) das von ihnen aufgespannte Parallelotop. Es bietet sich an, die Faktoren
f und T zu einem Tensorfeld ω zusammenzufassen.

Definition
Ein anti-symmetrisches Tensorfeld ω der Stufe k heißt auch eine Differentialform vom
Grad k oder eine k-Form. Das Integral von ω über eine orientierte, C1 k-Fläche F ist
definiert durch ∫

F
ω =

∫
D

du ω
(
∂1ϕ(u), . . . , ∂kϕ(u)

)
, (13)
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wenn ϕ eine Parametrisierung von F mit Parameterbereich D ⊂ Rk ist.

Die anti-symmetrischen Tensoren wurden besonders von Hermann Grassmann (1844)
studiert, die Differentialformen von Élie Cartan (1899) eingeführt.

Satz∫
F ω hängt nicht von der Parametrisierung ab.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass für jedes T ∈ ΛkRd, jede d × k-Matrix A und jede
k × k-Matrix B gilt:

T (AB) = T (A) det(B) , (14)

wobei T (A) bedeutet, dass man die Spalten von A in T einsetzt. Denn: Sind a1, . . . , ak
die Spalten von A und B = (bij), dann ist die j-te Spalte von AB gerade

∑k
i=1 aibij,

also

T (AB) =
k∑

i1,...,ik=1

bi11 · · · bikkT (ai1 , . . . , aik) . (15)

Nur die Summanden sind ̸= 0, bei denen i1, . . . , ik paarweise verschieden, also eine
Permutation π von 1, . . . , k sind, und die lauten

T (AB) =
∑
π∈Sk

bπ(1)1 · · · bπ(k)k sgn(π) T (a1, . . . , ak) . (16)

Nun liefert die Leibniz-Formel für die Determinante gerade (14).
Jetzt zur Umparametrisierung des Integrals. Sei ψ = ϕ ◦ φ mit einer Umparametri-

sierung φ : D′ → D, die die Orientierung nicht ändert. Dann ist überall detDφ > 0 und
Dψ = Dϕ ◦Dφ, und daher

ω(Dψ) = ω(Dϕ) det(Dφ) . (17)

Also liefert der Transformationssatz (TS) für Integrale:∫
ψ

ω =

∫
D′
ds ω(Dψ(s)) =

∫
D′
ds ω(Dϕ)

∣∣∣
φ(s)

det(Dφ(s)) (18)

TS
=

∫
D

du ω(Dϕ(u)) =

∫
ϕ

ω , (19)

wie behauptet. □

Beispiel
Normalerweise muss man für die Integration eines Integranden f wissen, was man mit
dem Volumen dx meint; das ist beim Integrieren einer Differentialform ω anders, weil
hier der nötige Volumenbegriff bereits in ω mit eingebaut ist. Differentialformen kann
man immer dann gut gebrauchen, wenn man kein Skalarprodukt zur Verfügung hat.
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Zum Beispiel kann man im Zustandsraum Ω der Thermodynamik 1-Formen (aber kei-
ne Vektorfelder) entlang von Kurven integrieren. Tatsächlich lassen sich Tensorfelder
einschließlich Differentialformen und ihrer Integrale nicht nur auf Teilmengen des Rd,
sondern auch auf Mannigfaltigkeiten (grob gesagt, gekrümmten Räumen) definieren.

Definition
Das Tensorprodukt ⊗ : V ′⊗k × V ′⊗ℓ → V ′⊗(k+ℓ) ist definiert durch

(S ⊗ T )(u1, . . . , uk+ℓ) = S(u1, . . . , uk)T (uk+1, . . . , uk+ℓ) (20)

oder, äquivalent dazu,
CS⊗T
i1,...,ik+ℓ

= CS
i1,...,ik

CT
ik+1,...,ik+ℓ

. (21)

Das Keilprodukt ∧ : Λk(V ) × Λℓ(V ) → Λk+ℓ(V ) (auch äußeres Produkt genannt) ist
definiert durch

S ∧ T = (k+ℓ)!
k!ℓ!

Anti(S ⊗ T ) . (22)

Die äußere Ableitung dT der k-Form T ist

dT := ∇∧ T := (k + 1) Anti(∇T ) , (23)

das heißt in Koeffizienten

CdT
i1,...,ik+1

(x) = (k + 1) Anti
(
∂i1C

T
i2,...,ik+1

(x)
)

∀x ∈ V . (24)

Beispiele

(a) Für ein Skalarfeld f : V → R ist df gerade das Gradientenfeld von f (aufgefasst
als eine 1-Form, also als ein Kovektorfeld), df = Df = ∇f .

(b) dxi für eine Koordinatenfunktion in Rd ist das konstante Kovektorfeld (0, 0, . . . , 1, . . . , 0)
mit der 1 an der i-ten Stelle; dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxd ist nichts anderes als die Deter-
minante.

(c) Sei ω = f(x) dx1∧dx2∧· · ·∧dxd. Dann ist
∫
U
ω das normale Volumenintegral von

f in Rd über die offene Menge U ⊆ Rd (bzw. im orientierten Skalarproduktraum
V bezüglich einer positiv orientierten Orthonormalbasis).

(d) In der Relativitätstheorie ist das elektromagnetische Feld (µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3})

(Fµν) =


0 E1 E2 E3

−E1 0 B3 −B2

−E2 −B3 0 B1

−E3 B2 −B1 0

 (25)

eine 2-Form F auf der Raumzeit M = R4. Es gelten

dF = 0 und F = dA , (26)

wobei die 1-Form A = Φ dx0+
3∑
i=1

Ai dx
i das 4-dimensionale Vektorpotential heißt.
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(e) In der Thermodynamik mit

Ω = {(E, V,N) ∈ R3 : E > 0, V > 0, N > 0} (27)

bilden dE, dV , dN eine Basis des Dualraumes, daher lässt sich jedes Kovektorfeld
(jede 1-Form) f schreiben als

f = c1 dE + c2 dV + c3 dN . (28)

Nicht jedes Kovektorfeld f ist ein Gradient (ein “exaktes Differential”). Tatsächlich
ist f : V → V ′ genau dann ein Gradient, wenn df = 0. (Denn die Koeffizienten von
df sind gerade ∂ifj−∂jfi, und ∂ifj = ∂jfi war gerade unser Integrabilitätskriterium
aus Kapitel 1; G = V ist natürlich ein sternförmiges Gebiet in V , und Ω eines in
R3.)

Bemerkung
Das Keilprodukt ist assoziativ und distributiv, aber nicht kommutativ; sondern, es gilt

T ∧ S = (−1)kℓ S ∧ T . (29)

Bemerkung
Für jede C2-Differentialform T gilt ddT = 0.

Beweis: Wir halten zunächst fest, dass für beliebige Koeffizienten Ci1...ik,ik+1...,ik+ℓ
gilt:

anti-symmetrisiert man in den Indices i1, . . . , ik und danach in allen Indices, so erhält
man dasselbe Ergebnis wie wenn man nur einmal in allen Indices anti-symmetrisiert
hätte,

Antik+ℓ ◦ Antik = Antik+ℓ . (30)

Damit finden wir

CddT
i1...ik+2

= (k + 2)(k + 1)Antik+2(∂i1Antik+1(∂i2C
T
i3...ik+2

)) (31)

= (k + 2)(k + 1)Antik+2(∂i1∂i2C
T
i3...ik+2

) (32)

= 0 (33)

aufgrund des Satzes von Schwarz über die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen. □

Satz von Stokes für Differentialformen (ohne Beweis)
Sei 0 ≤ k ≤ d − 1, F ⊂ Rd eine orientierte kompakte k + 1-dimensionale C1-Fläche
mit stückweise C1-Rand ∂F (positiv orientiert) und ω eine k-Form, die C1 ist auf einer
Umgebung von F . Dann ist ∫

F
dω =

∫
∂F
ω . (34)
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Beispiele

• d = 1, k = 0: ω ist ein Skalarfeld f(x), dω die Ableitung f ′(x), und der Satz von
Stokes gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

• d = 2, k = 0: ω ist ein Skalarfeld f(x), dω der Gradient ∇f(x), und (34) besagt∫
γ

∇f · dx = f(γ(1))− f(γ(0)) . (35)

• d = 2, k = 1: Die 1-Form ω = (f1, f2) entspricht einem Vektorfeld f , und
∫
γ
ω =∫

γ
f · dx für eine Kurve γ. Jede 2-Form in 2d ist von der Form g(x1, x2) dx1 ∧ dx2;

wir finden, dass dω = (∂2f1−∂1f2)dx1∧dx2. Daher ist (34) gerade der Integralsatz
von Green (oder Stokes in 2d).

• d = 3, k = 0: Liefert (35) in 3d.

• d = 3, k = 1: Die 1-Form ω = (f1, f2, f3) entspricht einem Vektorfeld f , und ihre
äußere Ableitung

dω =

 0 ∂1f2 − ∂2f1 ∂1f3 − ∂3f1
∂2f1 − ∂1f2 0 ∂2f3 − ∂3f2
∂3f1 − ∂1f3 ∂3f2 − ∂2f3 0

 (36)

hat dieselben Komponenten wie rot f , und tatsächlich ist
∫
F ω =

∫
F rot f · dS,

während wieder
∫
γ
ω =

∫
γ
f · dx; (34) ist also der Satz von Stokes in 3d.

• d = 3, k = 2: Die 2-Form ω hat 3 unabhängige Komponenten f1, f2, f3 gemäß

ω =

 0 f3 −f2
−f3 0 f1
f2 −f1 0

 , (37)

und es gilt
dω = (div f) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 . (38)

Da wieder
∫
∂F ω =

∫
∂F f · dS, liefert (34) nun den Satz von Gauß in 3d.
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