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3.1 Vorbetrachtungen

Sei V ein R-Vektorraum mit dimV =: d < oo.

Definition
Der Dualraum V' ist die Menge der linearen Abbildungen V' — R. Seine Elemente
heiflen Linearformen oder Kovektoren. Ein Kovektorfeld auf U C V ist eine Funktion

f:U—=>V.

Bemerkung

Ein Skalarprodukt (—, —) auf V' definiert einen Isomorphismus V' — V' v +— (v, =), so
dass jeder Vektor in einen Kovektor iibersetzt werden kann und umgekehrt. Ist ein Ska-
larprodukt gegeben, ist es daher nicht erforderlich, zwischen Vektoren und Kovektoren
zu unterscheiden.

Beispiele
In Anwendungen ist nicht jeder Vektorraum mit einem Skalarprodukt ausgestattet.

(a) In der Thermodynamik betrachtet man Grolen wie Entropie S, Temperatur 7,
Druck p etc. als Funktionen auf dem “Zustandsraum” €2 (Menge der thermischen
Gleichgewichtszustinde), der eine offene Teilmenge des R™ ist. Z.B. kann  aus
den Tripeln (E,V, N) bestehen mit £ > 0 (Energie), V > 0 (Volumen), N > 0
(Teilchenzahl; eigentlich ganzzahlig, aber approximativ als kontinuierlich behan-
delt). Absténde oder Winkel in den Koordinaten E, V, N haben in der Regel keine
direkte physikalische Bedeutung.

(b) In der Mechanik kann der Phasenraum eines n-Teilchen-Systems durch die Orte
und Impulse (oder Geschwindigkeiten) der Teilchen (also R%") parametrisiert wer-
den. Da Orte und Impulse unterschiedliche Mafleinheiten haben, kann man ihre
Quadrate schlecht addieren.



(c) Ein Punkt der Raumzeit .# ist durch (¢,z) mit ¢t € R und z € R® gegeben. In
der nichtrelativistischen Physik gibt es kein Skalarprodukt auf ., in der relati-
vistischen ist das Minkowski-Produkt z#7, = c*tt — x - & zwar bilinear, aber nicht
positiv definit. (Zwar definiert diese Bilinearform immer noch einen Isomorphis-
mus # — ', aber die Koeffizienten eines Kovektors (nach der dualen Basis)
sind dann nicht mehr dieselben wie die des Vektors.)

3.2 Tensoren

Definition
Fiir £ € N bezeichnet man die Menge der multilinearen Abbildungen

T:Vix---xVpy =R (1)

als das Tensorprodukt V/®- - -®V) der Vektorrdume V/, ..., V/. (Dies ist ein Vektorraum.
Man kann auch Vi @ - -+ ® Vj, bilden, indem man V; durch V/ ersetzt, aber das werden
wir hier nicht benutzen. Uberdies betrachten wir im Folgenden nur V; = ... =V, =V)
Man nennt V'®* := V' ® ... ® V'’ mit k Faktoren die k-te Tensorpotenz von V' und
ihre Elemente die Tensoren der Stufe k iiber V. Ein Tensor der Stufe 0 sei ein Skalar,
Ve =R,

Bemerkung
Gegeben eine Basis vy, ...,v4 von V| so ldsst sich T' € V'®* ausdriicken als
d
T(Ul, ce ,uk) = Z Clllk U4y * 0 Uk,iy, ‘v’ul, Lo, UE € |4 (2)

mit d* (eindeutig durch T festgelegten) Koeffizienten Cj, ;, und u; = Zle ;055 um-
gekehrt gibt es zu jeder Wahl der Koeffizienten einen Tensor T, so dass (2) gilt.

Beispiele

(a) Ein Skalarprodukt auf V' ist ein Tensor der Stufe 2. Fiir jeden Tensor der Stufe 2
bilden die Koeffizienten eine Matrix (Cy;). Die eines Skalarprodukts hat Eintréige
Cij = 0,5, falls die Basis eine Orthonormalbasis ist.

(b) Die k-te Ableitung eines Skalarfelds f : V' — R im Punkt p € V ist ein Tensor
k-ter Stufe mit Koeffizienten C;, ;, = 0;, - - - 0;, f(p). Die k-te Ableitung von f ist
daher ein Tensorfeld D¥f : V — V'®k,

(c) Der Riemannsche Kriimmungstensor in der Allgemeinen Relativitatstheorie (und
der Theorie gekriimmter Fléchen) ist ein Tensorfeld der Stufe 4.



Definition
Ein Tensor T' € V'®F heiflt symmetrisch, wenn

T(ui, ..., up) =T (Un(r)s - - - Un(k)) (3)
fiir alle uq,...,ur € V und alle Permutationen © € Sy, und anti-symmetrisch, wenn
stets

T(u, - ) = 580(7) T(utn(rys - ) (4)
Bemerkung

T ist genau dann anti-symmetrisch, wenn
Clllk - Sgn(ﬂ-) Ciﬂ(1)-~~i7r(k) (5>

und genau dann symmetrisch, wenn (5) ohne sgn() gilt. Die (anti-)symmetrischen Ten-
soren der Stufe & bilden einen Unterraum von V'®* und der durch

1
(SymT)(ur, . up) = 73 >, T(un(ay, s tniiy) (6)
TES
) 1
(AntiT)(uq, ... ug) == ] Z sgn (1) T'(Un(1)s - - - » Un(k)) (7)
TESE

definierte Operator Sym (bzw. Anti) : V'®* — /@ ist gerade die Projektion auf diesen
Unterraum. Der Unterraum der anti-symmetrischen Tensoren der Stufe k& wird auch mit
Ak (V) bezeichnet und hat Dimension d!/k!(d — k)!. Fiir k = 2 ist jeder Tensor Summe
eines symmetrischen und eines anti-symmetrischen (entsprechend der Zerlegung einer
Matrix in eine symmetrisch und eine anti-symmetrische); das trifft fiir £ > 2 nicht mehr
zu. Fiir k = 1 ist jeder Tensor symmetrisch und jeder Tensor anti-symmetrisch; fiir & > 1
ist nur der Nulltensor zugleich symmetrisch und anti-symmetrisch, weil T'(uy, ug, ...) =
T(Ug, Ug, .. ) = —T(Ul,UQ, .. )

Beispiele
(a) Das Skalarprodukt ist ein symmetrischer Tensor.
(b) Die Ableitung D* f(z) ist symmetrisch, falls f € C*.

(c) Die Determinante ist ein anti-symmetrischer Tensor der Stufe d iiber V = R
Allgemeiner ist in einem V' (dim V' = d) mit Skalarprodukt das Volumen des von
uy, . .., uq aufgespannten Parallelotops

Pd(ul,. .. ,Ud) = {Z U oy € [0, 1]VZ € {1 .. d}} (8)



gerade

Vold(Pd(ul, . ,ud)) = ‘T(ul, CeyUg)

, (9)

wobei T' der anti-symmetrische Tensor der Stufe d iiber V ist, der definiert ist
durch

T(uq,...,ug) = det(p(u1), ..., o(uq)), (10)

wobei ¢ : V — R? die Koeffizienten eines Vektors beziiglich der Orthonormalbasis
vy, ..., 0q liefert. Eine andere Wahl von vy, ..., v; &ndert T héchstens um ein Vor-
zeichen (ndmlich wenn die beiden Basen entgegengesetzte Orientierung haben).
In einem V' ohne Skalarprodukt lédsst sich ein Volumenbegriff definieren, indem
man einen anti-symmetrischen Tensor 7" der Stufe d einfiihrt und (9) als Defini-
tion nimmt; 7" heifit dann eine Volumenform; das wird z.B. im Phasenraum in der
Mechanik so gemacht.

(d) Sei nochmal V' ein Skalarproduktraum. Wir interessieren uns jetzt fiir das k-

dimensionale Volumen (k < d) des von uy,...,u; aufgespannten Parallelotops.
Indem wir Beispiel (c) auf U := Spann{uy, ..., u;} anwenden, erhalten wir
Volk<Pk(u1,...,uk)) = ‘TU(ul,...,uk)} (11)

fiir einen bestimmten anti-symmetrischen Tensor T, der Stufe k iiber U. Dieser
lisst sich fortsetzen zu einem anti-symmetrischen Tensor T}, der Stufe & iiber V,
namlich .

TU(Ul,...,Uk) :TU(Ple,...,PUUk), (12)

wobei Py die orthogonale Projektion auf U ist.

3.3 Differentialformen und der Satz von Stokes

Integrale von Funktionen f : V' — R iiber k-dimensionale Flachen (“k-Flachen”) in
einem Vektorraum V' der Dimension d miissen

f(o(u)) Vol (P(01p duy, . .., Oxddug)) = f(d(u)) T(O1d duy, . . ., Oxd duy,)

integrieren (falls die Parametrisierung ¢ die richtige Orientierung liefert), wobei T =
TU wie in (12) ist, du; eine infinitesimale Zahl, 0;¢ du; ein infinitesimaler Vektor und
P(O1¢duy, ...) das von ihnen aufgespannte Parallelotop. Es bietet sich an, die Faktoren
f und T zu einem Tensorfeld w zusammenzufassen.

Definition
Ein anti-symmetrisches Tensorfeld w der Stufe k£ heifit auch eine Differentialform vom

Grad k oder eine k-Form. Das Integral von w iiber eine orientierte, C* k-Fliche F ist
definiert durch

/f w= /D du (Do), .., Opo(w)) | (13)

4



wenn ¢ eine Parametrisierung von F mit Parameterbereich D C RF ist.

Die anti-symmetrischen Tensoren wurden besonders von Hermann Grassmann (1844)
studiert, die Differentialformen von Elie Cartan (1899) eingefiihrt.

Satz
| +w héngt nicht von der Parametrisierung ab.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass fiir jedes T € AFR?, jede d x k-Matrix A und jede
k x k-Matrix B gilt:
T(AB) = T(A) det(B), (14)

wobei T'(A) bedeutet, dass man die Spalten von A in T einsetzt. Denn: Sind a4, ..., ay
die Spalten von A und B = (b;;), dann ist die j-te Spalte von AB gerade Zle a;bij,
also

k
T(AB) = Z bi11 tee bikkT(aila e ey CLik) . (15)
01t =1
Nur die Summanden sind # 0, bei denen iy, ...,7; paarweise verschieden, also eine
Permutation 7 von 1,..., k sind, und die lauten
T(AB) =Y bray - brys sgn(m) Tan, ..., az) . (16)

TES

Nun liefert die Leibniz-Formel fiir die Determinante gerade (14).

Jetzt zur Umparametrisierung des Integrals. Sei ¢y = ¢ o ¢ mit einer Umparametri-
sierung ¢ : D' — D, die die Orientierung nicht &ndert. Dann ist iiberall det Dy > 0 und
D = D¢ o Dy, und daher

w(DY) = w(D¢) det(Dyp) . (17)

Also liefert der Transformationssatz (TS) fiir Integrale:

/ww

[ s Do) = [ ds wvo)|  det(Deo(s) (13)

w(s)

/D du (Do () = /¢ w, (19)

wie behauptet. O

12

Beispiel

Normalerweise muss man fiir die Integration eines Integranden f wissen, was man mit
dem Volumen dx meint; das ist beim Integrieren einer Differentialform w anders, weil
hier der nétige Volumenbegriff bereits in w mit eingebaut ist. Differentialformen kann
man immer dann gut gebrauchen, wenn man kein Skalarprodukt zur Verfiigung hat.



Zum Beispiel kann man im Zustandsraum €2 der Thermodynamik 1-Formen (aber kei-
ne Vektorfelder) entlang von Kurven integrieren. Tatséchlich lassen sich Tensorfelder
einschlieBlich Differentialformen und ihrer Integrale nicht nur auf Teilmengen des R
sondern auch auf Mannigfaltigkeiten (grob gesagt, gekriimmten Réumen) definieren.

Definition
Das Tensorprodukt @ : V' x V'@t - V/@k+0) st definiert durch
(S &® T)(ul, ce ,U]H_g) = S(ul, ce ,Uk) T(uk+1, e ,Uk+g) (20)
oder, dquivalent dazu,
S®T S T
Cil ..... Thtr Cil ..... ik Oik+1 ,,,,, Thgr * (2]‘)

Das Keilprodukt A : A¥(V) x AY(V) — A*(V) (auch duferes Produkt genannt) ist
definiert durch

SAT =S Anti(S @ T). (22)
Die dufiere Ableitung dT' der k-Form T ist
dI' .=V AT = (k+ 1) Anti(VT), (23)
das heifit in Koeffizienten
CAT (@) = (k+1) Anti(0,CL ;. (2)) VzeV. (24)
Beispiele

(a) Fiir ein Skalarfeld f : V' — R ist df gerade das Gradientenfeld von f (aufgefasst
als eine 1-Form, also als ein Kovektorfeld), df = Df =V f.

(b) dz; fiir eine Koordinatenfunktion in R? ist das konstante Kovektorfeld (0,0, ...,1,...

mit der 1 an der i-ten Stelle; dzy Adxy A - - - A dxy ist nichts anderes als die Deter-
minante.

(¢) Seiw = f(z)dxy Adxy A+~ Adxg. Dann ist [, w das normale Volumenintegral von
f in R? iiber die offene Menge U C R? (bzw. im orientierten Skalarproduktraum
V' beziiglich einer positiv orientierten Orthonormalbasis).

(d) In der Relativitédtstheorie ist das elektromagnetische Feld (i, v € {0,1,2,3})

0 E, Ey, Ej
—-E 0 Bs —DBs

(Fay= | OB s 25)
—F; By —-B 0
cine 2-Form F' auf der Raumzeit .#Z = R*. Es gelten
dFF =0und F'=dA, (26)

3
wobei die 1-Form A = ® dz°+ " A; dx' das 4-dimensionale Vektorpotential heifit.
i=1



(e) In der Thermodynamik mit
Q={(E,V,N)eR*: E>0,V >0,N >0} (27)

bilden dFE, dV', dN eine Basis des Dualraumes, daher lisst sich jedes Kovektorfeld
(jede 1-Form) f schreiben als

f:cldE+02dV+63dN. (28)

Nicht jedes Kovektorfeld f ist ein Gradient (ein “exaktes Differential”). Tatséchlich
ist f: V — V’ genau dann ein Gradient, wenn df = 0. (Denn die Koeffizienten von
df sind gerade 0, f;—0; f;, und 0; f; = 0; f; war gerade unser Integrabilitétskriterium
aus Kapitel 1; G = V ist natiirlich ein sternférmiges Gebiet in V', und §2 eines in
R3.)

Bemerkung
Das Keilprodukt ist assoziativ und distributiv, aber nicht kommutativ; sondern, es gilt

TAS=(-DSAT. (29)

Bemerkung
Fiir jede C?-Differentialform T gilt ddT = 0.

Beweis: Wir halten zunéchst fest, dass fiir beliebige Koeffizienten Ci, i, 4, 1.0, 8llt:
anti-symmetrisiert man in den Indices 7y, ...,7; und danach in allen Indices, so erhélt
man dasselbe Ergebnis wie wenn man nur einmal in allen Indices anti-symmetrisiert
hatte,

AntikH 0] Al’ltlk = Antik+g . (30)
Damit finden wir
Cat. ., = (k+2)(k + 1) Antiy,5(3;, Antig 1 (9, C 4, ) (31)
= (k+2)(k + 1)Antix2(9;, 8, C5 4, .,) (32)
=0 (33)

aufgrund des Satzes von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen. [J

Satz von Stokes fiir Differentialformen (ohne Beweis)
Sei 0 < k <d—1, F C R? eine orientierte kompakte k + 1-dimensionale C'-Fliche
mit stiickweise C'- Rand OF (positiv orientiert) und w eine k-Form, die C' ist auf einer

Umgebung von F. Dann ist
/ dw = / (34)
oF



Beispiele

e d=1, k= 0: wist ein Skalarfeld f(x), dw die Ableitung f’(z), und der Satz von
Stokes gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

e d =2k =0:wist ein Skalarfeld f(x), dw der Gradient V f(z), und (34) besagt
[ vt-dz=r6m) - £60), (39)
”

e d =2, k= 1: Die I-Form w = (fi, f2) entspricht einem Vektorfeld f, und fvw =
fwi' dzx fiir eine Kurve 7. Jede 2-Form in 2d ist von der Form g(z1, z2) dxy A dzs;

wir finden, dass dw = (0y f1 — 01 fo)dx1 Adxs. Daher ist (34) gerade der Integralsatz
von Green (oder Stokes in 2d).

e d =3, k= 0: Liefert (35) in 3d.

e d =3, k= 1: Die 1-Form w = (f1, fo, f3) entspricht einem Vektorfeld J, und ihre
auflere Ableitung

0 Oifa —Oofr O1fs — 03f1
dw = | O2f1 — O1 2 0 Oz fs — O3 fo (36)
Osfi — O fs Osfa — Oafs 0

hat dieselben Komponenten wie rot f, und tatséchlich ist J FW = S Frot f - dS,
wihrend wieder [ w = [ f-dz; (34) ist also der Satz von Stokes in 3d.

e d =3, k=2: Die 2-Form w hat 3 unabhéingige Komponenten fi, fs, f3 geméaf

0  fz —f
W = _f3 0 fl ) (37)
f20 =fi O
und es gilt
dw = (div f) dwy A dog A dzs. (38)

Da wieder [,-w = [, f-dS, liefert (34) nun den Satz von Gauf in 3d.



