Mathematik fiir Physiker 3 /
Analysis 2*

Wintersemester 2019/20

Stefan Teufel
Mathematisches Institut
Uni Tiibingen

24. Januar 2020

*Diese vorlaufige Version des Skriptums ist nur zum Gebrauch parallel zum Besuch der
Vorlesung gedacht. Das Studium des Skripts kann den Besuch der Vorlesung nicht
ersetzen! Falls Sie Fehler finden, teilen Sie mir diese (auch die offensichtlichen) bitte
mit!






Inhaltsverzeichnis

|1  Topologische, metrische und normierte Raume|

|3 Kompaktheit und Zusammenhang]

& Diff erbarkeid

Taylorformel und lokale Extrema|

Implizite Funktionen|

|7/ Differentialrechnung in Banachraumen|

|8 Gewohnliche Diffterentialgleichungen|

|9 Lineare Differentialgleichungen|

|10 Integration im R": Eine kurze Einfiihrung|

11
19
27
47
55
65
67
77

89

iii






1 Topologische, metrische und normierte
Raume

Um Konzepte wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit fiir Funktionen f(x) meh-
rerer reeller Variable x = (x1,...,2,) € R™ zu definieren, muss man zunéchst Begriffe wie Kon-
vergenz von Folgen x,, — a € R, offenes Intervall (a,b) € R, Vollstindigkeit, etc. auf den R™
verallgemeinern. Da wir schliellich aber auch iiber den R™ hinausgehen werden, machen wir das
alles gleich etwas allgemeiner auf sogenannten metrischen bzw. noch allgemeiner auf topologischen
Réumen. Im Ergebnis werden wir nicht nur die genannten Konzepte aus der Analysis 1 verallge-
meinern kénnen, der Blick von einer hoheren Warte aus wird auch zu einem tieferen Verstédndnis
dieser Konzepte selbst im Spezialfall von Funktionen auf R fiihren.

1.1 Definition. Metrik
Sei X eine Menge. Eine Abbildung

d: X xX —[0,00)
heiit Metrik auf X, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

(i) d(z,y) =0 < z=y, (Definitheit)
(i) d(z,y) = d(y, ), (Symmetrie)
(iii) d(z,2) <d(z,y)+d(y,z). (Dreiecksungleichung)

Das Paar (X, d) heifit dann metrischer Raum und fiir zwei Punkte x,y € X heifit d(z,y) der
Abstand von z und y. o

FEin metrischer Raum ist also eine Menge X, auf der man mit Hilfe einer Funktion d : X x X —
[0,00) jedem Paar von Punkten {z,y} einen Abstand d(z,y) € [0, 00) zuweist.
1.2 Beispiele. Euklidische und diskrete Metrik
(a) Sei X = R™ Dann ist fiir z,y € R® durch d(z,y) = \/(z1 —91)2 + ... + (¥, — yn)? eine
Metrik definiert, die sog. euklidische Metrik. (R”, d) heifit euklidischer Raum.
Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition |1.1]sind offensichtlich, die Dreiecksungleichung
nicht (vgl. Aufgabe 3 auf Blatt 1). Falls nicht anders gesagt, sei die Menge R™ im Folgenden
immer mit der euklidischen Metrik versehen.
(b) Sei X eine beliebige Menge und

_J 0 fallsz=y
d(z,y) = { 1 sonst.

Dann ist d eine Metrik auf X und heifit diskrete Metrik. In diesem Fall sind die Eigen-
schaften (i)—(iii) aus Definition in offensichtlicher Weise erfiillt.

(c) Die euklidische Einheitssphére S? := {z € R3|d(x,0) = 1} im R? ist mit der Metrik

ds(z,y) := arccos({(z,y))

ein metrischer Raum. Hier bezeichnet (z,y) := x1y1 + x2y2 + x3y3 das euklidische Skalar-
produkt. Geméf dieser Metrik ist also der Abstand zweier Punkte auf der Sphére durch
die Lange des kiirzesten Groflkreisbogens auf der Sphére gegeben, der die beiden Punkte
verbindet.



1 Topologische, metrische und normierte Rdume

1.3 Definition. Induzierte Metrik

Auf jeder Teilmenge Y C X eines metrischen Raums (X, d) definiert die Einschrankung d|y «y :
Y xY — [0, 00) wieder eine Metrik, die sog. induzierte Metrik. Somit ist ¥ mit der induzierten
Metrik selbst wieder ein metrischer Raum (Y, d|yxy). o

1.4 Proposition. Das kartesische Produkt metrischer Riume

Seien (X1, d;) und (X3, d2) metrische Rdume. Dann wird auf dem kartesischen Produkt X; x Xy =
{(z1,22) | x1 € X1 und z9 € X2} durch

d($7y) = d1<$17y1) + dQ(x27y2)

eine Metrik definiert. Man kann also das Produkt metrischer Rd4ume immer in natiirlicher Weise
wieder als metrischen Raum betrachten.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.5 Definition. Norm
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Kérper K = R oder dem Koérper K = C. Eine Abbildung

[-1F: V= [0, 00)

heifit eine Norm auf V', wenn fiir alle z,y € V und A € K gilt:

@) Jall=0 & a=0, (Definithei)
(i) [[Azl[ = [A[ ]l (Homogenitiit)
(i) [lz +yll < [lz] + llyl - (Dreiecksungleichung)

Das Paar (V|| - ||) heifit normierter Raum.

1.6 Proposition. Jede Norm induziert eine Metrik

Auf einem normierten Raum (V, || - ||) wird durch
d:VxV —=10,00), dzvy):=|z-y|,
eine Metrik auf V' definiert.

Beweis. (i) d(z,y) =0& [r—y|=0&c2-y=0&2=y,
(i) d(z,y) = |z —yll = I(=D)(y — @)l = [(=Dlly — zl| = lly — =[] = d(y, ),
(i) d(z,2) = [z — 2]l = o — g+ — 2| < llz —yll + |y — 21| = Az ) + (g, 2). n

1.7 Beispiele. (a) Die euklidische Norm auf R™:
Sei V' = R". Dann ist fiir x € R" durch

lellz = /a3 +a + ...+ a2

eine Norm definiert, die euklidische Norm. Die von ihr nach Proposition induzierte
Metrik ist die euklidische Metrik.

(b) Die Maximumsnorm auf R" ist

[2]loo = max{|z1],..., [znl}



und die Summennorm oder 1-Norm auf R" ist

n
lzlly ==l
j=1

Im allgemeinen ist fir x € R” und n > 1 natiirlich ||z|; # ||z|l2 # ||*|lcc- Beispielsweise
findet man fiir x = (1,1) € R?, dass ||z|1 = 2, ||z|l2 = v2 und ||z = 1.

Die Normeigenschaften von || - [|1, || - [|2 und || - | zeigen Sie in den Ubungen.

(c) Sei X eine beliebige Menge und V' der Vektorraum der beschrinkten reell-wertigen Funk-
tionen auf X,
V={f:X—>R| sug]f(a:)] < o0}
Te

Dann ist
[ flloo == sup | f(z)|
rxeX

eine Norm auf V.

Beweis. (i) [|flleo=0 < f(z)=0VzxeX & f=0.
(i) [[Aflloo = sup [A||f ()] = [Al sup [f(z)] = [A] [ f]loo-
zeX reX

(iii) [If + glle = sup [f(z) + g(z)| < sup (|f(z)|+ |g(z)]) < sup|f(z)| + sup |g(x)] =
zeX zeX zeX zeX

[[f1loo + llglloo- O
(d) In (c¢) kann man R durch einen beliebigen normierten Raum (Y, || - ||) ersetzen und erhélt,
dass auf

V=A{f:X—=Y]sup|f(z)|] <oc}.
zeX

durch
[ flloo := sup [|.f(z)]]
rzeX

eine Norm definiert wird.

(e) Sei (Y,d) ein metrischer Raum, X eine Menge und f : X — Y eine injektive Abbildung.
Dann wird auf X durch

dy(w1,x9) = d(f (1), f(x2))
eine Metrik definiert (vgl. Aufgabe 1 (a)).

1.8 Merke. Zusammenhang zwischen Metrik und Norm

Metrik = Abstand zwischen Punkten beliebiger Mengen

Norm = Linge eines Vektors

Jede Norm induziert auch eine Metrik, da “Abstand” gleich “Lénge des Differenzvektors” gesetzt
werden kann, vgl. Proposition Wir kénnen also jeden normierten Raum insbesondere auch
als metrischen Raum auffassen und alle Definitionen und Sétze in metrischen Rdumen gelten
entsprechend fiir normierte Rdume mit der induzierten Metrik.
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1.9 Definition. Offene Mengen in metrischen Ridumen

Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Fiir zp € X und r > 0 heifit

B (z9) :=={x € X |d(x,x0) < r}

die offene Kugel (der offene Ball) um xg vom Radius 7.

(b) Eine Teilmenge U C X heiffit Umgebung des Punktes xg € X, falls U auch eine offene
Kugel um zq enthilt, also falls ein € > 0 existiert, so dass

BE(JL‘()) cU.

Falls U Umgebung von zg ist, so heifit ¢ innerer Punkt von U.
Insbesondere ist also fiir 7 > 0 die offene Kugel B, (z¢) selbst eine Umgebung von z.

(c¢) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h. wenn
zu jedem x € U ein € > 0 existiert, so dass B.(z) C U.
Eine Menge ist also offen, wenn sie nur innere Punkte enthélt.

1.10 Beispiele. (a) Die offene Kugel B, (xg) ist offen: Sei x € B,(zg) beliebig, dann gilt nach
Definition d(z,z¢) < r. Man setzt also ¢ := r — d(x,z9) > 0 und hat dann wegen der
Dreiecksungleichung B.(z) C B,(xg) :

y € B(z) = d(y,xo) <d(y,z)+d(z,z0) <e+d(x,xg) =r.

(b) Ein offenes Intervall (a,b) C R ist eine offene Menge bzgl. der euklidischen Metrik d(z,y) =
|z — y|, denn (a,b) = Bo_a (“E0).
2

(c) Sei X beliebig und versehen mit der diskreten Metrik (Beispiel[L.2)), dann ist jede Teilmenge
U C X offen. (Klar: Bi(z) = {z} Vo € X.)
2

1.11 Proposition. In einem metrischen Raum X gilt:
(a) @ und X sind offen.
(b) Sind U,V C X offen, so ist auch U NV offen.
(¢) Sind U; C X offen (i € Z, T eine beliebige Indexmenge), so ist auch |J U; offen.
€L
Beweis. (a) Offenbar.
(b) Sei x € UNV. Dann gibt es r,s > 0 mit B,(z) C U und By(xz) C V, da U und V ja offen
sind. Setze € := min(r, s) > 0, dann gilt B.(x) C UNV, also ist auch U NV offen.

(c) Seix € |JU;. Dann gibt es ein ig € Z mit « € U;,. Nun ist U;, offen, also existiert € > 0 mit

1.12 Bemerkung. Mit Proposition [1.11] (b) sind natiirlich auch Durchschnitte endlich vieler
offener Mengen wieder offen. Durchschnitte unendlich vieler offener Mengen sind im Allgemeinen
aber nicht mehr offen, z.B. ist I, = (—,1) C R fiir alle n € N offen, aber (. I, = {0} nicht.c

n’n

1.13 Definition. Abgeschlossene Mengen

Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
A =X\ A:={ze€ X |x ¢ A} offen ist.



1.14 Beispiele. (a) [a,b] C R ist abgeschlossen.
(b) [a,00) C R ist abgeschlossen.
(c) [a,b) C R ist fiir —oo < a < b < oo weder abgeschlossen noch offen.

(d) Sei (X, d) metrischer Raum. Dann sind () und X sowohl offen als auch abgeschlossen.

1.15 Merke. Im Allgemeinen ist eine Teilmenge eines metrischen Raumes weder abgeschlossen
noch offen, manchmal aber auch beides.

1.16 Proposition. In einem metrischen Raum X gilt:
(a) @ und X sind abgeschlossen.
(b) Sind U,V C X abgeschlossen, so ist auch U UV abgeschlossen.

(c) Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Komplementbildung in Proposition Man erinnere sich dazu an die De Morganschen
Regeln: Fiir beliebige Teilmengen V; C X, i € Z, einer Obermenge X gelten (UjezV;)¢ = NiezVi©
und (MiezV;)¢ = Uiez V. O

Man kann nun viele der im Folgenden zu diskutierenden Konzepte wie Konvergenz, Stetigkeit,
Kompaktheit etc. noch verallgemeinern, indem man vergisst, dass die offenen Mengen in Definiti-
on[L.9 mit Hilfe einer Metrik definiert wurden und stattdessen die in Proposition [I.11]hergeleiteten
Figenschaften offener Mengen in metrischen Rdumen zur Definition erhebt.

1.17 Definition. Topologische Riume

Eine Menge X mit einem Teilmengensystem 7 C P(X) (also einer Menge 7 von Teilmengen von
X, wobei P(X) die Potenzmenge, also die Menge aller Teilmengen bezeichnet) heifit topologi-
scher Raum und 7 eine Topologie, falls

(a) 0, X eT

(b)y UV eT =UnVeT

(c) U €T firiel = UieIUi eT
Die Mengen U € T heiflen dann die offenen Mengen. Komplemente offener Mengen heiflen
wieder abgeschlossen.

Die Definition von innerer Punkt bzw. Umgebung lautet dann: zg ist innerer Punkt einer
Menge A bzw. A ist Umgebung von xg, falls es eine offene Menge O gibt mit zp € O und
O C A o

Zusammenfassend sollten Sie sich merken, dass man in einem topologischen Raum weif, was
die offenen Mengen, was Umgebungen und was innere Punkte sind. Ausgehend davon folgen, wie
wir sehen werden, Begriffe wie Konvergenz, Stetigkeit, Kompaktheit, etc. In metrischen Réumen
sind die offenen Mengen geméfl Definition mithilfe offener Bille durch die Metrik definiert.
Metrische Rdume sind also insbesondere auch topologische Raume.

1.18 Bemerkung. Topologische Rdume in denen die Topologie nicht durch eine Metrik gege-
ben ist werden in dieser Vorlesung keine Rolle spielen. Trotzdem ist es niitzlich, und in vielen
Féllen auch einfacher, den Begriff der Metrik moglichst selten zu verwenden und stattdessen mit
Umgebungen und offenen Mengen zu argumentieren.

Wir werden daher Definitionen und Aussagen wenn moglich fiir allgemeine topologische Rdume
formulieren. Im Umkehrschluss bedeutet das, dass alle Aussagen und Definitionen die wir nur
fiir metrische bzw. normierte Rdume formulieren in allgemeinen topologischen Réumen so nicht
gelten. o
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1.19 Definition. Inneres, Abschluss, Rand
Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge.

(a) Die Vereinigung aller in Y enthaltenen offenen Mengen

Y = UU

ucy
U offen

heif3t das Innere oder der offene Kern von Y.

(b) Der Schnitt aller abgeschlossenen Mengen die Y enthalten

Y = ﬂA

ADY
A abgeschlossen

heilt der Abschluss oder die abgeschlossene Hiille von Y.

(¢) Der Abschluss von Y ohne das Innere von Y
oY =Y \Y
heifit der Rand von Y.
Es gilt also jeweils per Definition
eYCYCY
o Y ist die grofite in Y enthaltene offene Menge, insbesondere ist Y offen.

e Yistoffoen & Y =Y

Y ist die kleinste abgeschlossene Menge in der Y enthalten ist, insbesondere ist Y abge-
schlossen.

Y ist abgeschlossen < Y =Y

e Y ist das Komplement von X \'Y, also (Y)C = (Y¢) (folgt wieder mit De Morgan), bzw.
(Y¢)° = (Y)¢ (also die erste Behauptung fiir Y¢).

1.20 Proposition. Alternative Charakterisierungen

In einem topologischen Raum X gilt fiir jedes Y C X:
(a) Y ist die Menge der inneren Punkte von Y.

(b) Ein Punkt x € X ist genau dann Randpunkt von Y, wenn jede Umgebung von z sowohl
einen Punkt aus Y als auch einen Punkt aus Y¢ = X \ Y enthilt.

(c) Y =Y\ oY
(d) Y =YUadY

Beweis. Ubungsaufgabe O

1.21 Beispiele. (a) Sei Y = (a,b] C R. Dann ist Y = (a,b), Y = [a,b] und Y = {a, b}.
(b) Betrachte Q C R: Da fiir jedes x € R der e-Ball B.(x) = (z — ¢,z + ¢) um x sowohl
rationale als auch irrationale Zahlen enthilt, ist gemé Proposition (b) 0Q = R. Mit
Proposition m (c) und (d) folgt dann sofort, dass Q = Q\dQ =) und Q = QUAIQ = R.

Fiir Folgen (z,) in R oder C wurde in Analysis 1 Konvergenz so defniert: Eine Folge (z,,) kon-
vergiert gegen einen Punkt a, falls jedes e-Intervall um a alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthélt. In metrischen Réumen ersetzt man in dieser Definition nun einfach “e-Intervall” durch



“e-Kugel” und in topologischen Réumen durch “Umgebung”. Wir beginnen also mit der allge-
meinen Definition von Folgenkonvergenz in topologischen Ré&umen und zeigen dann, dass wir in
metrischen Rdumen und insbesondere in R bzw. C die Definition aus Analysis 1 als Spezialfall
des allgemeinen Konzepts von Folgenkonvergenz wiederfinden.

1.22 Definition. Konvergenz von Folgen

Sei X ein topologischer Raum. Eine Folge (x,) in X heifit konvergent gegen a € X, geschrieben
lim z, = a
n—oo

oder kurz z,, — a fiir n — oo, wenn gilt:

Fiir jede Umgebung U C X von a gibt es ein N € N, so dass z,, € U fiir alle n > N.

Eine Folge konvergiert also gegen einen Punkt, wenn jede (“noch so kleine”) Umgebung des
Punktes alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthalt. o

1.23 Bemerkung. Grenzwerte sind im Allgemeinen nicht mehr eindeutig

In allgemeinen topologischen Réumen kann eine Folge mehrere verschiedene Grenzwerte haben.
Beispielsweise wird auf einer beliebigen Menge X durch 7 := {(), X} eine Topologie definiert, die
sog. indiskrete Topologie. Und beziiglich dieser Topologie konvergiert jede Folge in X gegen jeden
Punkt in X, da jeder Punkt « € X als einzige Umgebung die ganze Menge X besitzt. Daher ist
die Schreibweise lim,,_, o, , = a fiir Grenzwerte von Folgen in allgemeinen topologischen Réumen
eigentlich nicht angebracht (aber durchaus iiblich, siehe z.B. den deutschen Wikipedia-Eintrag),
da das Gleichheitszeichen Eindeutigkeit suggeriert.

1.24 Proposition. Konvergenz in metrischen Riumen

Eine Folge (z,,) in einem metrischen Raum X konvergiert genau dann gegen a € X, wenn d(x,, a)
als Folge in R gegen Null konvergiert, also

lim z,=a < Ve>03INeNVn>N:d(zy,a)<e,

n—oo
oder anders gesagt, wenn jeder e-Ball um «a alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthélt. Der
Grenzwert ist eindeutig.

Beweis. “=": Da jeder e-Ball um a insbesondere eine Umgebung von « ist, und da nach Voraus-
setzung jede Umgebung von a fast alle Folgenglieder der Folge enthélt, enthélt auch jeder e-Ball
um q fast alle Folgenglieder.

“«<": In einem metrischen Raum enthélt jede Umgebung von a auch einen e-Ball um a. Da jeder
e-Ball um a fast alle Folgenglieder der Folge enthélt, enthélt daher auch jede Umgebung von a
fast alle Folgenglieder.

Eindeutigkeit des Grenzwertes: In jedem topologischen Raum gilt: Falls zwei Punkte a und b dis-
junkte Umgebungen U und V haben, so kénnen nicht sowohl U als auch V fast alle Folgenglieder
einer Folge enthalten und somit nicht sowohl a als auch b Grenzwert derselben Folge sein. Die
Eindeutigkeit gilt also in jedem topologischen Raum in dem verschiedene Punkte immer auch
disjunkte Umgebungen besitzen (sog. Hausdorffraume). Dies ist fiir metrische Rdume immer der
Fall, da fiir a,b € X mit a # b gilt, dass d(a,b) > 0 und somit Bgp)/2(a) und Byap)/2(b)
disjunkte Umgebungen von a und b sind. O

1.25 Definition. Hiufungspunkt

Sei X ein topologischer Raum und (z,,) eine Folge in X . Ein Punkt a € X heifit Hiufungspunkt
von (z,,), falls jede Umgebung U von a unendlich viele Folgenglieder enthélt. o
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1.26 Satz. Folgenkriterium fiir den Abschluss in metrischen Riumen

Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann liegt ein Punkt a € X genau dann im Abschluss
A der Menge A, wenn es eine Folge (z,,) in A gibt, die gegen a konvergiert, also

acA & I(xy) in A: lim z, =a.
n—oo

Eine Teilmenge A C X ist also genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (x,)

in A gilt, dass auch der Grenzwert a = li_>m T, in A liegt.
n o

Beweis. , = “: Seia € A = AUOA. Falls a € A, wihle z,, = a fiir alle n € N. Falls a € 0A, so
gilt nach Bemerkung (b) fir jedes n € N, dass B 1 (a) M A # (. Wir konnen also fiir jedes
n € N ein z, € Bi(a) N A auswihlen. Die konstruierten Folgen liegen jeweils ganz in A und
konvergieren gegen a.

,, < “: Diese Richtung gilt auch in topologischen Réumen. Sei (z,,) eine Folge in A mit lim,, o0 x,, =
a. Angenommen, a ¢ A, also a € X \ A. Dann wiire aber die offene Menge X \ A Umgebung von
a und mifite alle bis auf endlich viele Folgenglieder z,, enthalten. Das ist aber ein Widerspruch
zur Annahme, dass x,, € A fiir alle n € N. O

1.27 Definition. Cauchyfolge

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,) in X heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem
€ >0ein N € N gibt, so dass fiir alle n,m > N gilt

d(Tp, Tm) < €.

1.28 Proposition. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge

Sei (zy,) eine Folge in einem metrischen Raum X. Falls (z,) konvergiert, so ist (x,) auch eine
Cauchyfolge.

Beweis. Sei limy, ;o0 T, = a. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein N € N so, dass d(xy,a) < § fiir
alle n > N. Wegen der Dreiecksungleichung ist dann fiir n,m > N aber d(z,, Tn) < d(xn,a) +
d(xm,a) < e. O

Metrische Rdume in denen auch die Umkehrung gilt heiflen vollsténdig.

1.29 Definition. Vollstéindigkeit und Banachraum

(a) Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn in ihm jede Cauchyfolge konvergiert.

(b) Ein vollstdndiger normierter Raum (V, || - ||) heiit Banachraum.

1.30 Bemerkungen. (a) Der euklidische Raum (R", || - ||2) bzw. auch der (C", || - ||2) sind Bei-
spiele fiir Banachriume. Wir zeigen das an dieser Stelle noch nicht da wir in Proposition [2.15]
allgemeiner zeigen werden, dass jeder endlichdimensionale normierte Raum vollstdndig ist.

(b) Konvergenz, Kompaktheit, Stetigkeit, Abschluss, Rand etc. sind topologische Begriffe. Die
Konzepte Cauchyfolge und Vollsténdigkeit benttigen mehr Struktur, z.B. eine Metrik. ¢

Wir haben gesehen, dass jede Norm eine Metrik und jede Metrik eine Topologie (also eine Definiti-
on von offenen Mengen) induziert. Konvergenz von Folgen héingt allerdings nur von der Topologie
ab. Deshalb ist es niitzlich zu verstehen, wann verschiedene Normen den gleichen Konvergenzbe-
griff und auch den gleichen Vollstéandigkeitsbegriff liefern.



1.31 Definition. Aquivalenz von Normen

Zwei Normen || - ||, und || - || auf einem Vektorraum V heiflen &quivalent, wenn es Konstanten
¢,C' > 0 gibt, so dass fiir alle x € V gilt:

cllzlla < llzlls < Cllzfla- (1.1)

1.32 Bemerkung. Es handelt sich bei der Aquivalenz von Normen tatséichlich um eine symme-
trische Relation, denn mit ([1.1]) gilt dann offensichtlich auch

X x Zilp -
C b= * C b

1.33 Proposition. Seien || - ||, und || - ||y &quivalente Normen auf V. Fiir jedes U C V, jede Folge
(zp,) in V und jedes y € V gilt dann:

(a) Uist offen in (V|- |lo) < U istoffen in (V| - ||5)
(b) U ist abgeschlossen in (V,||-|l.) < U ist abgeschlossen in (V||| - ||5)
(¢) limpsoozy =y in (V.| ) < limpseozn =yin (V.| ).
(d)
)

d) (zp) ist Cauchy in (V|- |la) < (zn)ist Cauchy in (V.| - ||s).

() (V|- lla) ist vollstindig < (V.|| - ||p) ist vollsténdig.
Beweis. (a) gilt offenbar, da jede e-Kugel bzgl. || - ||, die entsprechende ce-Kugel bzgl. || - |4
enthélt und jede e-Kugel bzgl. || - ||, die entsprechende €/C-Kugel bzgl. || - |[5. (b) folgt wieder
durch Komplementbildung. Fiir (c) sei ILm zp =y in (V)] -]a), also le |zn, — ylla = 0. Dann

ist auch le lzn —ylls < ILm C||zn — yl|la = 0. Fiir (d) argumentiert man analog und (e) folgt
sofort aus (c) und (d). O

1.34 Bemerkung. Wir werden im néchsten Kapitel zeigen, dass auf einem endlichdimensio-
nalen Vektorraum alle Normen &dquivalent sind (vgl. Satz . Auf unendlichdimensionalen
Vektorrdumen gilt das aber nicht mehr. So ist beispielsweise der Raum C(]0,1]) der stetigen
Funktionen auf dem Intervall [0,1] versehen mit der Supremumsnorm || - || aus Beispiel

vollstéindig (vgl. Korollar [2.20) nicht aber mit der sogenannten L2-Norm || f||2 := 4/ fol |f(2)]? dz.







2 Stetigkeit

Wir fithren zunéchst den Begriff der Folgenstetigkeit ein. Dieser ist in metrischen Rdumen &qui-
valent zur Stetigkeit und folgt in topologischen Rdumen zumindest aus der Stetigkeit. Folgenste-
tigkeit von Abbildungen erlaubt es uns, die Abbildung mit Grenzwertbildung zu vertauschen.

2.1 Definition. Folgenstetigkeit

Seien X und Y topologische Rdume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y heifit folgenstetig
in a, wenn fiir jede Folge (x,) in X die gegen a konvergiert, ihre Bildfolge (f(x,)) in Y gegen
f(a) konvergiert, also wenn fiir jede Folge (z,,) in X gilt

lim z, =a = lim f(z,) = f(a)

n—oo n—oo

Es heifit f: X — Y folgenstetig, wenn f in jedem Punkt x € X folgenstetig ist. o

2.2 Notation. Grenzwert einer Funktion

Sei X ein metrischer Raum und a € X. Wenn fiir eine Funktion f : X \ {a} — Y gilt, dass fiir
jede Folge (z,,) in X \ {a} die gegen a konvergiert, ihre Bildfolge (f(zy)) gegen b € Y konvergiert,
so schreibt man dafiir kurz

lim f(z) =b

Tr—a
und spricht vom Grenzwert der Funktion an der Stelle a. Folgenstetigkeit von f in a bedeutet
daher in dieser Schreibweise

lim f(z) = f(a).

r—a

Die intuitive Idee hinter Stetigkeit ist allerdings eine etwas andere. Eine Funktion soll stetig
bei a € X heiflen, wenn sich bei “stetiger” Verinderung des Urbildpunktes a der Bildpunkt
f(a) ebenfalls “stetig” &ndert, also nicht springt. Diese Idee kann man in topologischen Riaumen
folgendermaflen formalisieren.

2.3 Definition. Stetigkeit

Seien X und Y topologische Rdume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig in a,
wenn es zu jeder Umgebung U von f(a) € Y eine Umgebung V' von a € X gibt, mit f(V) C U.

X Y
V)

a)

Fine Funktion, die an jedem Punkt in X stetig ist, heifit stetig.
2.4 Proposition. Stetigkeit impliziert Folgenstetigkeit

Ist eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Réumen stetig am Punkt a € X, so ist sie
bei a auch folgenstetig.
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2 Stetigkeit

Beweis. Sei (x,,) eine Folge in X mit lim,, o x,, = a. Es ist zu zeigen, dass lim,,_,« f(z,) = f(a)
gilt, also, dass jede Umgebung von f(a) fast alle Glieder der Folge (f(xy)) enthélt. Sei nun U
eine Umgebung von f(a). Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es eine Umgebung V' von a mit
f(V) Cc U. Wegen lim,,_,o, x,, = a enthilt V aber fast alle Glieder der Folge (z,,) und somit U
fast alle Glieder der Folge (f(xy)). O

Man mache sich die Einfachheit des Arguments an obigem Bild klar: wenn immer nur endlich
viele Glieder der Folge auflerhalb von V' liegen, kénnen auch jeweils nur endlich viele Glieder der
Bildfolge aulerhalb von U liegen. Da es zu jedem U ein passendes V gibt, ist man fertig.

2.5 Proposition. “c-6-Stetigkeit” in metrischen Riumen

Seien X und Y metrische Rdume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig
in a, wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € X mit d(z,a) < ¢ gilt, dass

d(f(z), f(a)) <e.
Anders gesagt: Jede e-Kugel um f(a) enthilt das Bild einer §-Kugel um a.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Aussage dazu dquivalent ist, dass jede Umgebung U von f(a) das
Bild f(V) einer Umgebung V von a enthélt. Diese Aquivalenz folgt aber sofort, da in metrischen
R&umen einerseits jede Umgebung eines Punktes eine offene Kugel um diesen Punkt enthélt und
andererseits jede offene Kugel selbst Umgebung ihres Mittelpunkts ist: “=" Sei B.(f(a)) =: U
gegeben, dann enthélt das entsprechende V' eine Kugel Bs(a), deren Bild in B.(f(a)) liegt. “<”
Sei U gegeben, dann gibt es ein B.(f(a)) C U und das entsprechende Bs(a) dient als V. O

2.6 Proposition. In metrischen Rdumen impliziert Folgenstetigkeit auch Stetigkeit

Seien X und Y metrische Ridume, f: X — Y und a € X. Ist f bei a folgenstetig, so ist f bei a
auch stetig.

Beweis. durch Kontraposition. Angenommen f ist nicht stetig. Dann gibt es ein € > 0, sodass
fiir alle § > 0 gilt f(Bs(a)) ¢ B:(f(a)). Fiir § = 2 wihle dann z,, € Bs(a) \ f~1(B:(f(a))). Also
limy, 00 Tn, = a, aber f(zy,) ¢ B:(f(a)) fiir alle n € N, und somit konvergiert f(z,) nicht gegen
f(a). Also ist f auch nicht folgenstetig. O]

2.7 Satz. Charakterisierung von Stetigkeit durch Urbilder offener Mengen

Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn das
Urbild f=1(O) jeder offenen Menge O C Y offen in X ist.

Beweis. “=": Sei O C Y offen und a € f~1(0). Dann ist f(a) € O und aufgrund der Stetigkeit
von f gibt es eine Umgebung V von a mit f(V) C O. Also ist V C f~1(O) und a somit innerer
Punkt von f~1(0). Da a beliebig war, hat f~!(O) nur innere Punkte und ist somit offen.

“<” Sei a € X und U eine Umgebung von f(a) € Y. Dann gibt es eine offene Menge O C U
mit f(a) € O. Deren Urbild f~1(O) =: V enthilt a und ist nach Voraussetzung offen, also eine
Umgebung von a mit f(V) C O C U. O

2.8 Beispiele. Stetige Abbildungen in metrischen Rdumen

(a) In einem metrischen Raum (X, d) ist fiir jedes b € X die Abstandsfunktion
dy : X = [0,00), dp(z) := d(b,x)

stetig.
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Beweis. Sei a € X beliebig und lim,,_,, z, = a. Aus der Dreiecksungleichung folgt
|dp(zn) — dp(a)| = |d(b, zp,) — d(b,a)| < d(xpn,a) - 0 firn — oo.
Also ist limy, 00 dp(x,) = dp(a) und somit ist dj stetig. O

In einem normierten Raum (V|| - ) ist || - | : V' — R stetig. Beweis. ||z|| = do(x) in (a).

Sei (V|| -]|) ein normierter Raum. Dann sind die Addition add: V xV =V, (z,y) — z+vy
und die skalare Multiplikation mult: K x V' — V| (o, ) — ax stetig.

Beweis. Sei (zp,yn) — (z,y) also z, — z und y,, — y in V, dann gilt

ladd (2, yn) — add(z,y)[| = lm [|zn +yn —2—y| < lim (o, — [+ lyn —yl) = 0.
n—oo n—oo

lim
n—0o0

Sei (ap, xn) — (o, z) also ay, — « in K und 2, — x in V, dann gilt

lim ||mult(cy,, z,) — mult(e, z)|| = lim ||apz, — ax||
< lim (|lapzy, — azy || + oz, — azx]|)
n—oo
= lim (lan —all|za] + |aff|zn — 2[]) = 0,
n—oo
da ||@y,|| beschréankt ist. O

Die Verkettung (Komposition) stetiger Abbildungen ist stetig: Seien f : Y — Z und g :
X — Y stetig, dann ist fog: X — Z stetig.

Beweis. Sei O C Z offen T 25" f71(0) c Y offen ? e g Y fHO0)) = (fog)~YHO) ist
offen in X. Also ist f o g mit Satz stetig. O
Eine Abbildung f: X -V x---xV, x+ f(x) = (fi(x),..., fn(x)), ist genau dann stetig,
wenn alle f; : X — V,i=1,... n, stetig sind. Beweis. Ubungsaufgabe.

Sind f,g : X — V sowie h : X — K stetig, so sind auch die Funktionen f + g und
h-g: X — V stetig.

Beweis. Es sind f + g = addo(f,¢) und h - g = multo(h, g) mit (c), (d) und (e) stetig. O
Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen heifit Lipschitz-stetig, falls es
eine Zahl L € [0,00) gibt, die sog. Lipschitzkonstante, so dass fiir alle x1,z9 € X gilt

dy (f(z1), f(z2)) < Ldx(z1,72).

Jede Lipschitz-stetige Funktion ist insbesondere auch stetig (Ubungsaufgabe). Die Umkeh-
rung gilt nicht.

2.9 Definition. Hom6omorphismen, Isometrien, isometrische Isomorphismen

(a)

(b)

Zwei topologische Rdume X und Y heiflen homdomorph, falls es eine Bijektion f : X — Y
gibt so, dass f und f~! beide stetig sind. Die Abbildung f heifit dann ein Hom&omor-
phismus.

Zwei metrische Rdume X und Y heiflen isometrisch, falls es eine Bijektion f : X — Y
gibt so, dass fiir alle a,b € X gilt

dy (f(a), f(b)) = dx(a,b). (2.1)

Die Abbildung f heifit dann ein isometrischer Isomorphismus metrischer Rdume. Ein
beliebiges f : X — Y welches (2.1]) erfiillt heifit Isometrie.
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2 Stetigkeit

(c¢) Zwei normierte Rdume V' und W heiflen isometrisch isomorph, falls es eine lineare Bi-
jektion (Isomorphismus) A : V — W gibt so, dass fiir alle v € V' gilt

[Av[lw = [[oflv -

Die Abbildung A heiffit dann ein isometrischer Isomorphismus normierter Rdume.

2.10 Bemerkungen. Folgende Aussagen ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen:

(a) Jeder isometrische Isomorphismus metrischer Rédume ist insbesondere auch ein Homéomor-
phismus und jeder isometrische Isomorphismus normierter Rdume ist insbesondere auch ein
isometrischer Isomorphismus metrischer Raume.

(b) Homo6omorphismen bilden in beiden Richtungen konvergente Folgen auf konvergente Folgen
ab.

(¢) Isometrische Isomorphismen bilden in beiden Richtungen Cauchyfolgen auf Cauchyfolgen
ab.

(d) Sind zwei metrische Rdume X und Y isometrisch, so ist X genau dann vollstdndig wenn Y
vollsténdig ist.

2.11 Bemerkung. zur Terminologie

Die griechische Vorsilbe homdo bedeutet “gleichartig”, wahrend ¢so “gleich auch in quantitativer
Hinsicht” bedeutet. Das griechische Wort morph bedeutet Form oder Gestalt.

2.12 Beispiele. (a) Ausder linearen Algebra wissen wir, dass jeder endlichdimensionale Vektor-
raum V' nach Wahl einer Basis isomorph zum K™ ist. Sei A : V' — K" so ein Vektorraum-
isomorphismus und || - ||y eine Norm auf V. Dann wird durch |z||4 := ||[A"'z||y eine Norm
auf K" definiert. Beziiglich dieser Normen ist A dann ein isometrischer Isomorphismus,

lAv]ja == A7 Av]ly = Jlolly.

(b) Fassen wir R?" und C" jeweils als metrische Réume mit der euklidischen Metrik

2n % n %
dr2n(a,b) = Z(aj —bj)? bzw. den(z,w) = Z |2 — w;|?
j=1 Jj=1

auf, so ist die Abbildung
J:C" 5 R™, 2z J(z) := (Rezy,Imzy, ..., Rezy,, Imzy,)

ein isometrischer Isomorphismus, da fiir z,w € C gilt |z—w|? = (Rez—Rew)?+ (Imz—Imw)?.
Als metrische Riiume (und somit auch als topologische Réume) kénnen wir C* und R?" also
identifizieren. Alle Eigenschaften des R?" die nur von dessen metrischer Struktur abhéingen
(z.B. Vollsténdigkeit) gelten automatisch auch fiir den C™.

Als Vektorrdume sind C® und R?" allerdings nicht isomorph, da sie ja Vektrorriume iiber
verschiedenen Korpern sind.

(c) Die Isometrien des euklidischen Raums R™ auf sich selbst sind genau die Translationen,
Rotationen und Spiegelungen sowie deren Kombinationen.
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2.13 Satz. Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V' sind alle Normen &quivalent.

Beweis. Sei A : V. — K" ein Isomorphismus und fiir zwei Normen || - || und || - || auf V' seien
| - lla,a und || - ||p,4 die entsprechenden Normen auf K" aus Beispiel (a), die A jeweils zu
einem isometrischen Isomorphismus machen. Dann sind || - ||, und || - || genau dann &quivalent

wenn || - [[q,4 und || - ||, 4 dquivalent sind. Daher gentiigt es zu zeigen, dass alle Normen auf dem K"
dquivalent sind. Sei also 0.B.d.A. V = K". Da Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation

ist, reicht es wiederum zu zeigen, dass jede Norm || - || zu || - [y mit [|z([y := > 7_; |x;] dquivalent
ist. Sei z = > 1, wje; € K. Dann gilt

lzll = 1) ajeill < D laglllesll < max{lles|l |5 =1,....n} Y |ay] =: Clllls. (2.2)

Angenommen es gibt kein ¢ mit ¢||z||; < ||z|| fiir alle z € K", dann existiert eine Folge (zy) in
K™ mit

tllzglls > e und oB.d.A. gl =1. (2.3)
Da die n Komponentenfolgen (xy ;) (es ist xy = (2k.1,...,2kyn) € K") beschrénkte Folgen in K
sind, und somit nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl konvergente Teilfolgen enthalten, kann
man iterativ eine Teilfolge von (xj) konstruieren, die bzgl. || - ||; konvergiert. Genauer wihlt man

zunéchst eine Teilfolge von (xy) fiir die (zx,;) in K konvergiert. Aus dieser Teilfolge wéhlt man
dann wiederum eine Teilfolge fiir die auch (z,2) konvergiert und setzt dies fort, bis man schliefilich
eine Teilfolge erhilt, fiir die alle Komponentenfolgen konvergieren. Diese Teilfolge, welche wir der
Einfachheit halber wieder mit (z) bezeichnen, konvergiert dann aber auch bzgl. der || - ||;-Norm

gegen a = (ai,...,a,) = (iMp_yo0 T 1, - . ., IMpy00 Tk ), da
n n
Jim o =l = lim 7 Ja; — gl =D lim faj a5 =0,
7j=1 7j=1
Wegen (2.2]) konvergiert die Folge (x)) auch in der | - ||-Norm gegen denselben Grenzwert a, da
lim |ja — 2| < C lim |la — 2|1 =0.
k—o0 k—o00

Aufgrund der Stetigkeit der Normen ist dann einerseits 1 = limg o0 ||2k][1 = || limg—oo k|1 =
lal|1, also a # 0. Andererseits ist [|a|| = limp_oo ||k < limg_oo 3]l@k/l1 = 0, also a = 0. O

2.14 Bemerkung. Wenn wir einen endlichdimensionalen Vektorraum V' als normierten Raum
auffassen, so héingen geméB Satz[2.13]und Proposition [I.33|die Konzepte Konvergenz, Cauchyfolge
und Vollsténdigkeit nicht von der konkreten Wahl der Norm ab. Wenn die konkrete Wahl der Norm
auf einem endlichdimensionalen Vektorraum nicht aus anderen Griinden wichtig ist, verzichtet
man daher oft darauf, sie zu spezifizieren.

2.15 Proposition. Vollstindigkeit endlichdimensionaler normierter Riume

Jeder endlichdimensionale Vektorraum V {iber R oder C ist beziiglich jeder Norm vollstindig.

Beweis. Gemif3 Beispiel ist V isometrisch isomorph zu K" mit einer geeigneten Norm und
geméB Bemerkung [2.10| (d) reicht es dessen Vollstandigkeit nachzuweisen. Mit Bemerkung [2.14
geniigt es, die Vollstédndigkeit von (K", || - [[) nachzuweisen. Sei dazu (zj) eine Cauchyfolge in
(K™, || - [oc), dann sind wegen |ry; — x¢;| < ||or — 2¢]|cc auch die Komponentenfolgen (zy ;)
Cauchyfolgen in K und somit wegen der Vollstdndigkeit von K konvergent. Sei limy_,o 2 ; = a;
und a = (ai,...,a,), dann ist ||z —al|c = max{|zg1 —a1l,...,|Tkn —an|} < € fir k hinreichend
grof3 und somit limg_,. zp = a. O
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2 Stetigkeit

2.16 Definition. Punktweise- und gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Seien X eine Menge, Y ein metrischer Raum und
fm:X—=Y neN, sowie f:X =Y Funktionen.
(a) Die Folge (f,) heit punktweise konvergent gegen f, falls
Vo€ X5 Jim d(fu(e) J(@)) =0,
oder, ausfiihrlich,

Vee X Ve>0 IN=N(z)eN Vn>N : d(fo(z), f(x)) <e.

(b) Die Folge (f,) heifit gleichmiig konvergent gegen f, falls

lim sup d(f,(x), f(z)) =0,

n—oo reX
oder, ausfiihrlich,

Ve>0 IN=N(E)eN VeeX Vn>N : d(fu(z), f(x)) <e.

Eine punktweise konvergente Funktionenfolge konvergiert also gleichméfig, wenn man N un-
abhingig von x € X wéhlen kann. o

2.17 Bemerkung. Fiir einen normierten Raum (Y| - ||) ist gleichméBige Konvergenz von f, :
X — Y gegen f gleichbedeutend mit Konvergenz in der Supremumsnorm. Also f,, — f gleichmiBig,
genau dann wenn

Tim [[fu o = 0.

2.18 Satz. Gleichmiiflige Grenzwerte stetiger Funktionen sind stetig

Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f, : X — Y zwischen metrischen Rdumen X und Y die
gleichméfig gegen f : X — Y konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Sei (z1) eine Folge in X mit limxy = a. Zu zeigen ist, dass limg_,o f(xr) = f(a) gilt.
Sei dazu € > 0 beliebig. Da f,, — f gleichméfig, existiert ein N € N so, dass fiir alle x € X
gilt d(fn(z), f(z)) < §. Da fy stetig ist, existiert ein K € N so, dass fiir alle k¥ > K gilt
d(fn(xr), fy(a)) < §. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung, dass fiir alle £ > K

d(f(zk), fa)) < d(f(zk), fn (k) +d(fn(zk), fn(a) +d(fn(a), fa)) <5+ 5+5=¢,

also lim f(zy) = f(a), d.h. f ist stetig in a . O

2.19 Bemerkung. Der vorausgegangene Beweis ist ein typisches “5-Argument” nach folgendem
Schema .
flax) = f(a)
(«) 54 / T35
3
fn(zi) 5 fala)
Im Schritt (*) braucht man die gleichméflige Konvergenz, da | f(zx) — fn(zx)| < § fiir alle 2 mit
k > K gelten muss. o
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2.20 Korollar. Sei (X, d) ein metrischer Raum, (Y, || -||) ein vollstdndiger normierter Raum und
C(X,Y) der Raum der stetigen beschrinkten Funktionen von X nach Y mit der Supremumsnorm
| flloo == sup,ex || f(x)]|. Der normierte Raum (C'(X,Y), | - |loo) ist vollsténdig.

Beweis. Sei (fy) eine || - [|o-Cauchyfolge in C(X,Y). Dann ist (f,(x)) fir jedes x € X eine
Cauchyfolge in Y, denn || fr(z) — fi(2)|| < || fr — finllo- Da Y vollsténdig ist, konvergiert (f,,(z))
in Y und wir nennen den Grenzwert f(z). Es konvergiert also (f,) punktweise gegen die so
definierte Funktion f. Wenn wir zeigen, dass f,, — f gleichméBig, dann folgt, mit Satz [2.18] dass
f stetig ist und somit f € C'(X,Y) und nh%rlolo | fn— flloo =0.

Sei also € > 0 beliebig. Da (f,) eine || - [[-Cauchyfolge ist, existiert ein n; € N so, dass || f, —

Jmllo < § fiir alle n,m > ny. Zu jedem x € X sei nun na(x) > ny so gewdhlt, dass || fn,(7) —

f(x)| < 5§ ist (fn konvergiert ja punktweise gegen f). Dann gilt fiir alle n > n; und alle z € X
[fn(@) = F@)I] < [[fn(@) = fao @) + [ fra(2) = fl2)| < 5+ 5 =¢.

Also fp, — f gleichméfig. O

2.21 Merke. (a) GleichméBig konvergente Folgen stetiger Funktionen konvergieren gegen ste-
tige Funktionen.

(b) Réume stetiger Funktionen mit Werten in Banachriumen und versehen mit der Supremums-
norm sind vollsténdig, also selbst Banachridume.

2.22 Satz. Banachscher Fixpunktsatz

Sei X ein vollstdndiger metrischer Raum, A eine abgeschlossene Teilmenge und f: A — A eine
Kontraktion, d.h. es gibt eine Konstante 0 < 6 < 1, so dass

d(f(z), fly)) < 0d(z,y) fiir alle x,y € A.

Dann hat f genau einen Fixpunkt a € A, d.h. es gilt f(a) = a fiir genau ein a € A.

Beweis. Eindeutigkeit: Es kann hochstens einen Fixpunkt geben, denn ist f(a) = a und

f(b) =b, soist d(a,b) = d(f(a), f(b)) < 0d(a,b), also d(a,b) = 0 und somit a = b.

Ezistenz: Sei xy € A beliebig. Betrachte die Iterationsfolge x,, 11 := f(x,) fir n > 0.

Wir zeigen, dass (x,) eine Cauchyfolge ist. Zunéchst ist (z,) beschrankt, da fiir alle n € N gilt

d(l'nv xO) < d(xny xn—l) + d(xn—l) xn—Z) +- d(l‘l, $())

< Od(xp-1,Tn—2) +0d(xp—2,2n-3)+ -+ d(x1,z0)
< O+ 4 1) d(2, o)

1-—067 1
= < —_— =

T d(z1,20) < . _ed(xl,xo) M

und damit d(zp,, z,) < 2M fir alle n,m € N. Sei nun £ > 0 beliebig und n,m > ng, so ist

d(l’n, $m) = d(f(l'nfl), f(l'mfl)) S ed(l'nfh xmfl) g e

< 0" d(Tp—ng, Tm-ng) < 2M O™ < £

wenn ng = no(e) gro genug ist.
Aufgrund der Vollstiandigkeit von X konvergiert die Cauchyfolge (x,,) gegen ein a € X. Da alle
x, in A liegen und A abgeschlossen ist, muss auch a € A sein (vgl. Satz [1.26)). Schlieflich gilt
wegen der Stetigkeit von f in a (jede Kontraktion ist insbesondere Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
konstante L = ), dass

fla)=f ( fim a:n) = lim f(z,) = lim @p41 =a.
n—oo n—oo n—oo

Also ist a ein Fixpunkt. O
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3 Kompaktheit und Zusammenhang

In Analysis 1 wurden kompakte Teilmengen von R als die abgeschlossenen und beschrinkten
Teilmengen definiert. Aus dieser Definition ergaben sich beispielsweise der Satz von Bolzano-
Weierstrafl (jede Folge in einem Kompaktum K hat eine in K konvergente Teilfolge) oder der
Satz vom Maximum (stetige reellwertige Funktionen auf Kompakta sind beschrinkt und nehmen
ihr Supremum an).

In allgemeinen metrischen bzw. topologischen Réumen miissen wir Kompaktheit etwas vorsichti-
ger definieren, um all die schénen Eigenschaften kompakter Mengen weiterhin sicherzustellen. Wir
werden zwar sehen, dass nach der neuen Definition kompakte Mengen immer noch abgeschlossen
und beschrénkt sind, aber nur noch in speziellen Radumen (z.B. R™ und C") jede abgeschlossene
und beschrinkte Menge auch tatsichlich kompakt ist.

3.1 Definition. Offene Uberdeckung und kompakte Menge

Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge.

(a) Eine Familie von Teilmengen U; C X, i € Z, heifit eine offene Uberdeckung von Y, wenn
jedes U; offen ist und

Y C U Ui .
€L
(b) Eine Teilmenge K C X heifit kompakt, wenn folgendes gilt:

Zu jeder offenen Uberdeckung (U;);er von K gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
von K, d.h. es gibt 41,...,1, € Z so, dass bereits

KCUZ'lU...U U, .

Achtung: Es wird nicht gefordert, dass eine endliche offene Uberdeckung existiert. Die
existiert ndmlich immer!

3.2 Beispiele. (a) Jede endliche Teilmenge K = {z1,...,2,} eines topologischen Raumes ist
kompakt.

(b) Das offene Intervall (0,1) C R ist nicht kompakt: Die offene Uberdeckung (0,1) = |22, (£,1)
erlaubt offenbar keine endliche Teiliiberdeckung.

(¢) N C Rist ebenfalls nicht kompakt: Die offene Uberdeckung N € |J22; (n — &, n + 3) erlaubt
offenbar keine endliche Teiliiberdeckung.

(d) Ist (z,) eine konvergente Folge in X und a = lim,,_,~ 2y, so ist die Menge
K ={z,|neN}U{a} C X

kompakt.

Beweis. Sei (U;)iez eine offene Uberdeckung von K, so wihle ein ip mit a € Uj;,. Da
limy, o0 xn = a, enthilt U;, alle Folgenglieder bis auf endlich viele. Die restlichen liegen
aber in endlich vielen U;, ..., U;, und somit ist K kompakt. O
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3 Kompaktheit und Zusammenhang

(e) Lafit man in (d) den Punkt a weg, betrachtet man also Y = {z,, | n € N}, so ist diese Menge
nicht notwendigerweise kompakt. Beispielsweise ist ¥ = {2 |n € N} nicht kompakt, da

die offene Uberdeckung durch U, := <l — % (l — #> ,% + % <L - l)) keine endliche

n n n+1 n—1 n

Teilitberdeckung zulisst. (Ubungsaufgabe: Falls lim 2, = a, dann ist Y kompakt < a € Y).

3.3 Satz. Bolzano-Weierstraf}

Ist X ein topologischer Raum und K C X kompakt, so besitzt jede Folge in K einen Haufungs-
punkt in K.

Beweis. Sei (x,) eine Folge in K, also x,, € K fiir alle n € N. Angenommen (z,) hat keinen
Héufungspunkt in K. Dann gibt es zu jedem a € K eine Umgebung U, von a, die nur endlich
viele Folgenglieder enthélt. Es ist

Kcl|JU..
aeK

Da K kompakt ist, gibt es ay,...,a, € K, so dass bereits
KcU, U---UU,, .
Dann liegen aber nur endlich viele Folgenglieder in K, ein Widerspruch! Ul

In metrischen Rdumen gilt auch die Umkehrung:

3.4 Proposition. Charakterisierung kompakter Mengen in metrischen Ridumen

Sei K Teilmenge eines metrischen Raumes X . Falls gilt, dass jede Folge in K einen Haufungspunkt
in K hat, dann ist K kompakt.

Beweis. Wir lassen den Beweis aus Zeitgriinden weg, er ist aber leicht mit den vorhandenen
Mitteln zu fithren (siehe z.B. Satz 8.5.10 im Buch Analysis von Deitmar). O

3.5 Satz. Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt

Seien X und Y topologische Réume und f : X — Y stetig. Mit K C X kompakt ist auch das
Bild f(K) C Y kompakt.

Beweis. Sei (V;);ez eine offene Uberdeckung von f(K) C Y. Da f stetig ist, sind die Urbilder
U; = f~4(V;}) € X offen und K C Uiez Ui - Da K kompakt ist, gilt K C Uy U...U U, fiir
geeignete i1, ...,i, € Z. Dann ist aber auch f(K) C f(U;)U...U f(U;,) C V;; U...UV; und
somit ist auch f(K') kompakt. O

3.6 Definition. Beschrinkte Mengen und ihr Durchmesser

Sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine Teilmenge B C X heifit beschrénkt, wenn es ein C' € R gibt, so dass fiir alle z,y € B
gilt: d(z,y) < C.

(b) Fiir eine beliebige Teilmenge Y C X definiert man den Durchmesser von Y durch
diam(Y") := sup{d(z,y) |z,y € Y} € [0,00) U {0} .

Also ist B C X genau dann beschriankt, wenn diam(B) < oo ist. o

3.7 Proposition. Charakterisierung beschrinkter Mengen

Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) A ist beschrankt.
(ii) Es gibt ein 29 € X und ein R > 0 so, dass A C Bg(xg).
(iii) Zu jedem zo € X existiert ein R > 0 so, dass A C Br(xp).

Eine Teilmenge A C V eines normierten Raums ist also genau dann beschrankt,
wenn sup,,c 4 ||v|| < oo.

Beweis. (iii)=-(ii) ist klar. (ii)=-(i) ebenfalls, da aufgrund der Dreiecksungleichung fiir z,y € A
gilt, dass d(z,y) < d(x,z9) + d(xg,y) < 2R. Fiir (i)=(iii) sei A beschrinkt und nichtleer und
xo € X beliebig. Zu einem beliebigen z € A withle R > diam(A) + d(x, zp). Dann ist fir y € A
wieder d(y, xo) < d(y,z) + d(x,zo) < diam(A) + d(z,x) < R, also y € Br(zo). O

3.8 Satz. Kompakta sind abgeschlossen und beschrinkt

FEine kompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes X ist abgeschlossen und beschrinkt.
Warnung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht! (vgl. Satz|3.10)

Beweis. Beschrinktheit: Sei p € X beliebig und fest. Die offenen Kugeln U,, := B, (p) um p mit
Radius n € N bilden eine offene Uberdeckung von ganz X und somit auch von K. Also gibt es
ein ng € N, so dass

KcUU...UUy, =Up, = By, (p) .

Damit ist fiir alle z,y € K
d(z,y) < d(z,p) +d(p,y) < no+no=2no,

also ist K beschrénkt.

Abgeschlossenheit: Sei (x,,) eine konvergente Folge in K, also lim,, o0 ,, = @ € X und x,, € K fiir
alle n € N. Nach Bolzano-Weierstra$l hat (z,,) einen Hiufungspunkt @ in K. Da eine konvergente
Folge in einem metrischen Raum aber aufler dem Grenzwert keine weiteren Haufungspunkte haben
kann (Denn fiir jeden Punkt b # a gilt, dass B p)/2(b) nur endlich viele Folgenglieder enthalten
kann, da Bg,p)/2(a) alle bis auf endlich viele enthdlt und Bgqp)/2(0) N By(ap)2(a) = 0), gilt
a = a, somit a € K und gemif Satz ist K dann abgeschlossen. O

3.9 Proposition. Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt

Sei X ein topologischer Raum und K C X kompakt. Jede abgeschlossene Teilmenge A C K von
K ist ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von A. Setzt man U := X\ A, dann ist U offen und
(U,Us;)ier ist offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiber-
deckung (U,U;,,...,U;,) von K. Da A C K\ U, ist

AC Uil u...uu,
und somit ist auch A kompakt. O

3.10 Satz. Heine-Borel

Eine Teilmenge K des euklidischen Raums R" ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.

Beweis. “=": Gilt nach Satz in beliebigen metrischen Rdumen.

“<=": Sei K C R"™ beschrinkt und abgeschlossen. Dann gibt es ein R > 0 so, dass K im Wiirfel
Wr mit Kantenléinge 2R enthalten ist, K C [—R, R]" =: Wx. Wir zeigen in Satz dass Wg
kompakt ist, also ist mit Proposition auch K kompakt. O
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3 Kompaktheit und Zusammenhang

3.11 Korollar. Eine Teilmenge K eines endlichdimensionalen normierten Raums ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist.

Beweis. Fiir Teilmengen des C™ folgt die Aussage sofort aus Beispiel (b) und Satz
Fiir K™ versehen mit einer beliebigen Norm gilt die Aussage ebenfalls, da ja alle Normen auf
K™ dquivalent sind. Denn geméf Proposition [I.33] héingt Offenheit und damit auch Kompaktheit
einer Menge in K" dann nicht von der Wahl der Norm ab und gleiches gilt fiir Abgeschlossenheit
und Beschranktheit. Allgemeine endlichdimensionale normierte Rdume sind schliefilich nach Be-
merkung [2.12| (a) isometrisch isomorph zu einem K" mit geeigneter Norm und die Eigenschaften
Kompaktheit, Abgeschlossenheit und Beschrianktheit bleiben unter Isometrien alle erhalten. [

3.12 Proposition. Schachtelungsprinzip

Sei X ein vollstéandiger metrischer Raum. Zu jeder Folge (A;)nen nichtleerer, abgeschlossener
Teilmengen mit A,+1 C A, fiir alle n € N und lim,,_,+, diam(A,) = 0 existiert genau ein a € X
welches in allen A, liegt, also

ﬂ Ay = {a}

neN

erfiillt.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien a,b € (), cny An. Dann ist d(a,b) < diam(Ay) "0, also d(a,b) = 0
und somit a = b.
Ezistenz: Da alle A,, nichtleer sind, gibt es zu jedem n € N ein z,, € A,. Wir zeigen, dass (x,)
eine Cauchy-Folge ist: Sei ¢ > 0 und ng € N so grof}, dass diam(A4,,) < € ist. Dann gilt fiir alle
n,m > ng

d(xp,zm) <e da z, €A, C A, und z, €A, CA,.

Da X vollstandig ist, konvergiert (x,) gegen ein a € X. Da fiir jedes n € N gilt, dass ()32, in A4,
liegt, und da jedes A, abgeschlossen ist, folgt a € A,, fiir alle n € N und somit a € [),cy An. O

3.13 Satz. Sei R > 0 und W = {x € R"|||z]lcoc < R} der abgeschlossene Wiirfel der Kanten-
ldnge 2R. Dann ist W kompakt.

Beweis. Sei (U;);ez eine offene Uberdeckung von W und nehme an, dass es keine endliche Teiliiber-
deckung gibt. Zerlege Wy := W in 2™ abgeschlossene Wiirfel der Kantenléinge R. Dann erlaubt
auch einer dieser kleineren Wiirfel keine endliche Teiliiberdeckung. Diesen nennen wir Wp und
konstruieren so eine Folge W), abgeschlossener Wiirfel der Kantenlinge 27% - 2R, die alle kei-
ne endliche Teiliiberdeckung erlauben. Nach Konstruktion gilt dann Wi C Wi und limg_,eo
diam(W}) < limg oo n27% - 2R = 0. Mit dem Schachtelungsprinzip und der Vollstandigkeit
von R" folgt (), Wy = {a}. Daa € W C ;7 Ui, gibt es ein ig € T mit a € U;,. Da Uj, offen
ist, existiert ein € > 0 so, dass B:(a) C Uj,. Sei nun kg € N so grofl, dass diam(Wy,) < €, also
Wi, C Be(a) C Uj,. Aber dann wird Wy, schon von einem einzigen der U; iiberdeckt, obwohl es
nach der Konstruktion nicht mal von endlich vielen tiberdeckt wird. Widerspruch! O

Nachdem wir nun die kompakten Teilmengen endlichdimensionaler normierter Rdume charakte-
risiert haben, wollen wir an dieser Stelle auch noch ein wichtiges Resultat zu kompakten Mengen
in Rdumen stetiger Funktionen auf kompakten Definitionsbereichen besprechen. Auf unendlich-
dimensionalen Réumen gilt, wie gesagt, nicht mehr, dass jede abgeschlossene und beschrinkte
Menge auch kompakt ist. Die zuséitzliche notwendige Bedingung ist fiir Riume stetiger Funktio-
nen die gleichgradige Stetigkeit.
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3.14 Definition. Gleichgradige Stetigkeit

Seien X und Y metrische Rdume und A C C(X,Y) eine Menge stetiger Funktionen von X
nach Y. Es heifit A gleichgradig stetig im Punkt x € X, falls

Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0 so, dass fiir alle f € A und 2/ € X gilt:

dx(z,2') < = dy(f(x), f(2')) <e.

Es ist also A gleichgradig stetig in x, falls man zu gegebenem e > 0 fiir alle f € A dasselbe ¢
wahlen kann. Es heifit A gleichgradig stetig, falls A an allen Punkten x € X gleichgradig stetig ist.
3.15 Satz. Arzela-Ascoli

Sei X ein kompakter metrischer Raum und C(X,K) versehen mit der Supremumsnorm. Eine
Teilmenge K C C'(X,K) ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen, punktweise beschrénkt
(d.h. fiir alle x € X gilt sup ;e [f(7)] < 00) und gleichgradig stetig ist.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir aus Zeitgriinden wieder auf Kapitel 8.6 des Buchs Analysis
von Anton Deitmar. O

3.16 Bemerkung. Der Satz von Arzela-Ascoli spielt in der Analysis eine wichtige Rolle, auch
wenn wir ihn in dieser Vorleung nicht verwenden werden. Er gilt auch deutlich allgemeiner,
nédmlich fiir Funktionen auf kompakten Hausdorffriumen X mit Werten in metrischen Rdum-
en Y, falls man gleichgradige Stetigkeit in offensichtlicher Weise verallgemeinert (statt 6 > 0
verlangt man die Existenz einer Umgebung U, von z) und die punktweise Beschréanktheit durch
die Bedingung ersetzt, dass der Abschluss der Menge { f(z) |z € X} C Y fiir jedes x € X kompakt
ist.

3.17 Satz. Weierstraf}

Sei K C X eine kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes und f : K — R eine stetige
Abbildung. Dann nimmt f ihr Supremum und ihr Infimum an.

3.18 Bemerkung. Ist Y C X beliebig und f : Y — R eine Funktion, so ist i.A.
sup f(z) e R U{oo}, inf f(zx) e RU{—o0}.
zeY zeY

Dass f ihr Supremum bzw. Infimum annimmt bedeutet, dass es ein yy € Y gibt, so dass

sup f(y) = f(yo) bzw. inf f(y) = f(vo)-
yey yey

Insbesondere ist dann f nach oben bzw. nach unten beschrinkt, denn f(yo) € R. o

Beweis. von Satz [3.17: Sei ¢ := sup,cf f(x) € RU {oo}. Es gibt dann, nach Definition des
Supremums, eine Folge (x,) in K mit lim,, o f(z,) = ¢. Da K kompakt ist, hat (x,) einen
Héufungspunkt a € K. Also existiert eine Teilfolge (zy, )ken von (z,)nen, sodass limg_, o zp, = a.
Wegen der Stetigkeit von f gilt aber

fla) = lim f(zy,,)=-c.

k—00

Der Ubergang von f zu —f zeigt, dass auch das Infimum angenommen wird. O

In der Analysis 1 waren die natiirlichen Definitionsbereiche fiir Funktionen die Intervalle, ins-
besondere weil diese “zusammenhéngend” sind. Funktionen die auf mehreren disjunkten Inter-
vallen definiert sind (oder auf anderen “unzusammenhingenden” Teilmengen von R) zerfallen
in “unabhéngige” Teile. Im Folgenden diskutieren wir das entsprechende Konzept von zusam-
menhéngenden Mengen in allgemeinen topologischen Raumen.
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3 Kompaktheit und Zusammenhang

3.19 Definition. Zusammenhang

Sei X ein topologischer Raum.

Es heifit X zusammenhingend, falls es keine zwei nichtleeren offenen Mengen O1, 05 C X gibt,
so dass O1 N0z = () und X = O1 U Os.

Es heiit X wegzusammenhingend, wenn es zu je zwei Punkten

xp,r1 € X einen Weg von xg nach x; in X gibt, d.h. eine stetige Ab-

bildung « : [0,1] — X mit a(0) = 2o und a(1) = ;.

Fine Teilmenge Y C X eines topologischen Raums heifit zusam-
menhéngend bzw. wegzusammenhingend, wenn sie als topologischer
Raum mit der induzierten Topologie zusammenhéingend bzw. wegzu- o
sammenh&ngend ist.

0 t 1
3.20 Bemerkung. (a) Auf jeder Teilmenge Y C X eines topologischen Raums X wird durch
die Topologie des umgebenden Raumes eine Topologie induziert, die sogenannte Relativ-

topologie: Eine Teilmenge U C Y ist offen beziiglich der Relativtopologie auf Y (und heifit
dann relativ-offen), wenn es eine offene Menge O C X gibt, sodass U = ONY.

(b) Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhéngend, wenn keine nichtleere echte
Teilmenge von X sowohl offen als auch abgeschlossen ist.

Beweis. Es existieren nichtleere offene Mengen O1, 0o C X mit O1NO02 = ) und X = O1UO;
genau dann, wenn es ein offenes O; C X gibt, sodass O = X \ O; ebenfalls offen ist. [

3.21 Satz. Seien X und Y topologische Rdume und sei f : X — Y stetig. Dann gilt: Ist A C X
(weg)zusammenhéngend, so ist auch f(A) C Y (weg)zusammenhéngend.

Beweis. A zusammenhingend: Wir zeigen die Kontraposition. Angenommen, f(A) ist nicht zu-
sammenhéingend. Dann existieren zwei disjunkte offene Mengen Uy, U C Y so, dass f(A) C Uy U
Us, f(A)NUy # O und f(A)NUy # 0. Da f stetig ist, sind O1 := f~}(Uy) und Oy := f~1(Us) offene
nichtleere Mengen in X. Auflerdem erfiillt die Urbildabbildung offenbar fiir beliebige Teilmengen
B,C CY und D C X, dass f1{(BUC) = f"YB)U fY0), fA(BNC) = fYB)n f~10)
und D C f7Y(f(D)). Also sind O1,02 C X nichtleere offene Mengen mit

AcC fTH(fA) Cc U Uls) = fFH U U fH(U2) = 01U Oy

und

O1N0z = fHUNNf 1 U2) = fHULNT,) = f7H(0) = 0.
Sei y € f(A) MUy # (). Dann existiert ein # € A mit y = f(x) € Uy, d.h. z € f~1(U;) = 0. Also
ist ANO1 # 0 und analog AN Os # (). Insgesamt folgt, dass auch A nicht zusammenhéngend ist.

A wegzusammenhdingend: Seien yo,y1 € f(A) beliebig und zg,z; € A so, dass f(x¢) = yo und
f(z1) = y1. Dann gibt es nach Annahme einen stetigen Weg « : [0,1] — A mit «(0) = zo und
a(1) = z1. Dann ist auch 8 = f o « stetig und damit ein Weg von (f o a)(0) = f(x0) = yo nach
(foa)(l) = f(x1) =y1 . Also ist f(A) wegzusammenhingend. O

3.22 Proposition. Wegzusammenhingend impliziert zusammenhingend

Jede wegzusammenhéngende Teilmenge eines topologischen Raumes ist auch zusammenhingend.

Beweis. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe und verwendet, dass Intervalle in R zusammenhingend
sind. 0
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3.23 Bemerkung. Zusammenhingend impliziert nicht wegzusammenhingend

Im Allgemeinen sind zusammenhéingende Mengen nicht notwendigerweise auch wegzusammen-
héngend. So ist beispielsweise die Menge

M :={(z,y) € R? |z >0, y= sin(1/2)} U{(z,y) € R? |z = 0}
zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend. o

3.24 Proposition. Fiir offene Teilmengen eines normierten Raumes V' sind die Eigenschaften
zusammenhéngend und wegzusammenhéngend dquivalent.

Beweis. Mit Proposition [3.22] ist eine Richtung bereits gezeigt. Sei nun O C V offen und zusam-
menhéngend und p € O beliebig. Setze

Up := {z € O es existiert ein stetiger Weg « : [0,1] — O von p nach z} C O.

Wir zeigen, dass U, in O offen und abgeschlossen ist. Dann folgt mit Bemerkung |3.20] (a), dass
U, = O und somit, dass O auch wegzusammenhéngend ist.

Sei also z € U,. Da O offen ist, existiert ein § > 0 so, dass Bs(z) C O. Es gilt aber auch
Bs(x) C Up, da sich z mit jedem Punkt y € Bs(x) durch den stetigen Weg 7, : [0,1] — Bs(z),
Ye,y(t) = x+t(y—2) verbinden lasst. Also ist U, offen in V' und somit auch offen in O. Sei nun (xy,)
eine in O konvergente Folge in U, mit limy_, 2, = a € O. Es folgt auch die Abgeschlossenheit
von U, in O, sobald wir a € U, gezeigt haben. Da O offen ist, existiert ein 6 > 0 so, dass
Bs(a) C O. Fiir kg € N gro8 genug liegt xy, in Bs(a). Mit demselben Argument wie zuvor lisst
sich zy, mit a durch einen stetigen Weg in Bs(a) verbinden, woraus wegen zy, € U, auch a € U,
folgt. O

3.25 Bemerkungen. (a) Wir haben im vorangegangenem Beweis implizit verwendet, dass sich
zwei stetige Wege aq : [0,1] = O und as : [0,1] — O in einer Menge O mit «;(1) = a2(0)
zu einem stetigen Weg 5 von «;(0) nach as(1) in O zusammensetzen lassen,

| _{ a(2)  fallste 0,3
B:00,1] =0, B(t):= { a2(§t —1) fallste (%,21]

(b) Weiterhin geniigt es im vorangegangenem Beweis zu fordern, dass jeder Punkt im Raum V'
eine wegzusammenhéngende Umgebung hat. Daher gilt das vorangegangene Resultat in
jedem topologischen Raum in dem jeder Punkt eine wegzusammenhingende Umgebung
besitzt, also in sogenannten lokal wegzusammenhéngende Raumen. Die Menge M aus Be-
merkung ist nicht lokal wegzusammenhéngend, da keiner der Punkte in {(z,y)|z =
0 und y € [-1,1]} C M eine wegzusammenhingende Umgebung besitzt.

Normierte Rdume sind aber lokal wegzusammenhéngend, da Kugeln konvex sind: Seien
x,y € By(a), dann gilt fiir ¢ € [0, 1], dass

lz+t(y—z)—all = [[1-t)(z—a)+t(y—a)]| < A=tz —al|+t]y—al <A-t)r+tr =7,
also z + t(y — x) € By(a) fir t € [0, 1].

3.26 Definition. Gebiet

Sei X ein topologischer Raum. Eine nichtleere Teilmenge U C X heifit Gebiet in X, falls U
offen und zusammenh#ngend ist.

Mit Proposition [3.24] folgt, dass Gebiete im R™ auch wegzusammenhiingend sind. o

Im Folgenden wird oft aus rein praktischen Griinden vorausgesetzt, dass Funktionen auf Gebieten
definiert sind.

3.27 Bemerkung. Die Gebiete in R sind genau die offenen Intervalle (a,b) C R mit a < b,
a € {—oo}UR und b € RU {oc} (Ubungsaufgabe).
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4 Differenzierbarkeit

Fiir Funktionen einer reellen Variable mit Werten in einem normierten Raum, also f : I — W,
I C R ein offenes Intervall und (W, ||-||) ein normierter K-Vektorraum, definiert man die Ableitung
an der Stelle xz € 1

f'(z) := lim fle+h) = fz) <— lim w)

h—0 h

genau wie fiir reell- bzw. komplexwertige Funktionen (vgl. Analysis 1). Zur Erinnerung: Der
Grenzwert limy,_,o existiert genau dann, wenn fiir alle Nullfolgen (hy)ren in R\ {0} mit x +hy, € I

fiir alle k € N die Folge
(f(ﬂ? + hy) — f(ﬂf))
keN

I

konvergiert, und zwar als Folge in dem normierten Raum (W, || - ||). Der Grenzwert ist dann
notwendigerweise fiir all diese Folgen gleich und wird mit f’(z) bezeichnet. Beachte, dass f'(x) €
W ein Vektor ist und, dass der Zahler f(x + h) — f(z) im Differenzenquotienten iiberhaupt nur
fiir vektorwertige Funktionen Sinn macht.

Man nennt Funktionen f : I — W die ein Intervall in einen Vektorraum (oder auch andere
Mengen) abbilden meist Kurven. Stellen Sie sich dazu Bildf := {f(x) € W|x € I} fiir ein
stetiges f vor. Falls f differenzierbar ist, so nennt man den Vektor f’(z) Tangentialvektor oder
auch Geschwindigkeitsvektor an die Kurve f im Punkt f(x).

Wir werden uns in diesem Kapitel mit der Frage beschéftigen, wie man Differenzierbarkeit fiir
Funktionen definiert, deren Definitionsbereich eine Teilmenge eines reellen Vektorraums V' ist.
Um ein Gefiihl fiir die Problematik zu bekommen (und weil nach Wahl einer Basis zumindest
jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum mit dem R"™ identifiziert werden kann), betrachten
wir zunéchst Funktionen auf dem R".

4.1 Definition. Partielle Ableitung und Gradient

Sei n > 1, G C R" offen und (W, || - ||) ein normierter Raum. Fiir z € G und j € {1,...,n}
heifit eine Funktion f : G — W im Punkt z in die j-te Koordinatenrichtung partiell
differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim fx1, oo xj+hy o my) — flor,..., o)
h—0 h h—0 h

existiert, wobei e; den j-ten kanonischen Basisvektor des R™ bezeichnet. Wir schreiben dann

O () D) — 0 ) e fing E T RE) = f(2)
(@) = Dy () = 03 (a) = Jim KL

und nennen diesen Vektor die j-te partielle Ableitung von f in x. Die drei angegebenen
Schreibweisen sind alle gebrauchlich und wir werden sie auch alle verwenden.

Im Fall W = K nennt man den Vektor Vf(z) = gradf(z) := (01f(x),...,0nf(x)) € K" den
Gradient von f and der Stelle z.
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4 Differenzierbarkeit

4.2 Bemerkung. Man fiihrt also in dieser Definition die Differenzierbarkeit einer Funktion meh-
rerer Verdnderlicher auf die Situation einer reellen Veranderlichen zuriick. Setzt man g(z;) =
flx1,z2,...,2j, ..., xy,) fir festes z; falls i # j, so ist a‘%(w) = ¢/(z;). D.h., man berechnet die

partielle Ableitung 8anj(x) indem man alle z; mit 7 # j als Konstanten behandelt und nur nach

der einen reellen Variable x; differenziert. o

4.3 Beispiele. (a) Die Radiusfunktion
rR" >R, z—=r(@)=|za=/22+... + 22

ist fiir alle x € R"\{0} und j € {1,...,n} partiell in die j-te Richtung differenzierbar und
es gilt
1 21']' €4

ojr(z) = = = .
A N e Al I B

An der Stelle z = 0 ist 7 in keine Richtung partiell differenzierbar, da g(x;) := (0, ..., 2j,...,0) =
\ /azjz = |z;| bei z; = 0 nicht differenzierbar ist.
(b) Die Funktion f : R? — R,

1 fall
f(z) = xrxq(z) == { 0 fZHZ iz ; g

ist an jedem Punkt = € R? partiell differenzierbar in Richtung e; mit

01 f(z) = lim fz1 + h,z2) — f(z1,22)

=0.
h—0 h

Sie ist an keinem Punkt partiell differenzierbar in Richtung ey, da die Funktion zo —
g(x2) := xo(x2) nirgends differenzierbar ist. o

4.4 Definition. Partielle und stetige partielle Differenzierbarkeit
Sei G C R" offen, (W, || - ||) ein normierter Raum und f: G — W.

(a) Es heifit f partiell differenzierbar im Punkt x € G, falls f bei x in allen Koordinaten-
richtungen partiell differenzierbar ist.

(b) Es heifit f partiell differenzierbar in G, falls f in allen Punkten in G partiell differen-
zierbar ist.

(c) Es heifit f stetig partiell differenzierbar in G, falls f partiell differenzierbar in G ist
und die partiellen Ableitungen 0;f : G — W, j = 1,...,n, stetig sind.

4.5 Bemerkung. Man beachte, dass die partielle Differenzierbarkeit einer Funktion f: G — R
in einem Punkt x € G im Allgemeinen nicht, wie im Fall n = 1, die Stetigkeit von f in x nach
sich zieht. Betrachte z.B. die Funktion f : R? — R,

0 wenn zy =0
1 wenn xy #0.

f(m,y)Z{

Dann ist f ndmlich in (x,y) = (0,0) partiell differenzierbar mit 9;f(0) = d2f(0) = 0, aber
offenbar nicht stetig. Wir werden jedoch sehen, dass jede Funktion f die in einer offenen Menge
stetig partiell differenzierbar ist, dort auch stetig ist. o
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4.6 Bemerkung. Rechenregeln fiir partielle Ableitungen

Da der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion f : G — W, G C R" offen
und W ein normierter K-Vektorraum, auf den der Differenzierbarkeit einer Funktion in einer
Verénderlichen zuriickgefiihrt werden kann, gelten auch die bekannten Rechenregeln:

(a) Linearitét: Sind f,g: G — W (stetig) partiell differenzierbar und A € K, dann sind auch
f+g:G— Wund \f : G — W (stetig) partiell differenzierbar und es gilt fiir j € {1,...,n}

0i(f+9) = 0;f+059
0Nf) = X\Of.

Insbesondere ist also
CYHG) :={f: G — W | f stetig partiell differenzierbar }

ein K-Vektorraum.

(b) Produktregel: Sind f,g : G — K (stetig) partiell differenzierbar, so auch ihr Produkt
fg: G — K und ihr Quotient f/g: G — K (falls g # 0 auf G).

Fir j € {1,...,n} gilt dann
9i(fg) = (9if)g + f(9;9)
aj(i) 9;/)9 — [(959)

g 92

(c) Kettenregel: Ist f : G — R (stetig) partiell differenzierbar und h : R — R (stetig)
differenzierbar, so ist auch h o f : G — R (stetig) partiell differenzierbar und es gilt

Oj(ho f)=(I'o [f)0;f.

4.7 Beispiel. Ist f: R"\ {0} — R eine rotationssymmetrische Funktion, d.h. f(z) = f(y)
falls ||z|| = |ly||, so gibt es eine Funktion h : (0,00) — R, so dass f(z) = h(]|z|) fiir alle
x € R™\ {0}. Wihle z.B. h(r) = f(r,0,0,...,0). Es ist also f = hor mit r(z) = ||z|| wie zuvor.
Ist nun f partiell differenzierbar, so ist auch h differenzierbar (h'(r) = 01 f(r,0,...,0)) und es gilt

fir j € {1,...,n} 9;f(x) = dj(hor)(x)= (N or)(z)dr(z)

Y L

= h (Hl‘ll)m ,
also gradf(z) = h’(||x|])H‘£—” o
4.8 Definition. Vektorfeld
Sei G C R™. Eine Abbildung f : G — R"™ heifit ein Vektorfeld auf G. o

4.9 Beispiel. Gradient als Vektorfeld
Sei G C R™ offen und f : G — R partiell differenzierbar. Dann ist gradf : G — R” ein Vektorfeld.

4.10 Definition. Divergenz und Laplace
Sei G C R™ offen.
(a) Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : G — R™ heifit die Funktion

divf:G — R

~ 04

x — divf(z) = axj(x)

j=1

die Divergenz von f .

29



4 Differenzierbarkeit

(b) Sei f: G — R partiell differenzierbar und sei auch gradf : G — R™ partiell differenzierbar,
so heifit die Funktion

Af:G - R

x = Af(x)=div(gradf)(z Z 2

Tj
Laplace von f.

4.11 Beispiel. (a) Die Identitét id : G — R", x + =z, ist ein partiell differenzierbares Vektor-
feld auf G. Ihre Divergenz ist

div(id)(z) = f;lj (z) = gl’ﬂ( )=n.

Jj=1 Jlk,_/
=1

(b) Die Abbildung f : R™\ {0} — R", z — % = gradr ist ein partiell differenzierbares
Vektorfeld auf R™ \ {0}. Die Divergenz ist

div = > 5 )= T2l el
f(@) ;axj(”xQ . <\x|| ux||3>

1 |z n—1

T

Also gilt auf R™ \ {0}, dass Ar = div(gradr) = 21

4.12 Definition. Die m-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen C"(G, W)

Sei G C R" offen, W ein normierter Raum und m € N. Eine Funktion f : G — W heifit m-mal
stetig partiell differenzierbar, wenn fiir alle j = (ji,...,jm) mit j1,...,7m € {1,...,n} gilt:

e f ist stetig partiell differenzierbar
e 0;, f ist stetig partiell differenzierbar
e 0j,(0;, f) ist stetig partiell differenzierbar.

® 0j,._,---0j f ist stetig partiell differenzierbar, also 9;,, - - - 9;, f ist stetig.
Wiederholte Anwendung von (a) liefert, dass

C™(G,W):={f:G— W|f ist m-mal stetig partiell differenzierbar }

ein K-Vektorraum ist. Im Fall W = K schreibt man oft nur C™(G) := C™ (G, W). Welcher Kérper
K dann gemeint ist, sollte sich aus dem Kontext ergeben. o

4.13 Notation. Ist f m-mal stetig partiell differenzierbar, so schreibt man auch

o f

O, - - - Oxjy

(z) = 0j,, -+ 0j, f(z)

fiir jedes j = (j1,.--,7dm) € {1,...,n}™. o
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4.14 Beispiel. Sei h € C?((0,00),R) und 7 : R® — [0,00), 7(z) = ||z||, die Radiusfunktion. Es
ist f:R"\ {0} = R, f:= hor also eine rotationssymmetrische Funktion.

Dann ist f zweimal stetig partiell differenzierbar und auch Af : R™\ {0} — R ist rotationssym-
metrisch, d.h. Af = g or fiir eine stetige Funktion g : (0,00) — R. Es gilt

g(r) =n"(r) + h'(r).
.. r
Beweis. Ubungsaufgabe O

n—1

4.15 Satz. von Schwarz

Sei G C R” offen, W ein normierter Raum endlicher Dimension, f : G — W zweimal stetig
partiell differenzierbar und 1 < 4,5 < n. Dann vertauschen die partiellen Ableitungen, d.h. fiir
alle @ € G gilt

813]]0(0/) = 8]81]0((1) .

Beweis. Da jeder m-dimensionale normierte K-Vektorraum nach Wahl einer Basis isometrisch
isomorph zum K™ mit einer geeigneten Norm ist (vgl. Beispiel , reicht es die Aussage fiir
W = K™ zu zeigen. Fiir Funktionen mit Werten in K™ koénnen wir allerdings die einzelnen
Komponenten getrennt betrachten, denn 9; f = (9;f1, ..., 0;fm). Und fiir Funktionen mit Werten
in C kénnen wir Real- und Imaginérteil getrennt betrachten, denn 0;f = 9;Re(f) + i0;Im(f).
Insgesamt geniigt es also, wenn wir die Aussage des Satzes fiir reellwertige Funktionen f : G — R
beweisen.

Nun seien 0.B.d.A. n=2,i =1, j = 2 und a = 0. Wir wenden wiederholt den Mittelwertsatz
aus Analysis 1 fiir differenzierbare Funktionen einer Variable an (die andere Variable halten wir
jeweils fest) und erhalten fiir = in einer hinreichend kleinen Umgebung von 0, dass

(f(z1,22) = f(21,0)) = (f(0,22) — £(0,0)) = Fi(a)z1 = (1f(e,22) —1f(a,0)) 1
—_—— ———
=:Fi(z1) =:F1(0) =:F5(x2) =:F»(0)

= Fy(B)rax1 = 001 f(a,B)x1 22

mit |a(z1,z2)| < |z1] und |B(z1, 22)| < |x2|. (Die x-Abhingigkeit der Zwischenpunkte o und
haben wir der Ubersichtlichkeit halber in der Gleichung nicht explizit gemacht, da wir im letzten
Schritt den Mittelwertsatz bei festem o anwenden.) Anders geklammert erhalten wir fiir denselben
Ausdruck

(f(xlaxQ)_f(Ov'%?))_(f(xb())_f(ovo)) = Gll(’}/)-r2 = (82]0(331’7)_62]((077))1‘2
—_— Y

-~

::Gl(Z‘Q) ::G1(0) ::Gg(xl) ::G2(0)
= Gy(0)mizy = 0102f(6,7) x1 22
mit |y(z)| < |o| und |5(2)] < |21]. Fiir 2125 # 0 gilt also 8,01 f(a(x), B(x)) = 0201 f (5(x), v(x)).

Da sowohl 020 f als auch 0,0s f nach Voraussetzung stetige Funktionen sind, erhalten wir schlief3-
lich

4.16 Definition. Hesse-Matrix
Fiir f € C?(G) und = € G nennt man die n x n - Matrix

8181f(33) 8182f($) s 818nf(:1c)
HeSSf(l') = 6281:f(x) 8282:f(x) '. .. . 628"f($)
OOLf(x) 0n0af(x) -+ OnOnf(x)

die Hesse-Matrix von f in x. Wegen Satz ist Hessf(x) symmetrisch.
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4 Differenzierbarkeit

4.17 Beispiel. Fiir f € C?(G) gilt

Af(x) = div(gradf)(z Z = Spur(Hessf(x)) .

4.18 Definition. Rotation eines Vektorfeldes

Sei G C R? offen und v : G — R3 ein partiell differenzierbares Vektorfeld, v = (v, v, v3). Man
definiert die Rotation von v durch rotv : G — R3,

4.19 Notation. Nabla-Operator

Fiihrt man V als “vektorwertigen Operator” ein, den sogenannten Nabla-Operator,

0 0
V = <8;1;1”8a:n> —(81,...,8n),

so schreiben sich Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace folgendermaflen:

gradf = (81f O f)=Vf

. 81@
dive = Zax] = =V-v
Af = div(gradf) =V -Vf
rotv = Vxuwv.

4.20 Korollar. zu Satz Sei G C R3 offen.
(a) Fiir f € C%(G) gilt rot(gradf) = 0.
(b) Fiir v € C?(G,R3) gilt div(rot v) = 0.

Beweis. Ubungsaufgabe (man rechnet das einfach nach und verwendet den Satz von Schwarz). [J

Das Konzept der partiellen Ableitung fiir Funktionen auf dem R™ ldsst sich in natiirlicher Weise
als Spezialfall der Richtungsableitung fiir Funktionen auf beliebigen reellen Vektorrdumen
verstehen.

4.21 Definition. Richtungsableitung

Seien V ein reeller normierter Raum, W ein normierter Raum, G C V offen und f : G — W eine
Funktion. Unter der Richtungsableitung von f im Punkt € G in Richtung v € V versteht
man den Differentialquotienten

flx + hv) — f(x)

d .
0,1 (@) = Dof(2) i= - f(w+ o) g = Jim TEEI = (11)
falls dieser Grenzwert existiert.
Fiir V. =R" und v = ¢; ist 0, f also gleich der j-ten partiellen Ableitung 9;f. o
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4.22 Bemerkung. Der Grund dafiir, dass wir im Folgenden nur reelle Vektorrdume V als Defi-
nitionsbereiche betrachten, ldsst sich leicht an erldutern. Im Falle eines komplexen Vektor-
raums V wiirde es einen groflen Unterschied machen, ob wir im Differentialquotienten die
Konvergenz nur fiir alle reellen Nullfolgen h,, € R\ {0} oder auch fiir alle komplexen Nullfolgen
hn € C\ {0} fordern. Im ersten Fall spricht man von reeller Differenzierbarkeit. Dann kénnen
wir V auch einfach als Vektorraum {iber R betrachten und alles weitere gilt entsprechend. Im
zweiten Fall ist die Bedingung der Konvergenz in deutlich stédrker und die sogenannten
komplex differenzierbaren Funktionen haben viele zusétzliche Eigenschaften, welche Thema der
Funktionentheorie (Englisch “complex analysis”) sind. o

Im Folgenden werden wir zeigen, dass fiir sogenannte total differenzierbare Funktionen die Abbil-
dung Df|, : V = W, v Df|v:= Dyf(x), R-linealﬂ ist, der Wert der Richtungsableitung an
einer festen Stelle z € G also linear von der Richtung v abhéngt. Diese lineare Abbildung D f|,
heifit dann die totale Ableitung oder das Differential von f am Punkt x.

Zur Motivation erinnern wir zunichst an den Zusammenhang zwischen Ableitung und linearer
Approximation. Fiir f : I — W, I C R ein offenes Intervall, bedeutet Differenzierbarkeit an

der Stelle xzg € I, dass
lim (M - fl(xo)) =: lim ¢lz, 20) =0,

T—x0 T — X T—=T0 T — XQ

wobei

p(x,20) = f(x) — f(z0) — f'(z0)(x — o) .
Umstellen der Terme liefert, dass sich der Wert von f an einem Punkt z in der N&he von zg
schreiben lésst als

f(@) = f(zo) + f(z0) (2 — @0) + (2, 20) , (4.2)

wobei der Term o(x, o) fiir  — ¢ gegeniiber den anderen vernachlissigt werden kann, da

lim ¢(x,x0) = lim #(z,70)

T—T0 T—=r0 T — TQ
Die Abbildung R — W, z — f’(x¢) z ist eine R-lineare Abbildung und die Abbildung R — W,
x> f(xo)+ f'(x0)(x — x0) ist affin R-linear (“affin”, da noch ein konstanter Term addiert wird).
Ihr Graph ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt xg. Daher spricht man in (4.2)) von

linearer Approximation der Funktion f in einer Umgebung von z.

=0.

4.23 Definition. Totale Differenzierbarkeit

Seien V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, W ein normierter Raum, G C V offen, und
f + G — W eine Abbildung. Es heifit f in einem Punkt xg € G total differenzierbar (oder
einfach nur differenzierbar), wenn es eine R-lineare Abbildung A : V' — W gibt, sodass

lim f(z) = f(z0) — A(z — 0)

a0 [ = ollv

=0,

also fiir jede Folge (z,) in G\ {xo} mit lim,, o0 zn, = x0

iy 1 (@n) = f(zo) — Alzy — zo)llw

n—00 |20 — 2ollv

gilt. Hierbei ist || - ||y eine beliebige Norm auf V. Da gemifl Satz auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum alle Normen dquivalent sind, hingt die Giiltigkeit von (4.3)) nicht von der
Wahl der Norm auf V' ab.

'Eine Abbildung A : V — W von einem R-Vektorraum V in einen K-Vektorraum W (K = R oder K = C) heif}t
R-linear, wenn fiir alle v,u € V und « € R gilt, dass A(v + au) = Av + cAu.

=0 (4.3)
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4 Differenzierbarkeit

Falls f bei xg total differenzierbar ist, so ist die R-lineare Abbildung A : V' — W eindeutig
bestimmt (Ubungsaufgabe), wird mit D f|,, bezeichnet und das Differential oder die Ableitung
von f an der Stelle g genannt.

Es heifit f : G — W total differenzierbar, wenn f in allen Punkten x € G total differenzierbar
ist. Dann ist Df : G — L(V,W), x — Df(x) = Df|, eine Funktion mit Werten im Raum der
linearen Abbildungen von V nach W. o

4.24 Bemerkung. Der schon in Bemerkung angesprochene Unterschied zwischen reeller
Differenzierbarkeit (dem Thema dieser Vorlesung) und komplexer Differenzierbarkeit (dem The-
ma der Funktionentheorie) macht sich daran fest, dass wir in Definition durch R-lineare
Abbildungen approximieren und nicht durch C-lineare.

Im Folgenden wird der Definitionsbereich G immer als Teilmenge eines reellen endlichdimensio-
nalen Vektorraums V angenommen. Endlichdimensional, weil dann die Wahl einer Norm auf V'
fiir die Frage der Differenzierbarkeit keine Rolle spielt, und reell, weil wir wie gesagt Differenzier-
barkeit im Sinne von R-linearer Approximierbarkeit untersuchen wollen. Die Ergebnisse iibertra-
gen sich aber sofort auch auf n-dimensionale C-Vektorrdume V', sofern wir diese einfach als 2n-
dimensionale R-Vektorrdume auffassen. Denn jeder n-dimensionale C-Vektorraum ist isomorph
zum C" und C” ist mittels C* — R*", (z1,...,2,) = (T1,¥1,---,Tn, yn) R-isomorph zum R?".
Hier ist z; := Rez; und y; := Imz;. o

4.25 Bemerkung. Ist g : V D Bs(0) — W eine Funktion und k € Ny, so sagt man, dass g von
hoherer als k-ter Ordnung in 0 verschwindet und schreibt g = o(||h[|%,), falls

g(h) _
h=0 || h]|E,

Mit dieser Schreibweise ist also f : G — W differenzierbar in xg wenn sich f in xg bis auf einen
Fehler der Ordnung o(||x — zl||v) linear approximieren 148t, also wenn

f(x) = f(x0) + Dflwo (z = 20) + o(||x = zo]lv) -

4.26 Beispiele. Lineare und bilineare Abbildungen, kartesische Produkte

(a) Sei L : V — W eine R-lineare Abbildung, wobei wir im Folgenden die iibliche Schreibweise
L(z) =: Lz ohne Klammern ums Argument fiir lineare Abbildungen verwenden. Dann ist

Lz = L(xo+ = — x9) = Lxo + L(x — x9) =: Lzg + DL|z,(x — x0),

also DL|, = L. Die lineare Approximation einer linearen Abbildung ist also, wenig {iberra-
schend, die Abbildung selbst.

(b) Sei f:V DG — Wy x Wy, x— f(z) = (fi(z), f2(x)), differenzierbar. Dann ist fir x € G
Dffv = (Dfiluv, Dfalv) .
Insbesondere ist fiir g: V O G — R™
Dglzv = (Dg1|zv, ..., Dgm|zv), also (Dg|zv); = Dgjlv fur j=1,...,m.

(c) Sei f:VixVoDG—W,x=(x1,22) = f(z) = f(z1,x2), differenzierbar. Dann ist fiir
red
Df’:rzv = Df‘x(vlaUZ) = le|xvl + D2f|zv2 .

Denn fiir jede lineare Abbildung L : V5 x Vo — W gilt
Lv = L(’Ul,vz) = L(Ul,O) + L(O,’Ug) =: L1vy + Lovs.
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(d) Sei B:V =V, x Vo = W, z=:(x,y) — B(z,y) eine bilineare Abbildung. Dann ist

B(z) = B(x,y) = B(zo+*— 20,y + Y — %)

B(z0,90) + B(z — x0,y0) + B(%0,y — yo) + B(x — 20,y — %0)
(

(

B(wo,y0) + D1Bly,(z — x0) + D2B|z(y — %0) + B(z — 20)
= B(20) + DB|:y(2 — 20) + O([|z — 201} ,

wobei DBy, : Vi = W, D1 B|y,x := B(x,yo) und entsprechend DB jeweils lineare Abbil-
dungen auf V; sind. Um zu sehen, dass tatséchlich

|B(z — 20)|lw < C |z — 20l (4.4)

gilt, wahlen wir Basen (e 1,...,e1,) und (e21, ..., €2,,) von Vi und V5 und stellen fest, dass

"

n m
1B(2)llw = Bz, y)lw =: HB(Zvl,jeLj,Zw,ieQ,i)
j=1 i—1

IN

g €2:4) lw
j=1 i=1

< II%%X{HB(@LJ',QZJ)HW} (Z \ULJD ( 2

i)

= clalillyll < cll=li,

wobei ||z]|1 = [[(z,y)|l1 := ||z]1 +||y|l1- Da auf einem endlichdimensionalen Vektorraum alle
Normen &quivalent sind, folgt (4.4)). o

Es mag zwar zunichst offensichtlich erscheinen, dass eine lineare Abbildung auch stetig ist.
Tatséchlich ist das im Allgemeinen aber nur fiir lineare Abbildungen auf endlichdimensiona-
len Vektorraumen richtig. Da die Stetigkeit des Differentials im Folgenden immer wieder wichtig
sein wird, diskutieren wir an dieser Stelle kurz die Stetigkeit bzw. &dquivalent die Beschrénktheit
linearer Abbildungen.

4.27 Definition. Beschrinkte lineare Abbildungen und ihre Norm

Sei A:V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten Réumen. Es heifit A beschrinkt,
falls eine Konstante C € R existiert, sodass fiir alle v € V gilt

[Avllw < Cv]lv .
Die kleinste solche Konstante
[A]l := sup{[|Av[lw [v € V mit [[v]ly <1}
heifit die Operatornorm von A. Es gilt also fiir alle v € V, dass

1Avllw = [[Apis [ llvllv < 1Al -

[[ollv

4.28 Satz. Fiir eine lineare Abbildung A : V' — W zwischen normierten Rdumen sind dquivalent:
(i) A ist stetig bei v = 0.
(i) A ist stetig.
(iii) A ist beschrénkt.

Beweis. Ubungsaufgabe. OJ
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4 Differenzierbarkeit

4.29 Satz. Lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Riumen sind stetig

Seien V und W normierte Réume und V endlichdimensional. Dann ist jede lineare Abbildung
AV — W beschriinkt und somit stetig.

Beweis. Sei (v1,...,v,) eine Basis von V und ® : V' — K" der zugehorige Basisisomorphismus.
Dann ist

[ lVee : V= 10,00), v = [[0]lvice = |2(v)]|cc = max{[@(v)1], ..., [®(v)n]}

eine Norm auf V und

ol = 4] = | Zeaw)], < S lellA@)lw
j=1 j=1 j=1

IN

> MA@y llw - max{feal, .-, [en]} = C [[0]]vio0 -
j=1

=:C

Also ist A als Abbildung von (V.| - ||[v,e0) nach (W, || - |lw) beschrénkt. Da alle Normen auf V
dquivalent sind, gibt es zu jeder anderen Norm | - ||y auf V' ein ¢ € R mit [|v||y,00 < cfjv|ly und

somit gilt auch [[Av||w < cC|v||v. O

4.30 Korollar. Stetigkeit differenzierbarer Funktionen
Sei f:V O G — W an der Stelle g € G total differenzierbar. Dann ist f bei zg auch stetig.

Beweis. Es ist

lim f(z) = f(xo) + lim (Dflao(e — 0) + oz = zo]})) = £(z0)

T—rT0

wobel wir verwendet haben, dass D f|;, gemé8 Satz stetig ist. O

4.31 Bemerkung. Wir werden uns im Folgenden meist auf den Fall beschréinken, dass auch W
ein endlichdimensionaler Vektorraum ist. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass V und W
nach Wahl jeweils einer Basis mit dem R" bzw. K™ identifiziert werden kénnen und eine R-lineare
Abbildung A : V' — W dann beziiglich dieser Basen durch eine (m x n)-Matrix (a;;) mit Eintrédgen
aus K beschrieben wird.

Im Folgenden sind alle Aussagen die eine Basisdarstellung involvieren gleich fiir den R™ bzw. K™
mit der kanonischen Basis formuliert. D.h. wir machen die Wahl einer Basis in V' bzw. W nicht
explizit um die Notation nicht zu iiberladen. o

4.32 Satz. und Definition. Die Jacobi-Matrix

Sei G C R"” offen und f : G — K" eine Abbildung, die im Punkt xg € G total differenzierbar ist,
also

f(@) = f(@0) + Dflay(x — 20) + o([|x — 20l|)
mit der Matrix D f|;, = (ai;) € M(m x n,K) erfiillt.
Dann sind alle Komponenten f; : G — K, 1 <i <m, von f in xg partiell differenzierbar mit

ofi
85[,‘]'

(z0) = agj -

Man nennt D f|,, in diesem Fall auch die Jacobi-Matrix oder die Funktionalmatrix von f im
Punkte xp und schreibt

ofi
Dlay = Jy(an) = (5w )
ij
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Bewets. Fiiri=1,...,m ist

fi(x) = filzo) + Y awe(w — xo)e + ol||lz — o)) ,
=1
also fiir A € R hinreichend klein und x = g + he;
filwo + hej) = fi(xo) + hag; + o([|he;]]) -
Damit folgt fiir die partielle Ableitung von f; in Richtung e;
o([h[)

Jfi . fi($0+h€j)—fi($0) :
—_— =1 =qi; + lim ——= = a;; . O
(9.’17]' ($0) h1—>H%) h i h1—>0 h i

Wenn wir bereits wissen, dass eine Funktion f : R® — K™ total differenzierbar ist, so konnen wir
also durch Berechnung der partiellen Ableitungen auch das Differential D f in Form der Jacobi-
Matrix bestimmen. Der folgende Satz gibt uns eine hinreichende Bedingung dafiir, wie wir aus
Kenntnis der partiellen Ableitungen auf die totale Differenzierbarkeit schlieflen kénnen: Sind die
partiellen Ableitungen stetig an einem Punkt x, so ist die Funktion dort total differenzierbar.

4.33 Satz. Stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar

Sei G C R" offen und f : G — R eine partiell differenzierbare Funktion. Falls alle partiellen
Ableitungen 0; f im Punkt x € G stetig sind, so ist f in x total differenzierbar.

Beweis. Fiir h € R™ hinreichend klein sei
) 7
AR ::m+2hjej ,i1=0,...,n.
j=1

Es gilt 20 = z und 2 = z + h. Die Punkte 20~ und z() unterscheiden sich nur in der i-ten
Koordinate. Nach dem Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen einer Verdnderlichen gibt
es deshalb jeweils ein 6;(h) € [0, 1], so dass

FED) = f(20D) = 0, (y D)y

wobei

y(i) = Z(i_l) + 01(h)hzel .
Daraus folgt
fl@+h) = f@) = 0if(y")hi
i=1
bzw.

fa+h) = f@)+ 3 0 f@hi+ Y (S (4?) = 0:f (@) hi
=1 i=1

54

h)

Wegen der Beschrinktheit von ;(h) gilt jeweils limy,_,o y* = z und wegen der Stetigkeit von 8; f
in x gilt

lim (9:f (y9) = 0:f () = 0uf (Jim y) = 0, f (2) = Oif (&) — 0, (w) = 0.
—0 h—0
Da |‘|hh’||| <1firalle:=1,...,n, folgt
. p(h)
1 - =0.
W = -
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4 Differenzierbarkeit

4.34 Korollar. Sei G C R” offen und f : G — K" stetig partiell differenzierbar. Dann ist f
total differenzierbar und somit stetig.

Beweis. Sei K™ = R™. Mit Satz[£.33]gilt fir j =1,...,m
filz+h)= +Zafj z)hi +¢j(h),

wobei ¢;(h) = o(||h||). Multiplikation mit e; € R™ und Summation iiber j liefert

flat+h)=fz)+> ) 0ifi= h€a+Z% @) + Df|zh+ o(h)
1

=1 1=

mit @(h) == >0 j(h) = o(|[h]]). Im Fall K™ = C™ fassen wir den C™ wieder als reellen
Vektorraum R?*™ auf und argumentieren analog. O

4.35 Merke. Es gelten also die Implikationen:

stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar =  partiell differenzierbar

4
stetig

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht! Dafiir gilt aber
stetig partiell differenzierbar < total differenzierbar mit stetiger Ableitung

weshalb man “stetig partiell differenzierbar” und “stetig differenzierbar” synonym verwendet.

4.36 Satz. Kettenregel

Seien U,V endlichdimensionale reelle Vektorrdume, W ein normierter Raum, G C U und H C V
offen und g : G — V und f : H — W Abbildungen mit g(G) C H, also

U-GS5HCV L w.

Die Abbildung g sei im Punkt = € G differenzierbar und die Abbildung f sei im Punkt g(x) € H

differenzierbar. Dann ist die Komposition
fog:G—-W
im Punkt x differenzierbar und fiir ihr Differential gilt:

D(fo g)‘w = Df’g(x) 'Dg,w .
—— =~
WV VU
4.37 Bemerkung. Man beachte die Natiirlichkeit der Kettenregel: Die lineare Approximation
D(fog)|s der Verkettung fog ist also einfach die Verkettung der linearen Approximationen Dg|,
und Df|g(:c) <

Beweis. (der Kettenregel). Sei A := Dgl, und B = D f|4(,). Es ist zu zeigen, dass D(fog)|. = BA.

Nach Voraussetzung gelten
glx+h) = g(x)+ Ah+ ¢(h)

flg(z)+n) = fg(z)) + Bn+p(n)
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mit @(h) = o(|[h[]) und ¢ (1) = o([[n[|). Dann ist

(fog)(x+h) flg(x+h)) = flg(x) + Ah + ¢ (h))
f(g(x)) + BAh + Bop(h) + ¢(Ah + ¢(h))

= (fog)(z)+BAh+x(h)

mit x(h) = Bp(h)+1(Ah+p(h)). Es bleibt also zu zeigen, dass x(h) = o(||h]]) - Mit ¢(h) = o(||h||)
ist auch By(h) = o(]|h||), da B ja beschriankt ist. Auflerdem gibt es eine Konstante K > 0, so dass
le(h)]| < K|k fir alle hinreichend kleinen h. Wegen (1) = o(||n||) gilt sogar ¥ (n) =: ||n||v1(n)
mit lim, 0 v1(n) = 0. Damit ergibt sich

[ (AR + (M) < ([[A[l + E)[IA] - [ (AR + @R,

also
iy AR+ ()

=0. O
h—0 Al 0

4.38 Satz. Richtungsableitung und Differential

Seien V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, W ein normierter Raum, G C V offen und
f G — W total differenzierbar. Dann gilt fiir jedes x € G und jeden Vektor v € V

Beweis. Sei o : (—0,9) — G definiert durch a(t) :==x +tv und h:= foa: (—0,5) = W.
Nach Definition der Richtungsableitung ist

0uf(@) = < (w4 t0)limo = TH(0).

Aus der Kettenregel folgt

d
Eh(t) = Dfla) - Dalt = D fla@yv

also %h(()) = Df|v. O
4.39 Beispiel. Fiir eine Funktion f : R” — R ist die Richtungsableitung in Richtung v € R"
also durch das Skalarprodukt von v mit dem Gradienten V f gegeben,

U1

avf(x) :Df|xvz (81f(x),,8nf(a:)) = <Vf($),v>

Un
Ist Vf(x) # 0, so ist der Winkel 6 zwischen den Vektoren v und V f(x) definiert und es gilt
0o f(z) = (Vf(2),0) = [V (@) |[]| cosd.

Die Richtungsableitung ist also maximal, falls § = 0, d.h. falls v und V f(z) die gleiche Richtung
haben. Der Vektor V f(z) gibt also die Richtung des stérksten Anstiegs von f an. o

4.40 Beispiel. Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten
Die Abbildung

fi(0,00) xR =R\ {0}, (r,0) = f(r, ) = (reosp,rsing) = (z(r,¢), y(r,9))
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4 Differenzierbarkeit

versieht den R?\ {0} mit Polarkoordinaten. Eingeschrinkt z.B. auf (0,00) x [—7,7) ist f sogar
bijektiv. Sei G C R? offen und v € C?(G,R), dann driickt man u in Polarkoordinaten aus, indem
man uo f betrachtet, also u als Funktion von (r, ¢) schreibt. Genauso ist Au in Polarkoordinaten
durch (Au) o f gegeben. Ziel ist es nun, (Au) o f durch Differentiation an u o f ausdriicken. Und
tatséchlich gilt

P(uof) 1 &*(uof) 1 d(uof)
Beweis. Nachrechnen mit Kettenregel (Ubungsaufgabe). O
A
™
]RQ
(0,00) x [, ) ;
0 > . _—
0y
_______________ \
\
\
- \
\

EINSCHUB FUR INTERESSIERTE: Wie kommt man auf den Ausdruck (4.5)? Dazu be-
trachten wir zunéichst das Differential von u in Polarkoordinaten. Mit der Kettenregel gilt

D(uo f)=Duof-Df, alo Duof=D(uof) (Df)", (4.6)
wobei (Df)~! in unserem Beispiel leicht berechnet werden kann:

(Df) = ( %(ﬂ‘ﬂ) %%(7",%0) )1 _ ( cosp —rsinp )1
©

sinp  rcosy

1 < rcosp rsing ) B ( cosp sing )
I - —sin cos :
r Siny  Cos g T‘P %
Wir haben also in (4.6) eine allgemeine Formel fiir das Differential Du von u ausgedriickt in
Koordinaten geben durch f. Dabei benotigen wir nur die Invertierbarkeit von D f. In unserem

Beispiel ergibt sich

d(uof) d(uof) cosp singp
Du o f == < ar 9 890 7sin<p cos ¢
B ] d(uo f) B sinpd(uof) . Ouof) cospd(uof)
B (COb " or r o) SIPT T )
B Ou sinpdu . Ou cospduy
= (cosgpa " 9y s1ng05+ . %) =graduo f, (4.7)
Juof Juof

wobei hier die Komponenten beziiglich der kanonischen Basis des R? stehen und grad u als Zeilen-
vektor aufgefasst wird. Im Folgenden unterdriicken wir manchmal f, d.h. an Stelle von (uo f)(r, )
schreiben wir einfach u(r, ¢) und entsprechend d,u(r, ) statt 9,(wo f)(r, ¢). In dieser verkiirzten
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Notation kénnen wir nun auch Awu o f berechnen:

(9 snpd\ (0 singd\(  Ou_singdu
a2 Por r Oy “= Yor r o Oy Y or r Oy

0%u  cospsing Ou  cospsing 0%u

2
- Y2 72 Ay r orde
cospsing 0%u sin?pdu  cospsing du  sin? ¢ 0%u
B r orde r o or r2 O r2  Qp?
und analog
0? . 0 cosp O 2 .0 cosp O . Ou cosyp Ou
8—y2u = (smgpar + . 890) u = (smcpar—i— . E?go) (smgoar+ . 5980)
_an? 4,0@ _cospsing du  cospsing 0%u
or? 72 0y r ordy
cospsiny 0%u cos?pOu  cospsing du  cos? p O%u
r ordy r o or 2 Oy r2 9%’

Addiert man die beiden Ausdriicke, so ergibt sich (4.5]).

Nochmals zuriick zu : Die Matrix Duo f ist die Linearisierung der Abbildung u : R? — R im
Punkte f(r, ) bezglich der kanonischen Basis des R?. Man kann nun aber auch noch versuchen,
die lineare Abbildung Du o f beziiglich einer den Koordinaten angepassten Basis darzustellen,
ndmlich beziiglich der Basisvektoren e, und e,. Um diese verniinftig zu definieren, schrinken wir
zunéichst f auf (0,00) x (—m,7) ein und erhalten so einen Diffeomorphismus

f:G:=(0,00) x (=m,7) — R2\{(2,0):2<0}=:D

Seine Umkehrung ist gegeben durch g : D — G, g(z,y) = (r(z,y),¢(x,y)) mit r(z,y) =
V22 + 92 und
arctan(z/y) fir x >0,y >0
o(z,y) = /2 firx =0,y >0

Wir werden spéter zeigen, dass die Invertierbarkeit von Df ganz allgemein die lokale Invertier-
barkeit von f impliziert.

A
T

.....

Die Zeilenvektoren von Dg bilden nun eine Basis des R? und stehen senkrecht auf den jeweiligen
Koordinatenlinien, da sie ja gerade durch den Gradienten der Koordinatenfunktionen gegeben

sind,
or  or
Dg_(ax ay>_<grad7’>
=\ a8, o = :
52 (% grad ¢
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4 Differenzierbarkeit

Um nun Dg auszurechnen, differenziert man nicht etwa g (was bei komplizierten f’s oft gar nicht
explizit geht), sondern verwendet nochmals die Kettenregel. Weil g o f = id ist, ist nach der
Kettenregel

Dyl t(rp) - Dflir) = D(id)| (1) = E,
wobeil E wie immer die Einheitsmatrix bezeichnet. Also ist

Dgo f=(Df)™",

was wir fiir unser Beispiel oben schon berechnet haben. Der Basiswechsel von der neuen Basis in
die kanonische ist durch (Dg)?T = ((Df)~1)7T gegeben. Multiplikation von mit ((Df)~1H)7T
von rechts (nur im Urbildraum wird die Basis gewechselt) liefert das Differential Du als Matrix
beziiglich der durch f beschriebenen Basisvektoren

(Duo f)(Dgo f) =D(uo f)- (D)™ (DHH.
Im Beispiel der Polarkoordinaten ergibt sich bzgl. der Basis (gradr, gradyp)

Ou sinpdu , Ou cospdu cosp —Sne Oou 1 Ou
D = _— R — —_— R r — -
“ (cosgoar r 8¢’Sln¢8r+ r &p) ( singp <=2£ or’'r2op )’

T

bzw. nach Normierung mit e, = gradr und e, = r~1 grady und einem weiteren Basiswechsel in

die Basis (e,, ey)
b (20 LU (10 _ (o 1ou
"=\ ey 0 r) \or'rop/)’

Wir hétten natiirlich auch gleich in die Basis (e,,e,) transformieren kénnen,

Du — <Coscpf;:f— sin ¢ Ju i ou N cosc,08u> ( cosp —sing ) _ (g:ﬂig;) |

r Op’ ™ r Op sinp  cos
Da (e,,e,) eine Orthonormalbasis ist, gilt schlieSlich

Cdug 10u g

Du = .
Yo r@goe@

ENDE DES EINSCHUBS

Wir kommen nun zur Verallgemeinerung der Produktregel. Wiahrend man K-wertige Funktio-
nen f, g einfach multiplizieren kann, indem man punktweise die Werte multipliziert, (fg)(z) :=
f(z)g(z), macht das fiir vektorwertige Funktionen zunéchst keinen Sinn mehr. Allerdings ist fiir
die Giiltigkeit der Produktregel lediglich notwendig, dass das “Produkt” linear in beiden Faktoren
ist. Daher zeigen wir nun eine Produktregel fiir Abbildungen der Form

F(z) = B(f(z),9(x))
wobei f und ¢ nun vektorwertig sind und B linear in beiden Argumenten ist.

4.41 Satz. Die verallgemeinerte Produktregel

Seien U, V1, V5 reelle endlichdimensionale Vektorrdume und W ein normierter Raum. Seien weiter-
hin B:V =V, x Vo = W, z = (x,y) — B(z,y), eine bilineare Abbildung, f; : G =V}, j = 1,2,
differenzierbare Abbildungen auf einem Gebiet G C U und f : G — Vi xVa, f(u) := (f1(u), f2(u)).
Dannist F': G — W, u— F(u) = (Bo f)(u) = B(f1(u), f2(u)) differenzierbar und

DF‘u = DIB‘fQ(U) Dfl‘u + D2B‘fl(u) Df2|u .
—— ——— ——

W+WV; ViU WVs VoU
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Hier ist D1B|, : Vi — W die lineare Abbildung z — D1B|,z := B(z,y) und DB|, : Vo = W
entsprechend y — Dy B|, y := B(z,vy).
Die Wirkung der linearen Abbildung DF|, auf einen Vektor w € U ist somit

DFjyw = DB(f1(-), fo(-))|uw = B(D filuw, f2(v)) + B(f1(u), D faluw) .

Man kann also in einer bilinearen Abbildung “zuerst nur das eine und dann nur das andere
Argument” ableiten und die beiden Terme addieren.

Die entsprechende Aussage gilt auch fiir multilineare Abbildungen B : V; x --- x V; =& W und
differenzierbare f; : G — V,

DFJyw =" D;Blsuy Dfjluw =Y B(fi(u),...,Dfjluw, ..., fa(u)).
j=1 i=1

Beweis. Die Kettenregel zusammen mit Beispiel (4.26)) (d) liefert sofort die Aussage fiir bilineare
Abbildungen,

Der allgemeine Fall geht ganz analog. O

4.42 Beispiele. (a) Die Multiplikation - : K x K — K in einem Korper K ist eine bilineare
Abbildung. Seien f, g : R™ — K differenzierbar. Dann lautet die Produktregel

D(f-g)la = g(z) - Df|z + f(x) - Dyl

Fiir n = 1 ist das die bekannte Produktregel (f - g)'(z) = f/(x) - g(x) + f(x) - ¢'(x).
(b) Ein Skalarprodukt (-,-) : W x W — K auf einem normierten Raum W ist eine bilineare
Abbildung. Seien fi, fo : R® — W differenzierbar, dann ist

D(f1(), f2(Dey = (Dfilay, fo(2)) + {f1(2), D fal2y) -

(c) Die Determinante det : R™x---xR™ — R ist eine multilineare Abbildung. Seien fi,..., fi, :
R™ — R™ differenzierbar, dann ist

Ddet(fi(-), - fm(-Dlay =D det(fi(x), .., Dfjilay, .-, fn(2)) -
j=1

Erinnerung: Der wichtige Mittelwertsatz der Differentialrechnung in einer Verénderlichen lésst
sich fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R aus dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung wie folgt ableiten: Substitution = = a + t(b — a) liefert

b 1
)~ fla) = / f(z) de = /0 fa+tb—a))- (b—a)dt

= /1f’(a+th)dt-h_f’(a+0h)-h,
0

wobei die letzte Gleichung mit einer Zahl 6 € [0, 1] gemifl dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung gilt. Bis auf diese letzte Gleichheit gilt ein analoges Resultat auch fir f : R” D G — K™.

4.43 Definition. Fiir eine stetige Funktion A : [a,b] — M (m x n,K), t — A(t), sei

</abA(t) dt>ij - /ab as; () dt
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4 Differenzierbarkeit

4.44 Satz. Wegintegral der Ableitung (“Hauptsatz entlang von Kurven”)

Sei G C R" offen und f : G — K™ stetig partiell differenzierbar. Sei v : [a,b] — G ein stetig
differenzierbarer Weg. Dann gilt

b
F60) - f6(@) = [ Dfl Dl dt.

Beweis. Es ist fj o7 : [a,b] — K fiir jede Komponente j = 1,...m eine stetig differenzierbare
Funktion. Weiterhin gilt mit der Kettenregel

(fio)(t)=D(fjon)| = D fily@y Dt -
Also liefert der Hauptsatz aus Analysis 1
b b
(F0M®) = (Fro @) = [ (Fro0)'®dt = [ Dl Dt

und somit die Behauptung. O

4.45 Korollar. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei G C R" offen und f : G — K" stetig partiell differenzierbar. Sei x € G und h € R™ derart,
dass die Strecke {x +th|t € [0,1]} ganz in G liegt. Dann gilt:

o) =5 = ([ Dslernar)

4.46 Bemerkung. Man beachte, dass man fiir m > 2 das Integral fol D f|z+tnh dt im Allgemeinen
nicht durch den Wert des Integranden an einer Zwischenstelle x + 0h ersetzen kann. o

Beweis. des Mittelwertsatzes. Wahlen wir in Satz den Weg v : [0,1] — G ,~(t) = x + th, so
ist f(y(1)) = f(z +h), f(7(0)) = f(z) und Dv|¢ = . O

4.47 Bemerkung. Die wichtige Konsequenz aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen in einer
Verénderlichen, dass namlich die Differenz der Funktionswerte durch die Differenz der Argumente
mal einer Schranke auf die erste Ableitung abgeschiitzt werden kann, liefert auch noch diese
integrierte Form des Mittelwertsatzes in n Verénderlichen. o

4.48 Korollar. Schrankensatz

Sei G C R" offen und f : G — K™ stetig partiell differenzierbar. Seien z,y € G und 7 : [0,1] = G
ein stetig differenzierbarer Weg mit v(0) = x und (1) = y. Mit

M = sup {[| DSl [ € [0,1]} < 0 (4.8)
gilt
1
1£ () — F(@)] < M /0 /(1) at

————
Lénge des Weges ~

Der Satz gilt fiir beliebige Normen auf R™ und K™ und die zugehérige Operatornorm in (4.8)),
wir zeigen ihn aber nur fiir die euklidische Norm auf dem K™, da das folgende Lemma in diesem
Fall sehr leicht zu zeigen ist.
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4.49 Lemma. Ist 3 :[0,1] — K™ eine stetige Abbildung und || - || die euklidische Norm auf K™.
Dann gilt:
1 1
| [ st < [Cisne.

Beweis. Sei [ = fol B(t)dt = (fol Bi(t)dt, ..., fol Bn(t) dt) € K™. Dann gilt mit Cauchy-Schwarz
und der Linearitit des Skalarprodukts

1 1 1
P = (1,1) = ( /0 B(t) dt, I) = /0 3. nde< [ 130 I11de =2 /0 18 dt. O

Beweis. des Schrankensatzes. Mit D], = +/(t) ist

1 1
1) - F@)] = H / Df|7<t)-mrtdt”s [ 1Ds1 - Dok at

IN

1 1
M [ o= ar [y o) ar.

O

4.50 Korollar. Sei G C R" ein Gebiet, f : G — K™ stetig partiell differenzierbar und Df|, =0
fiir alle z € G. Dann ist f auf G konstant.

Beweis. Seien x,y € G beliebig und ~ : [0,1] — G ein stetiger Weg mit (0) = « und (1) = v.
(So ein Weg existiert, da G nach Voraussetzung ein Gebiet ist und Gebiete im R™ offen und
wegzusammenhéngend sind.) Wenn v auch differenzierbar ist, so folgt mit dem Schrankensatz
sofort

1) — f@)] < M /O 1) dt =0,

da wegen Df = 0 auch M = 0 ist. Also f(x) = f(y). Nun garantiert uns die Tatsache, dass
G als Gebiet auch wegzusammenhéngend ist aber lediglich die Existenz eines stetigen Wegs von
x nach y. Daher miissen wir entweder zeigen, dass es in einer offenen wegzusammenhingenden
Menge im R"™ zu je zwei Punkten auch einen differenzierbaren Verbindungsweg gibt (was nicht
allzu schwer ist). Oder wir modifizieren das obige Argument so, dass auch ein stetiger Weg aus-
reicht (was noch einfacher ist).

Setze to = sup{t € [0,1]| f(v(7)) = f(x) YT € [0,t]}. Wegen der Stetigkeit von f und -~y
ist dann auch f(y(t0)) = f(z). Angenommen ¢y < 1, dann gibt es aufgrund der Offenheit
von G ein § > 0 mit Bs(y(tg)) € G und aufgrund der Stetigkeit von v ein 0 < 6 < 4,
so dass auch (tg + 8) € Bs(y(tg)) liegt. Da fiir h := ~(tg + ) — y(to) die ganze Strecke
[0,1] 3 s — ~(to) + hs C Bs(y(to)) C G liegt, gilt nach dem Schrankensatz

1 (v(to +8)) = F(v(t0)) ]| < M|ly(to +6) — (o)
mit
M = Supse[o,l}HDf\a(tOHshH =0.

Also ist auch noch f(y(to +0)) = f(y(to)) = f(z). Somit ist to = 1, d.h. f(z) = f(y) und f ist
konstant. O
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5 Taylorformel und lokale Extrema

In Analysis 1 wurde gezeigt, dass fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R — R die
Taylorentwicklung an einem Punkt zg

fl@o+h) = flxzo) + f(wo)-h + §f"(z0) B> + ofh?)

T T T T
0. Ordnung 1. Ordnung 2. Ordnung Fehler hoherer
= konst. = linear = quadratisch Ordnung

eine quadratische Approximation an die Funktion f in der Néhe von xzq liefert.

Fiir Funktionen f : V — W zwischen normierten Réumen ist die Differenz h = (xg+h) —xg € V
ein Vektor und die erste Ableitung Df : V- — L(V,W), x — D f|,, nimmt Werte in den linearen
Abbildungen von V nach W an. Die zweite Ableitung, also das Differential der ersten Ableitung,
D2f|, := D(Df)|, ist dann eine lineare Abbildung von V nach £(V, W), was man wiederum als
bilineare Abbildung von V' x V nach W auffassen kann,

(v1,v2) = D(Df)]z(v1,v2) = (D(Df)|zv1) va .
—_—
cL(vw)

Die naheliegende Verallgemeinerung der Taylorschen Formel fiir solche f ist daher

flo+h) = fxo) + Dflwh + 3Dlw(hh) + o+ + 5D fla(h,...,h)
) ) ) )
konstant linear bilinear k-multilinear
+ o([[n[").

Wir werden in dieser Vorlesung die Idee, dass die k-te Ableitung einer Funktion f : V — W
eine Multilinearform mit k£ Argumenten ist, nicht weiter vertiefen. Stattdessen betrachten wir
nun Funktionen f : R®” — R und driicken alle Terme der Taylorentwicklung mittels partieller
Ableitungen aus. So sind erste Ableitung Df|, : R® — R, h — Df|,h = (Vf(x),h) = h-
V f(z) und die zweite Ableitung Hessf(z) eine Matrix. Die naheliegende Verallgemeinerung der
Taylorschen Formel fiir solche f ist

1 < Of

- ) D 2
3 2 Gy E0s -+ ollAl?)

1,j=

faoth) = flao) + 3 Lapn; +
j=1 "7

= f(zo) + (Vf(xo),h) + g(h Hessf(xo)h) + o(||hl*).
Diese Formel und die allgemeine Form des Taylorpolynoms wollen wir im Folgenden verstehen.

5.1 Notation. Multiindices und iterierte Richtungsableitung

Um auch die hoheren Terme der Taylorentwicklung giinstig zu notieren, fithrt man folgende
Schreibweisen ein:
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5 Taylorformel und lokale Extrema

(a) Multiindices: Fiir o € N§j, o = (a1, ..., ay), seien
n n
|a|::a1+--~—|—an:Zaj, und a!::all---an!:Haj!,
J=1 Jj=1

und fiir eine |a|-mal stetig partiell differenzierbare Funktion f: G — R sei

olelf

8.%'1061 e axnan ’

of =0 oo f =
und schlieflich fir x = (z1,...,z,) € R"

a._ 01 0n A
T =y T, —Ha:j .

J=1

(b) Tterierte Richtungsableitung: Fiir f € C*(G) und v € R™ sei

(0- V)" f(x) = OFf(x) i= > -+ > vjy vy, 0505 ().

a=l  gr=1

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Funktionen mit Werten in R. Allerdings lassen sich die
Aussagen wieder leicht auf Funktionen mit Werten in R™, C™ oder beliebigen endlichdimensio-
nalen normierten Rdumen iibertragen.

5.2 Lemma. Sei G C R” offen, f : G — R eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion,
xo € G und h € R" derart, dass die geradlinige Verbindung von zy nach zg+ h ganz in G verlduft,
also {xo + ht |t € [0,1]} C G. Dann ist die Funktion ¢ : [0,1] = R, ¢(t) = f(zo + th) auch k-mal
stetig differenzierbar und es gilt

k
L2 = (19 ) o+ th) = Y B0 sy + ) e

la|=k

5.3 Bemerkung. (a) Die Notation } . _; bedeutet, dass sich die Summe iiber alle n-Tupel
a € Njj erstreckt, fiir die |a| = k ist. Davon gibt es ("7,1“"’) Stiick.

(b) Ist @« = (a1,...,qp) mit k = || = a1 + ... + ay, so gibt es ];—', Mboglichkeiten, eine k-

elementige Menge M in n disjunkte Teilmengen Sy, ..., S, zu zerlegen, M = S1U---US,,

so dass S; gerade a; Elemente hat (i = 1,...,n). Oder anders formuliert: es gibt % Moglich-

keiten k verschiedene Kugeln auf n Urnen Si, ..., S, zu verteilen, sodass in der j-ten Urne
. . _ . . . . kl _ kl _ k
genau o Kugeln liegen. Fiir n = 2 ist beispielsweise arlaa! = ool = (al) .

Beweis. von Lemma[5.3 Nach der Kettenregel ist

d " of
a@(t) = Dflugttnh = ; a—%(xg +th) h;.

Nochmals die Kettenregel liefert

d? —~ Of -
@(p(t) = Z Iy (xo + th)hjhi = Z 0, 0i, f(zo + th)hi, hs,y
i, Lt i1,i2=1
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und k-malige Anwendung schlie3lich

dtk‘P Z By -+ Oy f (w0 + th)hiy . iy = (- V)F f) (o + th).

01500 =1

Da die Reihenfolge der Differentiationen aber geméfl Satz keine Rolle spielt, fassen wir Terme,
in denen «p-mal nach der ersten Koordinate, co-mal nach der zweiten Koordinate etc. abgeleitet
wird, zusammen. Es gibt nun nach Bemerkung gerade ﬁ solche k-Tupel (i1,...,i) in
denen aj-mal der Wert 1, as-mal der Wert 2, ..., und «,-mal der Wert n vorkommt. Durch
Zusammenfassen der Summanden ergibt sich also
d*e koo o
ol=

5.4 Satz. von Taylor

Sei G C R" offen und f : G — R eine (k + 1)-mal stetig partiell differenzierbare Funktion. Sei
xg € G und h € R™ derart, dass die Strecke [xg,xg + h] := {xg + th|t € [0,1]} ganz in G liegt.
Dann gibt es ein 6 € [0, 1] so, dass

((h- V)™ f) (o) N ((h- V) 1f) (2o + 6h)
m! (k+1)!

— Z mf 0) A% + Z :c0+0h)h

m=0 |a|=m la|=k+1

k
flxo+h) = Z

=
o

5.5 Bemerkung. Fiir Funktionen f : G — R™ erhélt man eine Taylorentwicklung fiir jede
Komponente f;, j=1...,m

5.6 Bemerkung. Man nennt

PY (n) =3 9°/(20)

Frwo a!
| <k
das Taylorpolynom vom Grad k von f in zg. Schreiben wir
P (h) := Po(h) + Pi(h) + -+ Py(h)

S0 st Py(h) = f(=o)

Pl(h> = 5'1f<1’0) hl +--- 4+ 8nf(x0) hn = <Vf(1‘0), h)
o) = Y0 0w

|a|=2
1 [ < 0*f 1
2| 2 aﬂtZa%( o) hihj | = 5 (h, Hessf(zo) h).

’.7

Achtung: Nach obiger Definition ist das Taylorpolynom ein Polynom in der Variable h, also im
Abstandsvektor h = z — x¢ zum Entwicklungspunkt xg. Erst durch Einsetzen von h = x — xg
erhéilt man eine Polynomfunktion in x, welche nach dem Satz von Taylor die Funktion f(z) in
der Nahe von xy approximiert, also

(x —x0) = Z M(m — x9)”

|
(6%
la|<k

k
fz)~ P
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5 Taylorformel und lokale Extrema

erfiillt. Es macht aber meist keinen Sinn (und wird weder in den Ubungen noch in der Klausur
erwartet), diesen Ausdruck auszumultiplizieren und in der Form )  c,z® zu schreiben, da man
an diesem Ausdruck das Verhalten in der Néhe von g nicht mehr ablesen kann. o

Beweis. von Satz[5.] Betrachte die Kurve v : (—&,1+4¢) — G, y(t) = xo + th, fiir hinreichend
kleines ¢ > 0 und setze ¢ : (—¢,1+¢) = R, ¢(t) = (f o y)(t). Dann ist ¢ eine (k + 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion, also existiert nach der Taylorformel fiir Funktionen in einer
Verinderlichen (vgl. Analysis 1) ein 6 € [0, 1], so dass gilt

Z (p(m (p<k+1)(9)
(k+1)!

Nach Lemma erhilt man

k
(h-V)"f)(xo) . ((h- V)" f)(x0 + Oh)
flo s = o) = 3! m!) Sy
r 8 f(zo + Oh)
- 0) pa 4 IIZT O o
m=0 |aZ |azi;+1 o
———
2jal<k

5.7 Korollar. Sei G C R” offen und f € C*(G,R). Dann gilt fiir jedes xp € G und 6 > 0 mit
Bs(zo) C G, dass fiir x € Bs(xo)

Beweis. Nach Taylors Satz gibt es fiir jedes h € Bs(0) ein 0 = 6(h) € [0,1], so dass

flo+ny = Y LI a5 B0 EON) o,

al al
|| <k—1 loe|=Fk

Wir setzen ¢ : B5(0) — R als

o(h) = Z <8°‘f(aco—|—0h) B (9af(x0)> o

a! o
la|=k

Wegen der Stetigkeit von 0°f ist
hm 21(0%f(xo +0h) — 0% f(x0)) =0

und deshalb gilt

|7

[l 2(8°f (w0 + Oh) — 0° f (0)) - h°|

< |1 (0% f (0 + Oh) — 0 f(x0 —0
fiir h — 0, denn |‘|h|O{,L = ‘\?ﬁ\'\ai ‘”};lnnlan < 1. Also ist
0% f(x .
flotmy =3 TIE oy o) it oh) = o)) 0
|| <k ’
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5.8 Bemerkung. (a) Fiir £ = 0 erhélt man die Aussage, dass eine stetige Funktion stetig in z
ist, denn

fam =32 T+ ollnl) = @) + o),
lo]<0
also limy_,o f(z + h) = f(z).

(b) Fiir £ = 1 erhdlt man die Aussage, dass eine stetig differenzierbare Funktion in x stetig
differenzierbar ist, denn

sty = Y2 L) voing) = +Z ) hi+o(([hl)) = £(z)+ Df )=+l |Al).

o<1

(¢) Aber fiir £ = 2 erhdlt man nun die sehr niitzliche Aussage, dass eine zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion die folgende Darstellung erlaubt:

sam = 3 LI jo o) = @) + (9 5(0), ) + bin Hess o)h) + ol A1)

|| <2

5.9 Definition. Lokale Extrema

Sei G C R™ und z € G. Man sagt, dass eine Funktion f : G — R in x ein lokales Maximum
hat, wenn es ein § > 0 gibt, sodass fiir alle y € Bs(x) gilt

fly) < f(=).

Gilt sogar f(y) < f(z) fur alle y € Bs(x) \ {z}, so spricht man von einem strikten lokalen
Maximum.

Ist f(y) > f(z) baw. f(y) > f(z) fur alle y € Bs(z) \ {z}, so spricht man von einem (strikten)
lokalen Minimum. Hat f in z ein lokales Maximum oder Minimum, so spricht man von einem
lokalen Extremum. o

5.10 Proposition. Notwendiges Kriterium fiir lokales Extremum

Sei G C R” offen, f: G — R, x € G und f habe in x ein lokales Extremum. Falls f in « partiell
differenzierbar ist, so gilt

Vf(z)=0.

Beweis. Definiert man fiir § > 0 klein genug die Funktionen h; : (—=4d,0) — R durch h;(t) =

fx + te;), so ist
d of
g0 =g, @)

Mit f hat aber auch h; in 0 ein lokales Extremum, also folgt (vgl. Analysis 1) %hi(()) = 0 fiir
i=1,...,n. Somit ist auch V f(x) = 0. O]

5.11 Definition. Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : R®™ D G — R™ nennt man
diejenigen Punkte = € G, fiir die D f|, nicht surjektiv ist, die kritischen Punkte von f. Alle
anderen Punkte heiflen regulire Punkte.

Im Fall m =1 sind die kritischen Punkte also genau die Nullstellen des Gradienten V f. o

Wie im eindimensionalen Fall ist V f(z) = 0 nur ein notwendiges, aber kein hinreichendes Krite-
rium fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Die kritischen Punkte von f, also die Losungen
der Gleichung V f(x) = 0, liefern somit die Kandidaten fiir die lokalen Extrema. Um ein hinrei-
chendes Kriterium zu finden, betrachtet man wie im Fall von f : R — R die zweite Ableitung.
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5 Taylorformel und lokale Extrema

5.12 Erinnerung. Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A = (a;;) heifit
(i) positiv definit, wenn fiir alle € R™ \ {0} gilt, dass (v, Az)g. = > 21",
(ii) negativ definit, wenn fiir alle x € R™ \ {0} gilt, dass (z, Az)g. < 0.

(iii) indefinit, wenn es x,y € R" gibt mit (z, Az) > 0 und (y, Ay) < 0.

Qij Ty Tj > 0.

In der linearen Algebra wird gezeigt: Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar, besitzt also
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Deshalb ist A € Sym,, genau dann positiv bzw. negativ
definit, wenn alle Eigenwerte positiv bzw. negativ sind. o

5.13 Satz. Lokale Extrema und die zweite Ableitung

Sei G C R" offen und f € C?(G,R). Sei z € G eine Nullstelle von V£, also V f(x) =
(a) Ist Hessf(z) positiv definit, so hat f in x ein striktes lokales Minimum.
(b) Ist Hessf(x) negativ definit, so hat f in x ein striktes lokales Maximum.
(c) Ist Hessf(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum.

5.14 Lemma. Sei A € Sym,, positiv definit und Ag > 0 der kleinste Eigenwert von A. Dann gilt
fiir alle z € R™, dass

(x,Azx) > >\0||:c||2.

Beweis. Stelle x in einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren dar. O

Beweis. von Satz[5.13 (a) Sei 6 > 0 so klein, dass Bs(x) C G ist. Nach Korollar [5.7] gilt dann fiir
h e Bg( )

f(@+h) = f(x)+ 3 (h,Hessf(z)h) + ¢(h)

mit p(h) = o(||h]|?). Wihle nun 0 < §’ < 6 so klein, dass |¢(h)| < %th fiir alle h € By (0) gilt,
wobei A\g > 0 der kleinste Eigenwert von Hessf(z) sei. Dann ist fiir alle h € By/(0) \ {0}

Fleth) = f(x)+ b, Hessf(o)h) + o) > () + S2IhI7 — 22 a)?
= F(@) + 2P > f).

Also hat f an der Stelle x ein striktes lokales Minimum.
(b) Ist Hessf(x) negativ definit, so ist Hess(— f)(x) = —Hessf(z) positiv definit. Also hat —f ein
striktes lokales Minimum und somit f ein striktes lokales Maximum.

(c) Wihle h € R™ \ {0} so, dass « := (h,Hess f(z)h) > 0. Dann gilt fiir alle ¢ > 0 mit ¢ klein

genug, dass

f(z +1th) = f(x) + & (th,Hessf(z) th) + o(th) = f(z) + § at> + ¢(h).

Fiir [¢] klein genug ist aber |o(th)| < & ¢, also

flo+th) = f@)+ 58> f(a)

fiir 0 < ¢ < 4 und ¢ klein genug. Also gibt es in jeder Umgebung von z einen Punkt y = x + th,
sodass f(y) > f(z) ist. Das gleiche Argument fiir A mit & = (h, Hessf(z)h) < 0 zeigt, dass in
jeder Umgebung von z auch ein Punkt § mit f(g) < f(x) liegt. Also hat f in z kein lokales
Extremum. O
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5.15 Beispiel. Minimum und Sattel

(a) Sei f:R? = R, (z,y) — 22 +5> Dannist Vf(z,y) =
(22,2y), also Vf(z,y) = 0 < (z,9) = (0,0).
Weiterhin ist

&
\ SR A
s AL

3%
NS RN,

Hessf(z) = < (2) g ) = Hessf(0,0)

positiv definit. Somit hat f bei (0, 0) ein striktes lokales
Minimum.

(b) Die Funktion f : R? — R, (z,y) — 2% — y? erfiillt
V£(0,0) = (0,0) und

Hessf(0,0) = < (2) _02 ) .

Also hat f in (0,0) kein lokales Extremum.

5.16 Bemerkung. Ist Hessf(z) nur positiv semidefinit, gilt also nur (h, Hessf(z)h) > 0 fiir alle
h € R™\ {0} und V f(z) = 0, so kann man noch nicht entscheiden, ob in z ein lokales Minimum
vorliegt. Beispiele:

(i) f:R?2 =R, (2,y) — 22 +¢* hat lokales Minimum bei (0, 0)
(i) f:R%2 =R, (z,y) — 22 + 93 hat kein lokales Minimum bei (0, 0)
(iii) f:R? =R, (x,y) — 22 hat lokales entartetes Minimum bei (0, 0).

Wegen Satz (c) ist aber die Semidefinitheit ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines
Extremums.
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6 Implizite Funktionen

Oft ist eine Funktion ¢g : R™ — R™ nicht ,explizit” in der Form y = g(x) gegeben, sondern nur
»implizit” durch eine Gleichung der Form

F(z,g9(z)) =0 mit F:R"xR™ —>R", (z,y)— F(x,y)

bestimmt. Man mochte dann die implizite Gleichung F'(x,y) = 0 explizit machen, d.h. ,nach y
auflésen® und in der Form y = g(x) schreiben.

6.1 Beispiele. (a) Betrachte F : R? — R, (z,y) — 22 + y? — 1. Dann ist
C= {<$7y) €R? ’F(J}?y) = 0}

die Einheitskreislinie in R2. C ist aber nicht der Graph einer Funktion g : R — R, denn
(i) Fiir € R mit |z| > 1 gibt es kein y € R mit (z,y) € C.
(ii) Fiir 2 € R mit |z| < 1 gibt es gleich zwei y € R mit (z,y) € C, nimlich y = +v/1 — 22.
Gibt man allerdings einen Punkt (a,b) € C mit b # 0 vor, so kann man F(x,y) lokal um

(a,b) nach y auflésen, d.h. es gibt eine Umgebung U; C R von a und eine Umgebung Us
von b und eine Funktion g : U; — Us so, dass fiir alle (z,y) € U; x Uy gilt

Flr,y)=0 < y=g().
Ist etwa b > 0, so wihle ¢ > 0 klein genug, U; = yp U xls
(a—e,a+¢),Up=(b—e,b+¢) und

bl
g(x) =+v1—22. U2/

Aber: Fiir b = 0 kann man in keiner Umgebung von é P T
(1,0) oder (—1,0) nach y auflésen, wohl aber nach z,

~3

durch z = £4/1 —y2. Die Punkte (+1,0) € C sind U1
aber genau die Punkte, wo %—5 = 2y verschwindet,

d.h. die Tangente an C vertikal ist.

(b) Eine lineare Abbildung F': R} x R — R™ ist von der Form
F(z,y) = Ax + By

mit einer m x n-Matrix A und einer m x m-Matrix B. In diesem Fall kann man F(z,y) =

Ax+ By < 0 offenbar genau dann nach y auflésen, wenn B invertierbar ist und es gilt dann
y=—-B'Ar = —(D,F)"'D,Fx.

Der folgede Satz iiber implizite Funktionen sagt nun, dass fiir eine stetig differenzierbare Funktion
F:RE x R — R™ die Gleichung F'(x,y) = 0 zumindest in einer Umgebung eines Punktes (a, b)
mit F(a,b) = 0 nach y auflésbar ist, wenn die lineare Approximation

F(z,y) = DF|(a4)(2,y) = Do F|ap)(x — a) + DyF|qp)(y —b) =0

nach y auflésbar ist, also wenn D, F|, ) invertierbar ist.
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6 Implizite Funktionen

6.2 Satz. Satz iiber implizite Funktionen

Sei G C R"™ = R” x R} offen und F' : G — R™ eine stetig partiell differenzierbare Funktion.
Sei (a,b) € G derart, dass F(a,b) = 0 ist und

o, O0R
oy1 OYm
DyFlap = = .+ [(ab)

OFm . OFm

83/1 Bym
invertierbar ist.
Dann existieren offene Umgebungen Yly -5 Ym
Ui C R™ von a und Us C R™ von b A
mit Uy x Uy C G und eine stetig U x Uy
partiell differenzierbare Funktion

bl (a,b)
90 b W Graph(g)

sodass fiir alle (z,y) € Uy x Us gilt: Uz

Flz,y)=0 < y=gx). a

%
/

Das Differential von g ist

-1 a T1y.-.,T
Dgly = — [DyFlw ()]  DaFlizg) - 0~ ! "
wobel or .. oR
ox1 Ozn
OFm .. OFm
(9331 8$n

6.3 Bemerkungen. (a) Die Formel fiir die Ableitung von g ergibt sich a posteriori (also wenn
man die Existenz einer stetig partiell differenzierbaren Funktion g mit F(z, g(z)) = 0 an-
nimmt) auch aus der Kettenregel.

(b) Wihrend die explizite Berechnung der Funktion g in konkreten Anwendungen meist nicht
moglich ist, so ldsst sich zumindest die Ableitung von g am Punkt a via

Dgla = — [DyFlian)] " DuFlan)

explizit berechnen. Das liefert immerhin g(z) = g(a)+ Dg|q(x —a)+o(||z —a||). Nimmt man
an, dass I’ sogar k-mal stetig partiell differenzierbar ist, so kann man zeigen, dass auch g
k-mal stetig partiell differenzierbar ist und eine explizite Berechnung des Taylorpolynoms
von g bei a bis zur Ordnung k ist moglich.

Beweis. von Satz[0.4 Wir zerlegen den Beweis in die folgenden drei Schritte:

(a) Wir werden zunéchst fiir U;, Uy klein genug mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes
zeigen, dass g : Uy — Uz mit F(z,g(x)) = 0 existiert und eindeutig bestimmt ist.

(b) Wiederum mit dem Banachschen Fixpunktsatz zeigen wir dann die Stetigkeit von g.

(c¢) Die stetige Differenzierbarkeit von g folgt schliellich aus der stetigen Differenzierbarkeit
von F.

Zu (a): Setze B := Dy F'|(, ) und betrachte die Funktion ® : G — R™ gegeben durch

®(z,y) =y — B 'F(x,y).
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Dann gilt

F(z,9)=0 & B 'F(z,y)=0
& y—B 'F(z,y) =y
& (z,y)=y.

Also ist F(z,y) = 0, genau dann wenn y ein Fixpunkt der Abbildung y — ®(x,y) ist.
Weil Dy®|p) = Em — BT'DyF|(qp) = Em — B™'B = 0 ist, ist [|[Dy®|(;,)|| < 3 in einer hin-
reichend kleinen Umgebung von (a, b), die wiederum das Produkt zweier abgeschlossener Kugeln
By, (a) X By,(b) enthilt. Der Schrankensatz impliziert dann, dass fiir (x,y) und (z,y’) in dieser
Umgebung

12(z,y) — (2, )l < 5lly — ¥/

gilt. Daraus folgt, dass

®(x,-) : Bpy(b) = By, (b)
fiir jedes feste = in einer geeigneten Kugel B,,(a) C B, (a) eine Kontraktion ist: fiir y € B, (b)
ist
1®(@, )l < 1@(z,y) — (2,0)]| + (2, 0)]| < 5llyll + 572 <72,
wenn man B, (a) so klein wihlt, dass ®(x,b) < ro/2 ist fiir x € B,,(a). Letzteres ist wegen
®(a,b) = 0 und der Stetigkeit von ® immer méglich. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat

®(z,-) genau einen Fixpunkt, den wir g(z) nennen. Also gibt es zu jedem x € B,, genau ein
y = g(x) € B,,, sodass F(z,y) = 0 ist. Insbesondere ist g(a) = b.
)

Zu (b): Man betrachtet die gleiche Abbildung wie in (a), nur fiir alle z € B,., gleichzeitig. Sei
A:={h € C(B,,,R™)|Bild(h) C B;,,h(a) = b}.

Es ist A eine abgeschlossene Teilmenge des Banachraums C'(R™, R™) mit der | - [[so-Norm. Die
Abbildung ¥ : A — A
U(h)(z) = B(z,h(z))

ist dann wieder eine Kontraktion, denn

1€ (h) = T(R)]loe = sup || ®(z, h(z)) — @(z,h ()| < sup 3[[A(z) — B (@)l = 517 — 1o -

xGBT3 zGBT3

Der Fixpunkt von ¥ ist

VU(h)=h < ®(x,h(x))=h(x) Vz € By,
< F(x,h(x)=0 Vz € By,
< h(z) =g(x) Va € B, .

Also ist g € A und somit stetig.
Zu (c): Da F stetig differenzierbar ist, gilt mit dem Mittelwertsatz fiir alle x, 2o € By,

0 = F(z,g9(x)) — F(xo,9(0)) = F(,9(x)) — F(zo,9(x)) + F(zo, 9(x)) — F(zo, 9(z0))
1 1
= ( /O Do Fl(wo-+1(z—0) g(2)) dt) (@ — o) + ( /0 Dy F o, 9(w0) +4(9(2)~9(z0)) dt) (9(x) = g(x0))
=1 Az, o) (z — z0) + B(z,z0) (9(x) — g(20)) ,
wobei A : B, X By, — L(R",R™) und B : B,, X B, — L(R™,R™) stetige Abbildungen sind.

(Beachte hierzu, dass die Integranden nach Voraussetzung stetige Funktionen auf dem Kom-
paktum B,, X B, x [0,1] sind und somit gleichmiiBig stetig. Satz 8.35 aus Analysis 1 zur
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6 Implizite Funktionen

Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral impliziert daher die Stetigkeit von A und B.)
Nun ist B(a,b) = DyF|qyp nach Annahme invertierbar also det(B(a,b)) = d # 0. Da auch
det: L(R™,R™) — R stetig ist, gibt es eine Umgebung B,, x B,, C R™ x R" von (a,b) auf der
|det(B)| > |d|/2 ist, auf der also B invertierbar und B~! beschrinkt bleibt.

Fir x, zg € By, gilt somit
9(x) — g(z0) = —B(x,0) " Az, 20) - (T — 20) -
Aufgrund der Stetigkeit von A und B gilt

lim B_l(x,xo)A(x,:rO) = B_l(:co, x0)A(zo, x0) = DyF](_xt’g( D F\ (20,9(x0)) »

T—rT0

also

Dglz, = —DyFl, Dy F(24,9(x0)) »

was schliefflich die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen von g zeigt. O

(%0,9(0))

6.4 Beispiel. Sei G C R"™ offen und f : G — R stetig differenzierbar. Wir betrachten die
Niveaufldche

Ne={z € G| f(z)=c}

zu ¢ € R von f. Ist nun a € N, ein regulidrer Punkt von f, also Vf(a) # 0, so lisst sich N, bei a
lokal als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion g in n — 1 Verdnderlichen darstellen. Denn
sei z.B. ( ) #0und T = (z1,...,2p—1) und y = z,,. Dann ist

re€N., < f(z,y—c=0
F(z,y)
und
OF af

8—y((z,an) = 9. ——(a,an) #0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktio-
nen existiert eine Umgebung U x U, Az,
von a und eine C'! Funktion g : U — U,
mit F(Z,y) =0 < ¢(Z) = y. Somit ist

N.N (U x Uy,) = Graph(g) N (U x Uy,). |
n

An den kritischen Punkten von f, also &

dort wo V f = 0 ist, gilt das nicht: z.B.

ist bei strikten lokalen Extrema N, ein

einzelner Punkt und bei einem Sattel-

punkt hat N, eine Selbstdurchschnei-
dung.

<+ striktes Extremum

Sattelpunkt — @ @
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Wir kommen nun zu der Frage nach der lokalen Umkehrbarkeit einer stetig differenzierbaren
Funktion f : R™ D G — D C R”. Insbesondere ist es oft wichtig zu wissen, z.B. bei Koordinaten-
transformationen, dass auch g = f~! : D — G wieder stetig differenzierbar ist.

6.5 Definition. Diffeomorphismus

Seien G, D C R™ offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung f : G — D heifit Diffeomorphis-
mus, wenn [ bijektiv und f~!': D — G stetig differenzierbar ist.

6.6 Bemerkung. Ist f : G — D ein Diffeomorphismus, so ist fiir jedes z € G die Ableitung
Df|, invertierbar und mit g = f~! gilt (Df],)"! = Dglf(z)-

Beweis. Wegen g o f = id liefert die Kettenregel

E:D(id)|x:D(gof)|x:Dg|f(a:)Df’x- [

6.7 Bemerkung. Nicht jede stetig differenzierbare Bijektion hat auch eine stetig differenzierbare
Inverse. Beispielsweise ist f : R — R, & — 23, bijektiv und stetig differenzierbar, die Umkehr-
abbildung g : R — R, y — {/y ist aber im Nullpunkt nicht differenzierbar. Beachte, dass die
nach Bemerkung notwendige Bedingung f’ # 0 fiir z = 0 nicht erfiillt ist, und somit f kein
Diffeomorphismus sein kann. o

6.8 Satz. Satz iiber die Umkehrabbildung

Sei G C R" offen und f : G — R eine stetig differenzierbare Funktion. Ist nun a € G so, dass
Dfl, € M(n x n,R) invertierbar ist (also a ein reguldrer Punkte von f), so existiert eine offene
Umgebung U C G von a so, dass f|y : U — V mit V = f(U) ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei b:= f(a). Man mochte die Gleichung y = f(z) in einer Umgebung von (x,y) = (a, b)
nach x auflésen, also z = ¢(y) schreiben (beachte, dass die Rollen von z und y gegeniiber der
Notation im Satz {iber implizite Funktionen hier vertauscht sind!). Dazu betrachtet man die
Abbildung

F:GxR"—=R"
F(z,y) =y — f(x).

Es ist
Dy Flapy = —Dfla

nach Voraussetzung invertierbar. Deshalb liefert der Satz {iber implizite Funktionen Umgebungen
U; C G von a und U; C R™ von b und ein stetig differenzierbares g : Uy — Us so, dass fiir alle
(ZC,y) € Uy x Uy gilt

Fz,y) =0 < z=yg(y).
Setzt man noch U := g(Uy), so gilt fiir alle (z,y) € U x Uy

flx)=y & Flz,y) =0 & 2 =g(y).

Also ist f|y : U — Uy bijektiv, g = f~! und g stetig differenzierbar und somit f|¢; ein Diffeomor-
phismus. O

99



6 Implizite Funktionen

6.9 Beispiel. Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten des R® sind gegeben durch
f:(0,00) x RxR =R, (r,0,¢)— (rsinfcosp,rsinfsing,rcosh).
Eingeschrénkt auf
G = (0,00) x (0,m) X (—m,m)
ist f injektiv und fiir die Funktionaldeterminante det(Df) : G — R gilt

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
det(Dfl(r9,0)) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosp |= r?sinf # 0
cos 6 —rsind 0

fiir alle (1,60, ) € G. Deshalb ist f ein lokaler Diffeomorphismus. Da f injektiv ist, ist es aber
auch global ein Diffeomorphismus auf sein Bild D := f(G) C R3. o

Haufig sucht man Extrema von Funktionen f : R™ D G — R unter einer Nebenbedingung, die
man durch h(z) = 0 fiir eine geeignete Funktion A : G — R beschreiben kann. Beispielsweise
sucht man das Maximum einer Funktion f : R> — R auf der Einheitskreislinie in R?, also unter
der Nebenbedingung h(x) = ||z|| — 1 = 0.

6.10 Definition. Extrema unter Nebenbedingungen

Sei G C R" offen und seien f,h : G — R stetig differenzierbar. Sei M = {x € G|h(xz) = 0}
und @ € M. Man sagt, f habe bei a ein lokales Maximum (bzw. Minimum) unter der
Nebenbedingung h = 0, wenn es eine offene Umgebung U C G von a gibt, sodass gilt

f(z) < f(a) (bzw. f(z) > f(a)) fiir alle x e UN M .

Der Satz iiber implizite Funktionen liefert ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen lokaler
Extrema unter Nebenbedingungen.
6.11 Satz. Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen

Seien G C R"™ offen, f,h: G — R stetig differenzierbar und a € M = {x € G| h(z) = 0}. Es habe
f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung A = 0 in a und es sei Vh(a) # 0 (also a ein
reguldrer Punkt von h). Dann gibt es ein A € R mit

Vf(a) = AVh(a).

6.12 Bemerkung. Geometrische Bedeutung

Der Gradient von h in a steht senkrecht auf der
Niveaufliche M von h. Damit f auf M ein lo-
kales Extremum hat, miissen nur die Richtungs-
ableitungen (v, Vf(a)) von f tangential an M
verschwinden, also

Hohenlinien von f
gradf || grad h

(v, Vf(a)) =0 falls (v, Vh(a)) =0,

d.h. der Gradient von f muss auf M senkrecht

stehen. Da M Kodimension 1 hat, folgt daraus
M =A{z|h(z) = 0}

Vi(a) I Vh(a).

Man beachte, dass Satz das Analogon zu Proposition fiir den Fall ohne Nebenbedin-
gungen ist. Es ist V f(a) = A Vh(a) eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir das
Vorliegen eines lokalen Extremums unter der Nebenbedingung h = 0.
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Beweis. von Satz . Da Vh(a) # 0 ist, ist wenigstens eine partielle Ableitung von h in a
von Null verschieden, sagen wir %(a) # 0. Sei a := (ay,...,an,—1). Der Satz iiber implizite
Funktionen liefert dann Umgebungen V C R"~! von @ und I C R von a,, mit V x I C G und ein
stetig differenzierbares g : V' — I, so dass fur alle (z,x,) € V x I gilt

hz,z,) =0 <& 1z, =g().

Hat nun f : G — R ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung A = 0 in a € M, so hat
f(z,9(x)) =: fop(Z) ein lokales Extremum in a (ohne Nebenbedingung). Hierbei ist ¢ : V' —
M C R", & — ¢(z) = (Z,9(7)), und man nennt ¢ eine lokale Parametrisierung von M. Es gilt
gemifl Proposition also

V(feoyp)(a)=0.
Firi=1,...,n — 1 ergibt die Kettenregel

Jg

7

0= 2ee) Zaf )52 @) = if(0) + 0u (0)5

(@) (%)

Andererseits gilt wegen (h o ¢)(z) = 0 fiir alle z € V, dass

d(h o) ag ,_
0= oz, (@) = O;h(a) + Onh(a) oz, (a),
also wegen @ “(a) #0
g oh , \"' oh
@ (@) @ )
Setzen wir nun of
A= 887;(@) eR,
E(a)
so folgt zunéchst fiir i = n
of oh
. (@) = A5 ()
aber dann auch fir i = 1,...,n — 1, wenn man (*x) in (*) einsetzt, dass
of Oh
oz, =25 (@)
also Vf(a) = AVh(a). O

6.13 Beispiel. Sei f : R2 = R, (z,y) — y* — 22 wnd K = {(2,y) € R?|2? + 4% < 1} die
abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius 1. Da f stetig ist und K kompakt, nimmt f auf K ihr
Supremum ¢ = sup(, e i f (@, y) an. Wir wollen ¢ und die Stellen (z,y) € K wo f den Wert c
annimmt, berechnen. Dazu suchen wir zunéchst lokale Extrema im Inneren und auf dem Rand.

(i) Innere Punkte: Da Vf(z,y) = (—2x,2y) # (0,0) fir (z,y) # (0,0) und

Hess f(0,0) = < _02 g >

indefinit ist, hat f in K = {(x,y) € R?|22 4+ ¢? < 1} kein lokales Extremum. Die Extrema
von f miissen also auf dem Rand

M = {(z,y) 2" +y* =1}

liegen.
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6 Implizite Funktionen

(ii) Randpunkte: Betrachte die Nebenbedingung h = 0 fiir
h:R* =R, (z,y)—2°4+13°—1.

Ein Maximum von f auf einem Randpunkt ¢ € M ist insbesondere auch ein Maximum
von f unter der Nebenbedingung h = 0. Es muss also gelten, dass

Vf(a) = AVh(a)

fiir ein A € R. Beachte, dass Vh(z,y) = (2z,2y) # 0 fir (z,y) € M. Wir erhalten somit die

Gleichungen
(I.) -2z = A2z)
(IL.) 2y = A2y)
(IIL) 2?2+4y? = 1

Ist nun x # 0, so folgt aus I., dass A = —1 und dann aus II. und III., dass y = 0 und x = £1. Ist
dagegen y # 0, so folgt x = 0 und y = +1. Man erhiilt also die vier Kandidaten

a € {(1,0),(0,1),(~1,0),(0,~1)}.

Da f(£1,0) = —1 und f(0,4+1) = +1 ist, gilt ¢ = +1 und das Supremum wird genau in den
Punkten (0,1) und (0,—1) angenommen. o

6.14 Bemerkung. Konkret findet man also alle Kandidaten fiir lokale Extrema einer Funktion f
auf dem R™ unter der Nebenbedingung h = 0, indem man die Loésungen der n 4+ 1 Gleichungen

0if(x) + ANojh(z) =0, i=1,...,n, und h(z)=0
in den n 4+ 1 Unbekannten x = (z1,...,2,) und A bestimmt. Die Zahl A nennt man auch den
Lagrangeschen Multiplikator. o

6.15 Beispiel. Wir geben nun einen alternativen Beweis fiir die Tatsache, dass jede symmetrische
Matrix mindestens einen reellen Eigenwert hat. Sei dazu A € M (n x n,R) symmetrisch und

fPR" =R, x— (z, Ax), sowie h:R" =R, zw (x,z)—1.

Die Fliiche {h = 0} ist die Einheitssphiire S"~! im R" und ist kompakt. Damit nimmt die stetige
Funktion f auf $" ! ihr Maximum und ihr Minimum an. Sei x¢ ein Punkt an dem f auf S"!
maximal wird. Dann gilt nach Satz dass

Vf(.CEQ) = 2Aa:0 = )\Vh(l’o) = )\2370
fiir ein A € R. Also ist A Eigenwert zum Eigenvektor xg. o

In Analogie zu Satz kann man mithilfe der zweiten Ableitung auch ein hinreichendes Krite-
rium fiir Extrema unter Nebenbedingungen zeigen.

6.16 Satz. Hinreichendes Kriterium

Es seien G C R” offen und f,h € C*(G,R). Am Punkt a € M = {x € G|h(z) = 0} sei die
notwendige Bedingung aus Satz erfiillt, also VAh(a) # 0 und es gibt ein A € R mit VF(a) =0
fiir F:= f + Ah.
(i) Ist (v,Hess F(a)v) > 0 fiir alle v € R™ \ {0} mit (v, Vh(a)) =0, so hat f bei a ein striktes
lokales Minimum unter der Nebenbedingung h = 0.
(ii) Ist (v,Hess F'(a)v) < 0 fiir alle v € R™ \ {0} mit (v, Vh(a)) =0, so hat f bei a ein striktes
lokales Maximum unter der Nebenbedingung h = 0.
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(iii) Gibteswv,v’ € R" mit (v, Vh(a)) = (v',Vh(a)) =0, (v,Hess F(a)v) < 0und (v', Hess F(a)v') >
0, so hat f bei a kein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0.
Es gilt also Satz entsprechend, wenn man die Definitheit von HessF'(a) eingeschriankt auf
den Tangentialraum an M im Punkt a fordert, denn die Vektoren v € R™ mit (v, Vh(a)) = 0 sind
ja gerade tangential an M im Punkt a.
Achtung: Die zunéchst naheliegende Bedingung
(i)’ (v,Hess f(a)v) > 0 fiir alle v € R™ mit (v, Vh(a)) =0

ist nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines Minimums.

Beweis. Da a ein reguldrer Punkt von h ist, kénnen wir wie im Beweis von Satz auflésen
und setzen f(Z,g(Z)) =: (f o ¢)(Z). Dann ist h o ¢ = 0 und somit

~O(hoy), . P(hoyp)
0= 8$Z (x) N 8:1;]8@ (.%'),
was wiederum sofort
A(f o) I(F o) P(fop) O (Fop)

aafz‘ (.7}): 8331 (.%') und 890]63:1 (x - 837](91'1

impliziert. Wir zeigen nun (i), indem wir mithilfe des hinreichenden Kriteriums ohne Nebenbe-
dingung (Satz[5.13) nachweisen, dass f o in @ ein lokales Minimum hat. Dann hat f offenbar ein
lokales Minimum in @ unter der Nebenbedingung h = 0. Fiir (ii) und (iii) verfihrt man analog.

Zunéchst gilt firi=1,...n—1

O(fowp) .y _ 0 oyp)

L dp

(@) = (VF(a), 52 (@) =0.

Weiterhin ist fiir ¢, =1,...n—1

P(fop) .  P(Foyp), . S e\
W(@) = W(G)—aj ;(@FO@) O (a)
RSYAS D4 001 o0\
- 3 (S 0 e Lo )
=1 \k=1
= DY Okt o) S
8131' (9l’j
(=1 k=1

= (DSO|’£ HeSSF(a) D30|fl)]z )

wobei wir in der dritten Gleichheit (VF o ¢)(a) = VF(a) = 0 verwendet haben (An dieser Stelle
ist es wichtig, dass wir F statt f betrachten!). Nun gilt fiir jeden Vektor v € R"~!, dass

0= D(ho)|agv = Dhl,Dy|zv = (Vh(a), Dy|z0)
und somit folgt die positive Definitheit von Hess(f o ¢)(a) aus (i),
(5, Hess(f o p)(a) ) = (0, Dp|X HessF(a) Dp|a ) = (Dg|a 0, HessF (a) Dgla 7) > 0. O

6.17 Bemerkung. Mehrere Nebenbedingungen

Liegen mehrere Nebenbedingungen hyq, ..., h; vor, sucht man also ein Extremum von f auf der
(n — k)-dimensionalen “Fliache”

{hi =0}N---N{hy =0},

63



6 Implizite Funktionen

so ergibt sich die notwendige Bedingung, dass Richtungsableitungen (v, V f(a)) von f die tangen-
tial an alle Hyperflichen M; := {h; = 0} liegen, verschwinden. Also muss gelten

(v, Vhj(a)) =0 Vj=1,....k = (v,Vf(a))=0.

Falls @ ein regulidrer Punkt fiir die vektorwertige Funktion h : R* — R* h = (h1,...,hg), ist,
die Menge {Vhi(a),...,Vhi(a)} also linear unabhéingig ist (man spricht auch von unabhéngigen
Nebenbedingungen), so ergibt sich als notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums
von f |m§:1 i, somit, dass

Vf(a) € Bild(Dh|,) = span{Vhi(a),...,Vhi(a)}. (%)

Es ist (%) wieder dquivalent zu
V(f+X-h)=0,

wobei der Lagrange-Multiplikator A nun ein Vektor im R* ist. Auch das hinreichende Kriterium
gilt entsprechend mit F' = f + X - h. o
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7 Differentialrechnung in Banachraumen

Fast alle Resultate der vorhergehenden Kapitel gelten im Wesentlichen unveréndert, wenn man
den R™ durch einen beliebigen Banachraum, also einen vollsténdigen normierten Raum (X, || -])),
ersetzt. Wir werden das aus Zeitmangel nicht im Detail ausfithren kénnen, besprechen aber in
diesem kurzen Kapitel die grundlegende Definition und eine Beispielanwendung.

7.1 Definition. Fréchet Ableitung

Seien X und Y Banachriume und G C X offen. Eine Abbildung f : G — Y heifit differenzierbar
im Punkt z in G, wenn es eine stetige lineare Abbildung A : X — Y gibt so, dass

f(x+h) = f(z)+ Ah+o(||h]])

fiir b in einer hinreichend kleinen Umgebung der Null.

Wie im endlichdimensionale Fall ist A eindeutig bestimmt und heifit Fréchet Ableitung von f
bei z bezeichnet mit D f|,. o

7.2 Bemerkung. (a) Ein wichtiger Punkt in obiger Definition ist, dass die Stetigkeit von A
gefordert wird. In unendlichdimensionalen normierten Réumen impliziert die Linearitét
einer Abbildung namlich nicht ihre Stetigkeit.

(b) Wieder impliziert die Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Punkt die Stetigkeit der
Funktion in diesem Punkt, vgl. Satz

(c) Der Mittelwertsatz, der Satz iiber implizite Funktionen, der Satz iiber die Umkehrabbildung
und die Aussagen iiber lokale Extrema mit und ohne Nebenbedingungen gelten analog auch
fiir differenzierbare Funktionen auf Banachrdumen.

7.3 Beispiel. Euler-Lagrange-Gleichungen in der klassischen Mechanik

Ohne Beweis stellen wir zunéchst fest, dass der Raum der zweimal stetig differenzierbaren Pfade
X :={z:[0,T] — R" |z ist zweimal stetig diffferenzierbar} mit der Norm

2] x = [|z]loc + [#]loc + |E]loo == sup [lz(t)[rn + sup [|&(¢)|rr + sup [|E(¢)]|rn
te[0,7) te[0,T] te(0,7)

ein Banachraum ist, wobei die Punkte wie in der Physik iiblich Zeitableitungen, also Ableitungen
nach t, darstellen.

Man ordnet nun jedem Weg z € X eine sogenannte Wirkung zu, d.h. man definiert
T
S: X =R, x— S(x) ::/ L(z(t),(t))dt,
0

wobei L : R" x R" — R, (¢,v) — L(q,v) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die
sogenannte Lagrangefunktion, ist. Fiir ein nichtrelativistisches Teilchen mit Masse m > 0 in
einem differenzierbaren Potential V' : R™ — R ist beispielsweise

L(g,v) := gmlfv[§n — V(q). (7.1)
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7 Differentialrechnung in Banachrdumen

Wir bestimmen zunéichst die Ableitung D.S von S. Dazu stellen wir fest, dass fiir h € X

Sz +h) = /t L(x(t) +R(t), (1) + h(t)) dt
OT .
- A (LG(t), #(8)) + { DaLl ey sy h(E) + DoLl ey oy h(6) ) dt

+O(|[al%) -
Partielle Integration im zweiten Summanden liefert
T
S(@+h) - S(x) = A (DaLlary 20y P + Do Lliagey oy h(1)) dt + O(R%)
= DuoL|@)i(ry) M(T) — Dol )h(O)

+ /0 {DgL(z(e),5(0)) — (%D0L|(x(t),d:(t)))} h(t)dt + O(||r[%) ,
wobei O(||h||%) bedeutet, dass der Restterm betragsméfiig durch eine von h unabhiingige Kon-
stante mal ||h]|% beschrinkt ist. Die Ableitung DS|, : X — R,

DS|zh = DoL|(zr),i(r)) MT) = Do L(2(0),i(0)) 7(0)

T
+ /0 {DyL| @@ — (DLl w),a) } h(E) dt

existiert also an jedem Punkt x € X als stetige lineare Abbildung von X nach R.

Die physikalisch realisierbaren Trajektorien £ bekommt man nun als kritische Punkte der Wirkung
bei festgehaltenen Endpunkten z(0) = z¢ und z(7T") = 1. Wir fordern also DS|,h = 0 fiir alle
h € X mit h(0) = h(T) = 0, was auf die Euler-Lagrange-Gleichung

DyLl o)1) — Do Ll (a( =0
fiihrt.
Im letzten Schritt hitten wir auch unter den jeweils n Nebenbedingungen
Hy(x) =2(0) —29g=0 und Hi(x)=x(T)—21=0
minimieren kénnen. Wegen
DHy|zh = h(0) und DH,|zh = h(T)
folgt dann aus

<DS|1*)\UDH0’56*)\1DH1‘x)h = (D L‘ m(T))*Al) h( ) (D L| )+)\0) h( )

+ /0 {DoLl(et) 2ty — (%DvL!(mm(t»)} h(t)dt

!

dass Ao = —DyL|(z(0),3(0)) und Ay = D L](I #(7)), sowie wiederum die Euler-Lagrange Glei-
chung
d
DyLla(t) ) = arPoLla() 2y = 0-

Fiir die spezielle Lagrangefunktion ([7.1]) lautet diese Differentialgleichung schlie8lich
—VV(z(t)) —mz(t) =0
oder umgestellt
mi(t) = -VV(x(t)).
Dies ist die Newtonsche Differentialgleichung “Masse mal Beschleuningung = Kraft”, wobei die
auf den Korper ausgeiibte Kraft durch den negativen Gradienten des Potentials gegeben ist.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen fiir Funktionen, die sowohl die Funktion selbst als auch
Ableitungen der Funktion beinhalten. Beispielsweise ist fiir f : R — R die Gleichung

f'=f (8.1)

eine Differentialgleichung. Hier ist gemeint, dass f’ und f als Funktionen gleich sind, also f’(x) =
f(z) fiir alle z € R gilt. Jede Funktion f € C'(R), die die Gleichung erfiillt, heift dann
Losung der Differentialgleichung. Eine Losung von ist die Exponentialfunktion, f(x) = e*.
Gibt es noch andere Losungen?

Ein weiteres Beispiel ist die Differentialgleichung
9 _
ot

die sogenannte Wirmeleitungsgleichung. Dies ist eine Gleichung fiir Funktionen ¢ : R x R™ — R,

(t,x) = g(t, z).

Aqg, (8.2)

Differentialgleichungen fiir Funktionen die nur von einer reellen Variable abhingen nennt man
gewdhnliche Differentialgleichungen (beispielsweise )7 wéahrend Differentialgleichungen
fiir Funktionen auf dem R™ partielle Differentialgleichungen heiflen (beispielsweise )
Wir beschéiftigen uns in dieser Vorlesung nur mit gewodhnlichen Differentialgleichungen. Fiir diese
existiert eine sehr allgemeine und iibersichtliche Losungstheorie. Wie wir sehen werden kann man
eine sehr grofle Klasse von gewthnlichen Differentialgleichungen auf eine Standardform bringen,
die eine natiirliche geometrische bzw. dynamische Interpretation erlaubt.

8.1 Definition. Autonome Differentialgleichung erster Ordnung

Sei G C R" offen, v : G — R" ein stetiges Vektorfeld und I C R ein offenes Intervall. Eine
differenzierbare Kurve v : I — G heifit Losung der autonomen Differentialgleichung erster
Ordnung

v =wv(y), (oder dquivalent ' =wvo~) (8.3)

falls fiir alle ¢ € I gilt, dass

V() =v(v(1)).
Falls 0 € I ist, so heifit v eine Losung zum Anfangswert z( € G falls v(0) = xg ist.
In Komponenten lautet

73(75) = Ul(’)/l(t),“',’}/n(t))

’Y;L(t) = vn(’Yl(t)v"w'Yn(t))a

weshalb man auch von einem System autonomer gewdhnlicher Differentialgleichungen
fiir die n Funktionen 1, ...,7, : R — R spricht. o

8.2 Bemerkung. Zur Terminologie: Wie schon zuvor erklért bedeutet “gewohnlich” hier, dass
nur Ableitungen beziiglich einer reellen Variable auftauchen. “Erste Ordnung” bedeutet, dass nur
die erste Ableitung von v eingeht. “Autonom” bezeichnet schliellich die Eigenschaft, dass das

67



8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Vektorfeld v nicht explizit von der Zeit ¢ abhéingt. In der Physik wird oft die Notation 7 statt
fiir die Ableitung iibernommen, wo der Punkt iiblicherweise eine Zeitableitung symbolisiert. Man
hat also die Vorstellung, dass sich der Punkt v(¢) € G C R™ mit der Geschwindigkeit 4(t¢) entlang
der Kurve v “bewegt”, wobei er zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Anfangswert zy = 7(0) startet. Die
Differentialgleichung gibt dann also vor, dass eine Losung am “Ort” x € G die “Geschwindigkeit”
v(z) haben muss. o

8.3 Bemerkung. Phasendiagramm

Man verdeutlicht sich das Vektorfeld v : G — R" oft durch das sogenannte Phasendiagramm,
wobei man im Phasenraum G sowohl das Vektorfeld v als auch einige Losungskurven « skizziert.

Sei beispielsweise v : R? — R2, (21, 22) — (—x2,21),
die zugehorige DGL also

/ -2
== ).

Die Losungskurven ~(t) sind iiberall tangential
an v und heiflen oft auch Integralkurven an
das Vektorfeld v. Beim Losen einer Differential-
gleichung spricht man manchmal vom ,, Integrie-
ren der Gleichung®.

Fiir dieses Beispiel findet man leicht explizit, dass v(t) := (rcos(t + @), rsin(t + ¢)) eine Losung
zum Anfangswert zg = (r cos @, rsin ) ist. o

8.4 Definition. Autonome Differentialgleichung m-ter Ordnung

Sei m € N. Eine autonome gewo6hnliche Differentialgleichung m-ter Ordnung auf einem
Gebiet D C R" ist gegeben durch eine stetige Funktion

fiDxR"x .- xR" - R"
(m—1)—mal
und die Gleichung
A = f (’y,’y', . ,’y(mfl)) . (8.4)

Unter einer Losung von ({8.4) versteht man eine m-mal stetig differenzierbare Kurve v : I — D,
I C R ein offenes Intervall, so dass fiir alle ¢t € I gilt

Y @) = £ (A A W), ID)

Falls 0 € I ist, so heifit v : I — D Losung zum Anfangswert (xo,y1,...,Yym—1) falls v(0) = xg
und 7 (0) = y; fir j =1,...,m — 1. o

8.5 Bemerkung. Reduktion auf ein System erster Ordnung

Man kann eine autonome DGL m-ter Ordnung auf einem Gebiet D C R",

V™ = 1,2, (8.5)
immer auf eine autonome DGL erster Ordnung auf dem Gebiet G := D x R*m—1 < Rnm
zuriickfithren. Man definiert dazu das Vektorfeld v : G — R™" durch

Y1

Y2
V(T Y1y ey Y1) = :
Ym—1
f(@yr o Yym—1)
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und betrachtet fiir a : I — G die Differentialgleichung erster Ordnung
o =v(a). (8.6)
Ist nun v : I — D, t — ~y(t) eine Losung von , so ist
a:1 =G, tealt):=0),yE),...,./" V),

Losung von .
Ist umgekehrt a: I — G, a(t) = (a1 (t), ...,y (t)) mit o;(t) € R™, Lésung von (B.6)), so ist

vl =D, t—A(t):=a(t),

Losung von ([8.5)). o

8.6 Definition. Autonome und nicht-autonome Systeme

Sei J C R ein offenes Intervall. Ein stetiges zeitabhingiges Vektorfeld v auf einem Gebiet
D C R" ist eine stetige Abbildung

v:JxD—=R" (tzx)—ov(t).
Man nennt dann die gewohnliche Differentialgleichung
v =t ) (8.7)

nicht-autonom, wenn v explizit von ¢ € J abhéingt. Ist v (wie bisher) unabhéngig von ¢, so heifit
v = v(v) autonom. Sei I C J ein Teilintervall. Eine stetig differenzierbare Kurve v : I — D
heifit L6sung von , wenn fiir alle ¢ € I gilt

V() = v(t, (1)

Fiir ty € I heiit v Losung zum Anfangswert xg = v(tg) zur Anfangszeit ¢. o

8.7 Bemerkung. Reduktion auf ein autonomes System

Man kann jedes nicht-autonome System v/ = f(¢,~) auf einem Gebiet D C R™ auf ein autonomes
System auf G :=.J x D C R""! wie folgt zuriickfiihren:
Sei

viG = RT u(sy) = (1,f(s,9)

und sei
a:I—G, t—at)=(a(t),al(t))

eine Losung von o/ = v(a) zum Anfangswert «(0) = (to,zo). Dann ist
’y:{tER|t—t06[}—>Rn, tr—>7(t)::oq(t—to)

eine Losung von v = f(t,v) zum Anfangswert xo zur Anfangszeit to: Es ist v(tg) = a1(0) = z¢
und es gilt
V'(t) = i (t —to) = flao(t —to) ,aa(t —to)) = f(t,7(2))-
=t

Hier haben wir verwendet, dass «q die Differentialgleichung
a6 =1

zum Anfangswert ag(0) = ¢ l6st, welche die eindeutige Losung ag(t) = to + ¢ hat. o
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.8 Bemerkung. (a) Im allgemeinen hat man keine Chance, ein System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen

/
v =v(y)
auf ein Gebiet G C R" bei Vorgabe von v : G — R" zu integrieren, d.h. Lésungen explizit

zu bestimmen. Man ist daher schon damit zufrieden, qualitative Aussagen iiber die Bahn
t — (t) zu bekommen, wie z.B. Antworten auf die Fragen:

(i) Existiert zu gegebenem Vektorfeld v und Anfangswert zp € G eine Losung und ist
diese eindeutig?

(ii) Konvergiert ¢ — ~(t) fiir t — oo gegen eine Gleichgewichtslage =, € G, also einen
Punkt mit v(z,) = 07
(iii) Ist ¢ — ~(t) periodisch, also v(t + T') = ~(¢) fiir ein 7" > 0 und alle ¢t € R?

Man nennt das Studium dieser Fragen die ,,Qualitative Theorie gew6hnlicher Differential-
gleichungen®.

(b) Hat man spezielle Informationen iiber v oder G, z.B. Symmetrieaussagen oder G C R so
kann man 7/ = v(7y) in manchen Fillen doch explizit integrieren.

8.9 Proposition. Integration eindimensionaler Differentialgleichungen

Seien G C R und J C R offene Intervalle und seien a : J — R und b : G — R stetige Funktionen.
Dann ist

v:JxG—=R, o(t,x)=a(t)b(x)

ein stetiges zeitabhéngiges Vektorfeld. Sei (tg,xo) € J x G mit v(tp,z9) # 0. Dann existieren
offene Umgebungen U; C J von tg und Uy C G von xg so, dass die implizite Gleichung

¢ T o1 !
F(t,x ::/asds—/ ——du =0
(t,x) \ (s) B
eine eindeutige stetig differenzierbare Losung v : Uy — Us hat, also F'(t,y(t)) = 0 gilt.

Es ist v eine Losungskurve von 7/ = v(¢,7) zum Anfangswert ¢ zur Anfangszeit tg.

Beweis. Es ist F' auf hinreichend kleinen Umgebungen von ¢y und xp wohldefiniert und stetig
differenzierbar. Da F'(tg,z0) = 0 und 0, F(t,2)|y,20) = b(iio) # 0, gibt es nach dem Satz iiber
implizite Funktionen Umgebungen U; und Us und eine stetige differenzierbare Funktion v : U} —
Us mit y(to) = xo, F(t,7(t)) =0 und

V() = =0:F(t, 7 ()T O F (t,7(t) = b(y(t)) alt) = v(t,1(1)). O

8.10 Bemerkung. Diese Aussage zeigt die Berechtigung der heuristischen Rechnung

v =v(y) = dr _ a(t)b(y) ) 1 dy=a(t)dt = /7 de = /t a(s)ds
dt b(ﬁ}/) o b(l’) to ‘
Den Schritt (%) nennt man oft Trennung der Variablen. o

8.11 Bemerkung. (a) Im Fall einer autonomen DGL erster Ordnung auf G C R und tp =0
erhiilt man geméfl Proposition [8.9] eine Lésung zum Anfangswert xg € G, indem man

71
(= [
2o V(W)

nach v auflost. Da die rechte Seite eine monotone Funktion von + ist, hat das Phasendia-
gramm einer solchen DGL folgende Form:
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In den Nullstellen von v ruht das Sy-
stem. Dazwischen lduft es monoton
von einer Nullstelle zur néchsten. G
Ist v an den Nullstellen differenzier-
bar, so werden die Gleichgewichtsla- To T
gen in endlicher Zeit nicht erreicht.
An den Réndern des Intervalls G
konnen die Losungen in endlicher
Zeit entweichen.

Ganz allgemein fithren die Punkte g € G an denen ein gegebenes Vektorfeld v : G — R"
verschwindet, also v(zg) = 0 gilt, zu besonders einfachen Losungen der Differentialgleichung
v =wv(y): Esist dann v : R — G, t — 7(t) = z0, eine globale Lésung von 7' = v(y). Man
nennt diese Punkte daher Gleichgewichtslagen oder stationére Punkte.

8.12 Beispiele. (a) Seic € Rund v: R — R, v(z) = cz ein lineares Vektorfeld. Die Losung

von 7/ = v() auf G = R zum Anfangswert x¢ > 0 fiir ¢ # 0 ist nach Proposition fiir
x > 0 gegeben durch Auflésen von

¢ 71 1 1
t:/ ds = —du:f(lny—lnxo):flnl
0 2o CU c c X
nach ~, also

In-L =ct = v(t) = zge vVteR.
7o

Diese Formel liefert auch fiir ¢ < 0 eine Losung und somit ist zu jedem Anfangswert g € R
die Funktion v : R — R, ¢t — (t) = e’ x¢ eine globale Lisung.

Seiv:R — R, v(x) = 1+ 22 quadratisch in x. Die Losungskurve ¢ — ~(t) zum Anfangswert
2o = 0 erhélt man durch Auflésen von

t o 1
t:/o ds:/o T du = arctan(vy)

nach ~, also
~(t) = tan(t) .

Somit ist das Existenzintervall der Losung 1(0) = (=% , %) und ¢ — v(t) lduft ,in endlicher
Zeit nach Unendlich®.

Sei v : R — R gegeben durch v(x) = \/m . Dann erreichen die Losungen zu Startwerten
x(0) < 0 in endlicher Zeit die Ruhelage z = 0. Dort kénnen Sie beliebig lange verweilen
und dann nach rechts wieder aus der Ruhelage herauslaufen. Die Lésungen sind also nicht
eindeutig. (vgl. Ubungen).

Wir erinnern zunéchst an die allgemeine Definition von Lipschitz-Stetigkeit.

8.13 Definition. Lipschitz-Stetigkeit

Seien X, Z metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Z heifit Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L € [0, 00), falls fiir alle z,y € X gilt, dass

dz(f(z), f(y)) < Ldx(z,y).

Fiir zeitabhéngige Vektorfelder werden wir im Folgenden nur eine lokale Lipschitz-Bedingung in
der zweiten Variablen fordern.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.14 Definition. Lipschitz-Bedingung an Vektorfelder
Sei U CR xR™ und v : U — R stetig.

(a) Wir sagen, dass v einer Lipschitz-Bedingung geniigt, wenn es ein L > 0 gibt, so dass
fir alle (¢, z), (t,y) € U gilt

[o(t,2) — vt y)|| < Lz -yl

Es heifit dann L eine Lipschitz-Konstante fiir v.

(b) Wir sagen, dass v einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt, wenn jedes (¢, z) € U eine
Umgebung V' C U besitzt, so dass v|y einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

8.15 Proposition. Differenzierbar = lokal Lipschitz

Sei U C R xR" offen und v : U — R", (t,z) — v(t, z) stetig. Falls alle partiellen Ableitungen von
Oz,;v beziiglich der Variablen z = (z1,...,z,) existieren und auf U stetige Funktionen definieren,
so geniigt v einer lokalen Lipschitz-Bedingung.

Beweis. Ubungsaufgabe (Satz und Schrankensatz). O

8.16 Proposition. Sei U C R x R" offen und v : U — R" geniige einer lokalen Lipschitz-
Bedingung. Fiir jedes Kompaktum K C U geniigt v|x dann einer Lipschitz-Bedingung.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Wir formulieren nun den fiir die Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen zentralen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelof.

8.17 Theorem. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f

Sei U C R x R™ ein Gebiet und v : U — R” sei stetig und geniige einer lokalen Lipschitz-
Bedingung.

Lokale Existenz: Zu jedem Anfangswert (tg,z9) € U existieren ein 6 > 0 und eine stetig
differenzierbare Kurve v : (tg — 0,9 + 0) — R™, die Losung von v = v(t,y) zum Anfangswert
(to, xo) ist, also

v (t) = v(t,y(t)) fiiralle te€ (tg—0,tp+0) und v(to) = xo (8.8)

erfiillt.
Eindeutigkeit: Ist J C R ein Intervall mit typ € J und 4 : J — R”™ ebenfalls Losung von (8.8)),
so gilt

F(t) =y(t) fir alle t € (tg — d,t0+0) N J.

Beweis. Die Grundidee des Beweises ist die Folgende: Erfillt v : (tg — d,tg + 0) — R™ die Glei-
chungen ({8.8), so folgt durch Integration und den Hauptsatz

v@—ﬁ@zlv@mzlv@wmm,

=2x0

also

ww:m+/v@wmw. (8.9)

to
Jede Losung von ({8.8)) ist also Fixpunkt der Abbildung ®, die jeder Funktion ¢ die Funktion @[]
zuordnet, gegeben durch

t
¢M@=m+/v@ﬂm@.

to
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Ist umgekehrt v Fixpunkt von ® und stetig, so liefert Differentiation von , dass v (8.8) erfiillt.

Man muss nun lediglich den Funktionenraum auf dem & operiert so definieren, dass er ein Ba-
nachraum stetiger Funktionen ist und ® eine Kontraktion darauf. Dann liefert der Banachsche
Fixpunktsatz das Resultat.

Nun zu den Details. Da U offen ist, existieren dp,r > 0 so, dass K1 x Ko C U fir Ky :=
[to — do, to + 0] und Ko := B,(10). Da K; x Ko kompakt und v|x, xk, : K1 x Ko — R" stetig ist,
existiert ein M € R so, dass fiir alle (¢,z) € K1 x Ko gilt ||v(t,x)|| < M. Nach Proposition
geniigt v|x, x K, einer Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante L.

Setze nun & := min {7, 77, 6} und sei 0 < 6 < & beliebig und I := [tg — 0, tg +6]. Wir betrachten
den Vektorraum
X ={¢: I — R"|pist stetig} = C(I, R")

mit der Supremumsnorm
[elloo = supser [lo(®)]]-

Es ist dann (X, || - ||s) ein Banachraum und die Teilmenge
A={peX|p(to) =20 und p(I) C K2} C X
ist abgeschlossen. Fiir ¢ € A sei nun ®[p] : I — R" gegeben durch
t
D[p](t) := xo —I—/ v(s,¢(s))ds.
to

Es ist dann ®[p] wieder in A, denn ®[p] ist stetig (sogar stetig differenzierbar), ®[p](to) = xo
und ®[p](t) € Ky fiir alle t € I. Letzteres folgt aus

t

t
~ r
1ol — ol = | [ vts.pte) as] < [ o eupto) las < 5ar < a1 =
to to ——
eK1xKso
<M

Damit ist ® eine Abbildung von A nach A, ® : A — A. SchlieBlich ist ® eine Kontraktion mit
Kontraktionskonstante 0 < 6 < 1, § := § L. Denn fiir alle @, € A gilt

[@[e] = @[P]lloc = sup

[ (o650 ~ ot 6 as| < sup [ ot ) ~ vt vt s

tel ||Jto tel Jtg
t ~
< sup / Lllp(s) — $(s)]| ds < L [lo — Plloo = Ol — Pllso
S to

mit @ = 6L < 1, weil § < § < L ist.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also genau ein ¢ € A mit ®[p] = ¢.

Setze nun 7 : (to — 6,0 +0) — R", y(t) = p(t), wobei fiir t € (to — 6,29 + ) erst ein é mit
|t —to] < 0 < 0 gewdhlt sei und ¢ dann der eindeutige Fixpunkt von ® = ®; sei. Da jeder
Fixpunkt von ®; auch Fixpunkt von ®; mit d; < ) ist, hiangt diese Definition nicht von der
Wahl von é ab. Es folgt, dass v stetig ist und fiir alle ¢ € (to — d,to + ) gilt:

~(t) = xo —|—/ v(s,7(s))ds.

to

Also ist v sogar stetig differenzierbar mit

V() =o(t,y(t)) und ~(to) = o,
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

d.h. ist v Losung von ({8.8]).

Die Eindeutigkeitsaussage folgt nun leicht: Es 16st 4 die Gleichung ({8.8]) also auch . Daher
16sen sowohl (4, —5,49+5)ns als auch |y, _s544+5)ns Gleichung . Nun ist aber ¢ auch fiir jedes
kompakte Intervall I C (tg — 0,t9 + d) N J mit ¢ty € I auf

A= {p € O(I,R") | p(to) = xo und ¢(I) C K>}
eine Kontraktion und somit ihr Fixpunkt eindeutig, also v|y—st,+5)n7 = l(to—s,t0+5)nJ- O

8.18 Bemerkung. (a) Man beachte, dass der Existenzsatz nur die Existenz einer Losung von
v =wv(s,7), ¥(to) = xo ,fiir kurze Zeiten* liefert, v : (to — 9, to+ ) — G. Man spricht daher
von lokaler- bzw. Kurzzeitexistenz.

(b) Der Beweis gibt auch eine untere Schranke fiir die “Lebensdauer” der Losung v, ndmlich

1 T‘(to,l‘o)
L(to, o) M(tg,zo)

d(to, z0) = min{ 5 50(75071'0)} )
wobei o (to, zo) und 7 (to, z¢) so gewithlt sind, dass K := [ty — &g, to + do] X Br(x) C U ist
und M (to,x9) > 0 eine Schranke fiir die ,,Geschwindigkeit® ||v|| auf K und L(to,xo) > 0
eine Lipschitzkonstante (z.B. eine Schranke an ||D ||, falls v stetig differenzierbar bzgl. x
ist) auf K ist.

(¢) Fiir autonome Systeme kann man den Zeitnullpunkt einer Losung beliebig verschieben: Ist
v : I = R" eine Losung von v = v(y) zum Anfangswert xyp = 7(0) und 7 € I, so ist
A:I—7—=R" A(t) :=v(t + 7) Losung von v = v(y) zum Anfangswert Zo = 5(0) = (1),
wobei [ — 7 := {t € R|t+ 7 € I}. Das folgt sofort aus

d _ -
/O =7"(+7) =v(y(t+7)) = v(3(1)).

Der einfacheren Notation halber betrachten wir im Folgenden nur den Fall U = J x G, wobei
J C R ein offenes Intervall und G C R™ ein Gebiet ist.

8.19 Definition. Maximale Lésung

Sei v : J x G — R” stetig und geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Eine Losung v: I — G,
I C J ein offenes Intervall, von v/ = v(t, ) heift maximal, wenn gilt: Ist I C J ein Intervall mit
I>Tund#:1I— G eine Losung von 7' = v(t,) mit 5|; = ~, so gilt bereits I = I und somit
y=7-

Man sagt auch, eine maximale Losung kann nicht fortgesetzt werden.

8.20 Proposition. Sei J C R ein offenes Intervall, G C R" ein Gebiet und v : J x G — R" sei
stetig und geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Seien I, I C J offene Intervalle mit tg € N1
und v : I — G und 7 : I — G Losungen der Differentialgleichung 4/ = v(t,~) mit Anfangswert
v(to) = A(to) = o € G. Dann gilt fiir alle t € I N 1, dass v(t) = 7(t).

Beweis. Sei A= {t € 1IN I|~(t) = 4(t)}. Wir zeigen, dass A = I N T ist. Sei dazu I = (t_,ty)
und I = (s_,s4+) und 0.B.d.A. t; < sy und

ty :=sup{T € (to,t4)|v(t) =7(t) Vto <t <T}.

Nach dem Eindeutigkeitssatz existiert ein 0, ¢, > 0, sodass y(t) = F(t) fiir alle tg <t < to+ 0z ¢,-
Also ist tg + 09,60 < t« < t4. Angenommen ¢, < ty. Die Stetigkeit von v und 7 liefert dann
v(ts) = ¥(ts) =: x. Wiederum nach Picard-Lindelof existiert dann aber ein 6, ;, > 0 so, dass
v(t) = A(t) fiir alle t € (tx — 0p, 1., tx + 0z, ¢,), was im Widerspruch zur Definition vor ¢, steht.
Also ist t, = t4 und mit einem analogen Argument fiir die andere Intervallgrenze ergibt sich
A=1INI. O
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8.21 Satz. Existenz und Eindeutigkeit der maximalen Lésung

Sei J C R ein offenes Intervall, G C R™ ein Gebiet und v : J x G — R"™ sei stetig und geniige
einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann existiert zu jedem (¢p, zo) € J X G genau eine maximale
Losung v : I — G von v/ = v(t,~) mit v(tp) = xo.

Beweis. Ist 7 : I — G eine Losung von ~/ = v(t,~) mit 7(tg) = zo und ty € I, so notieren wir
diese mit (%, (to,xo), ). Sei nun

1= U I cJ
(%, (to, x0), I) ist Losung

Dann ist I C J ein offenes Intervall. Ist ¢ € I beliebig, so wihlen wir eine Losung (7, (to, zo), I)
mit ¢ € I und setzen (¢) := J(t). Wegen Proposition ist dies unabhéngig von der Wahl

(%, (to, z0), I). Es ist dann die so definierte Funktion « : I — G eine Losung von +' = v(¢,~) mit
v(to) = xo. Nach Konstruktion ist v maximal und zwar die einzige maximale Losung. O

8.22 Bemerkung. (a) Wir schreiben fiir das Definitionsintervall I der maximalen Losung von
’7, = v(t77)7 'Y(tO) = Zo,
I(to, z0) = (t—(to, o) , t+(to, x0))
wobei t_(tg, zg) € {—00} U (—o0,tg) bzw. t4(to,zo) € (to,00) U {oo} die linke bzw. rechte
Intervallgrenze bezeichnet. Man sagt, die Losung existiert global, wenn I(tg,z) = J ist,
wobei J das Zeitintervall ist, auf dem das Vektorfeld definiert ist.

(b) Zuv:J x G — R" und fest gewihleten ¢y € J sei
Q:={(t,x) e I x G|t e I(ty,x)}

und ¢ : Q — G, (t,x) — p(t,x) := 7,(t), wobei I(ty,z) — G, t — 7,(t) die maximale
Losung von 7/ = v(t,v) zum Anfangswert (tg,z) € J X G ist.
Man nennt die Abbildung ¢ : Q@ — G den Fluss oder die Flussabbildung zum Vektorfeld v.
Fiir festes ¢ bildet

o > G, e p(x) =t )

also die Menge aller Anfangsdaten Q, := {x € G| (t,z) € Q} deren maximales Existenzin-
tervall ¢ enthélt auf die jeweilige Losung zum Zeitpunkt ¢ ab. Die Flussabbildung erfiillt die
Gleichung

Pt O Ps = Pt+s
auf der Teilmenge von ;¢ auf der auch die linke Seite definiert ist. Fiir einen globalen

Fluss mit J = R, also wenn 2 = R x G gilt, ist t — ¢ also eine Gruppenwirkung der
Gruppe (R, +) auf der Menge G.

(¢) Man kann nun zeigen, dass Q offen ist und ¢ : Q — G stetig ist. Man spricht von ,stetiger
Abhéngigkeit von den Anfangsdaten®. Falls v : J x G — R" stetig differenzierbar ist, so ist
auch ¢ : Q — G stetig differenzierbar und man spricht von , differenzierbarer Abhéngigkeit
von den Anfangsdaten®. Der Beweis der letzten Aussage ist allerdings etwas umfangreicher.

Wie schon gesagt, ist es im Allgemeinen nicht moglich, die Losungen einer Differentialgleichung
explizit zu bestimmen. Meistens weif3 man nicht einmal, ob bei gegebenem v : J x G — R"
und (to, o) € J x G das Ende t(to,z0) € (to,00] N J des Existenzintervalls kleiner oder gleich
der oberen Grenze j; von J =: (j_,j+) ist. Der folgende Satz besagt aber immerhin, dass die
Bahnkurve t — 7(t) eines Anfangspunktes (to, zo) € U mit ¢4 (to,z0) < j+ jedes Kompaktum K
in G verlassen muss, wenn t — t4 (o, xo) geht, d.h. y(t) strebt fiir ¢ — ¢4 (o, zp) zum Rand von
G oder nach Unendlich. Anders gesagt, ¢ — v(t) kann sich in endlicher Zeit ,nicht einfach in Luft
auflésen”.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.23 Satz. Verhalten fiir t — ¢t (o, zo)

Sei J = (j—,j+) C R ein offenes Intervall, G C R™ ein Gebiet und v : J x G — R" erfiille
eine lokale Lipschitz-Bedingung. Sei v : (t—(to, z0),t+(t0,20)) — G die maximale Losung von
v = wv(t,y) zum Anfangswert (to,zo) € J x G.

Falls t4 (to, z0) < j+, so gibt es zu jedem Kompaktum K C G ein 0 < 7 < t4(to, zg), sodass fiir
alle t € (Tx,t4+(to,x0)) gilt, dass v(¢) & K.

Beweis. Da K kompakt ist, gibt es ein ¢ > 0, so dass By(z) C G fiir alle x € K gilt. Denn die
Distanzfunktion zum Rand von G, dist: R" — [0, c0),

dist(z,0G) :=inf {||x — y|| |y € 0 G}

ist stetig und nimmt auf K ihr Minimum ¢ an. Es ist ¢ > 0, denn sonst wére K N 0G # 0,
also K ¢ G. Seien weiter |[v(t,z)|| < M fiir (t,2) € K := [to,t4(to, 20)] X Byj2(K) und L eine
Lipschitzkonstante fiir v auf K. Dann gilt fiir ¢ € (to, t4 (to, z0)) mit y(t) € K, dass

t(to, wo) = t4(t,y(t) +t =46+

mit § := min {4, 557, j4 —t} > 0. Fiir alle t € (7,t4(to,20)) mit 7 := t4(to,29) — § muss also
~v(t) & K gelten. O

8.24 Bemerkung. (a) Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich, wenn ¢_ (o, xg) > —oo ist.

(b) Bleibt eine Losungskurve ¢ — () in einem Kompaktum, z.B. wenn lim; ;. y(t) = p fiir
ein p € G ist, so muss also ¢ (tg,zg) = j+ sein.
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9 Lineare Differentialgleichungen

9.1 Definition. Lineare Systeme

Sei J C R ein offenes Intervall und A : J — M(n,R) eine stetige Abbildung mit Werten in den
reellen n x n-Matrizen.

(a) Man nennt dann die Differentialgleichung

Y = Aty

ein nicht-autonomes, homogenes, lineares System, da das Vektorfeld v(t,x) := A(t)x
jetzt linear von = abhéngt.

(b) Ist b:J — R" stetig, so heifit
v = A(t)y +b(t)

ein nicht-autonomes, inhomogenes, lineares System.
9.2 Beispiel. Im autonom homogenen Fall
v =Ay

ist das Vektorfeld v : R" — R", x +— v(x) = Az, Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante ||A||. Die
eindeutige globale Losung zum Anfangswert xg € R™ ist durch

F:iR =R, e y(t) = et

gegeben, wobei die Matrix e* fiir jedes t € R durch die Exponentialreihe

o
1 A

At . _ E
(§] = —_—
1
=0 7

gegeben ist. (Dies wird in einer Ubungsaufgabe gezeigt). o

Es liegt nahe, dass auch im nicht-autonomen linearen Fall die Losungen hochstens exponentiell
wachsen konnen, falls ||A(t)|| beschrénkt bleibt. Da sie dann aber nicht in endlicher Zeit nach
Unendlich laufen kénnen, existieren sie geméfl Satz fiir alle Zeiten in I.

9.3 Satz. Globale Existenz fiir lineare Systeme

Sei J C R offenes Intervall, A : J — M(n,R) und b : J — R” seien stetig. Dann existiert zu
jedem tg € J und zp € R" eine eindeutige maximale Lésung v : J — R" von

Y =A{t)y+b(t)  mit  (to) = 0.

Beweis. Es erfiillt v(t,x) := A(t)x + b(t) offenbar eine lokale Lipschitz-Bedingung. Daher liefert
Satz die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung auf dem Zeitintervall I := (t_,ty) C
J =:(j—,j+). Wir zeigen nun ¢t = j; (analog sieht man dann t_ = j_, also I = J). Angenom-
men t; < jy, dann muss nach Satz die maximale Losung (t—,t;) — R™ ¢ — ~(t) jedes
Kompaktum K C R" verlassen, also ||y(t)|| — oo fiir ¢ — ¢4 gelten. Wir zeigen nun, dass ||y()||
beschréankt bleibt fiir ¢ — ¢t falls 4 < jy. Insgesamt folgt dann ¢, = j;.
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9 Lineare Differentialgleichungen

Setze dazu L := max{||A(t)| |to <t < t+} und M = max{||b(t)| |to <t < t4}, so gilt fir die
stetige Funktion w : [to, t4+) — [0,00), u(t) = ||v(¢)||, dass

ut) = @l = Hv(to)+/t 7’(8)d8HSH’Y(to)H+/t 17 (s)]l ds

= ufto) + [ [[A(s)v(s) +b(s)[l ds

to

(u<t0> [ b ds) [ A s ds

to to
<L =u(s)

IN

t
< C+L/ u(s)ds.

to

9.4 Lemma. von Groénwall

Sei a < bund u : [a,b] — [0,00) eine stetige Funktion. Es gebe Konstanten L,C > 0 so, dass fiir
alle t € [a,b] gilt

t

u(t) < C+ L/ u(s)ds. (9.1)

a
Dann ist
u(t) < Cellt=a) fiir alle ¢ € [a, b].

Beachte, dass (9.1]) beispielsweise dann erfiillt ist, wenn u stetig differenzierbar ist mit u' < Lu
und u(a) = C.
Ende des Beweises von Satz . Also ist u(t) < Celt=to) < Cel(t+=to) fiir alle tg < t <ty und
somit ¢t — ||y(t)|| beschrankt fiir ¢ — ¢ . O

Beweis. des Lemma von Grénwall. Sei zunéchst C' > 0. Setze U : [a, b] — [0, 00)
t
U(t) = C’+L/ u(s) ds.
a
Dann ist U stetig differenzierbar und U’(t) = Lu(t) > 0, also monoton steigend. Auflerdem ist

U(a) =C >0, also U(t) > C fiir alle t € [a,b]. Es folgt

d LU Lu)
MO =7y =T S*

da u < U. Also ist
t d t
InU(t) —InC=mnU(t) —InU(a) = / d—an(s)ds < / Lds=L(t—a).

a S a

und somit
w(t) < U(t) = exp(InU(t)) < exp(InC + L(t — a)) = C Pt~

Falls C' = 0, so liefert unser Argument, dass u(t) < C'e™ fiir jedes C' > 0, also u(t) = 0. O
Die wichtigste Eigenschaft homogener linearer Systeme ist, dass Linearkombinationen von Losun-
gen wieder Losungen sind.

9.5 Satz. Der Losungsraum homogener linearer Systeme
Sei J C R ein offenes Intervall und A : J — M(n,R) stetig. Sei L, C C'(J,R") die Menge aller

maximalen Losungen des homogenen linearen Systems

v = A(t)y (9.2)

auf R™. Dann gilt:
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(a) Ly ist ein n-dimensionaler Unterraum von C(J, R™).
(b) Ist tg € J,r € Nund 1, ...,z € R", so seien 71, ...,7, € Ly die Lésungen von 7' = A(t)y
mit v;(tg) = xj, j =1,...,r. Dann sind &quivalent:
(i) {71,...,7} ist linear unabhéngig in Ly,.
(i) {71(t),...,7r(t)} ist linear unabhéngig in R fiir alle t € J .

(iii) {x1,...,x,} ist linear unabhéngig in R™.
Beweis. Zu (a): Seien 7,4 € Ly, und A € R. Dann ist

GO+ =+ = Ay + AT = A +7)
und
GO) =X =Mty = A (M)
Also sind auch v 4+ 4 und Ay Losungen von (9.2) und somit ist Ly ein Untervektorraum. Die
Aussage zur Dimension folgt sofort aus Teil (b).

Zu (b): (i) = (ii): Seien {¥1,...7} C Ly linear unabhingig und sei ¢ € J beliebig aber fest.
Erfiillen dann Aq,..., A, € R die Gleichung

)\1’}/1 (tN) +---+ /\7"'77"({) =0 (93)

als Gleichung in R", so ist zu zeigen, dass aus (9.3)) schon A\; = 0 fiir j = 1,..., 7 folgt. Setze dazu
v = RY y(t) := Myi(t) + -+ + Ay (t). Nach (a) ist y(¢) Losung von (9.2)) und wegen (9.3))

ist v(t) = 0 und somit, wegen der Eindeutigkeit der Losung, v(t) = 0 fiir alle ¢ € J. Also ist

A1+ oo+ =0

in C1(J,R") und nach Voraussetzung A\; = --- = A\, = 0. Es ist also (y1(f),- -+ ,7-(f)) C R" linear
unabhéngig fiir alle t € J.
(ii) = (iii): klar, weil Tj =75 (to) ist ,
(iii) = (i): auch klar, denn ist
Ayt A =0

so ist insbesondere
Axy + -+ Apxe = Mivi(to) + - + Aeye(to) = 0.
Also muss nach Voraussetzung Ay = --- = A\, = 0 sein. [l

9.6 Korollar. Der Propagator

Sei A : J — M(n,R) stetig, tp € J und ¢; : R" — R™ der zu v/ = A(t)y gehorige Fluss (vgl.
Bemerkung [8.22| (b)) zum Anfangszeitpunkt to: Sei v : J — R™ die Losung von v = A(t)y zum
Anfangswert y(tg) = g, so ist also p(xg) = ().

Dann ist ¢, fiir jedes feste t € J ein linearer Isomorphismus des R™, welcher im Folgenden auch
mit ®(t) bezeichnet und Propagator genannt wird.

Die Abbildung ® : J — M (n,R) erfiillt die Matrix Differentialgleichung
O (t) = A(t)D(t) mit Anfangsbedingung  ®(tp) = Id.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

9.7 Definition. Fundamentalsystem

Sei A:J — M(n,R) stetig. Ein n-Tupel (v1,...,7,) C Ly von Losungen der homogenen Glei-
chung v = A(t)y heit Lésungs-Fundamentalsystem, wenn (v1,...,7,) eine Basis von Ly
ist.
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9 Lineare Differentialgleichungen

9.8 Satz. Der L6sungsraum inhomogener linearer Systeme

Sei J C R ein offenes Intervall und A : J — M(n,R) und b : J — R seien stetig. Mit L; C
C1(J,R") werde die Teilmenge aller Lésungen der inhomogenen Gleichung

7 = At)y +b(t)

bezeichnet, also
Li = {y € C'(J,R") |7 = A(t)y + b(t)}

und
Ly :={y € C'(J,R") |7 = A(t)7} .

(a) Ist v :J — R"™ eine Losung der inhomogenen Gleichung, so gilt
Li=~v+ Ly := {’7—{—5 S CI(J,Rn) ’5 S Lh}.

(b) Variation der Konstanten

Sei ®(t) : R™ — R™ der Propagator des homogenen Systems zur Anfangszeit ¢y € J und sei
xg € R™. Dann ist

vw=®w(m+/3@>wgm)

to

die Losung der inhomogenen Gleichung 7' = A(t)y + b(t) zum Anfangswert (tg) = xo.

Beweis.  (a) Ist v eine Losung von v/ = A(t)y + b(t), so ist 4 genau dann eine weitere Losung
von v = A(t)y + b(t), wenn £ := 5 — v Losung der homogenen Gleichung ist:

Y= ARl e €= F =~ = AWD)T— Alt)y = AR)E.

(b) Es gilt v(to) = ®(to)xo = xo und

t
F(t) = @(t) <x0+/ ®(s)"'b(s) ds> + ()P () 'b(t)

= A)®(t) (:cg Jor /t: ®(s)"1b(s) ds> + b(t)

= A(t)y(t) +b(t). 0

9.9 Bemerkung. Die Bezeichnung ,, Variation der Konstanten“ kommt aus folgendem Ansatz
fiir die Losung: v(¢) = ®(t)c(t) statt v(t) = ®(t)xo wie fiir die homogene Gleichung. Dann muss
niamlich ¢(t) folgende Differentialgleichung erfiillen:

N =@+ = Abe + B = Ay + B = Ay + b(t)
also ®c = b oder ¢(t) = @ 1(¢)b(t). Somit folgt
t
c(t) = xo +/ O (s5)b(s) ds.
to

9.10 Bemerkung. Die Menge aller Losungen des homogenen Systems ' = A(t)y ist ein n-
dimensionaler Unterraum von C!(J,R"). Die Menge aller Losungen des inhomogenen Systems
ist ein n-dimensionaler affiner Unterraum von C'(.J, R"™). Kennt man die vollstindige Losung des
homogenen Systems (also zumindest n linear unabhéngige Losungen) und eine einzige Losung
des inhomogenen Systems, so kann man auch das inhomogene System vollstéindig 16sen. o
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9.11 Beispiel. Betrachte die Differentialgleichung
v =2ty + 13 (%)
auf R. Mit a(t) = 2t und b(t) = t* wird das zu v = a(t)y + b(t). Die Losung der homogenen
Gleichung v = a(t)y mit y(tg) = z¢ ist
A ) = el g

also mit tg =0
t
y(t) = elo 255y — e’ xq.

Da dimLy, = 1 ist, ist () = ¢’z eine Basis fiir Ly, und der Propagator ist ®(¢) = ef’. Variation
der Konstanten liefert nun die Losung der inhomogenen Gleichung zum Anfangswert xg durch

2

¢
7i(t) =€ <:U0 + / e8P ds> = et2(x0 + %) — %(1 + %),
0

wobei
! 2 a t2 2 2 2
e sPds =1 e "rdr = —le_Tﬂ +1 e Tdr=—let42 _ lo—t" L 1 o
0 2 0 2 0 2 0 2 2 2

Es stellt sich nun die Frage, wie man den Propagator der homogenen Gleichung auch im Fall
n > 2 bestimmen kann.

9.12 Bemerkung. Der Propagator im autonomen Fall
Fiir den autonomen Fall A(t) = A erhélt man die Losung ® : R — M (n,R) von

' = AP
mit ®(0) = E,, durch exponentieren
B(t) = et
vgl. Beispiel Insbesondere existieren die Losungen fiir alle Zeiten. Um e := Z;‘io (f;t!)j
explizit auszurechnen, transformiert man A auf Jordansche Normalform (vgl. Lineare Algebra).

Wir betrachten hier nur den Fall, dass A diagonalisierbar ist, also ein S € GL,(R) existiert mit

A1 0
ST1AS = =D.

0 An

Dann ist
et 0
oDt —

0 ent

und

d(t) := SePtst
erfiillt die Differentialgleichung

P'(t) = SDeP!'S™1 = SDS18ePI S~ = A(t)d(t)

und ®(0) = E,. Also ist ®(t) = et
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9 Lineare Differentialgleichungen

Beachte, dass fiir A(t) € M(n,R) zwar S und Aq,..., A, komplex sein kénnen, der Propagator

ist aber immer noch reell. o

9.13 Bemerkung. Der Propagator im nicht-autonomen Fall: Die Dyson Reihe

Auch im nicht-autonomen Fall und n > 2 kann man noch eine explizite Formel fiir die Losung der
homogenen Gleichung angeben, die sogenannte Dyson Reihe. Sei A : J — M (n,R) stetig, dann
ist die Losung ® : J — M (n,R) von

P = A(t)®

mit ®(tg) = E, gegeben durch die absolut konvergente Reihe

o t T1 Ti_1
@(t):En+Z/ dry dTQ--./J dr; A(m1) - A(ry).
j=1 to to

to

Beweis. Ubungsaufgabe. O

9.14 Bemerkung. Alles in diesem Kapitel Gesagte gilt analog fiir lineare Differentialgleichungen
v = A(t)y auf C" statt auf R”. D.h. man sucht Lésungen v : J — C™ von

Y =Alt)y  bzw. A =A)y+b(t),

wobei A : J — M(n xn,C) und b : J — C" stetig sind. Die Zeitvariable bleibt hier aber reell!
Die Losungen der homogenen Gleichung bilden dann einen Unterraum der komplexen Dimension
n in C1(J,C").

Die Resultate zu linearen Differentialgleichungssystemen erster Ordnung lassen sich direkt auf
lineare (Systeme) m-ter Ordnung iibertragen.
9.15 Definition. Lineare DGL m-ter Ordnung

Sei J C R ein offenes Intervall und ax : J — K, kK = 1,...,m — 1, stetige Funktionen. Hier ist
jetzt K =R oder K = C. Dann heifit

Y () + am-1 () YTV E) 4+ ar ()5 (1) + ao(t) A(8) = 0

homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung.
Ist b: J — K stetig, so heifit

Y () + et ()T (E) 4+ aa(8) Y (8) + ao () (8) = b(1)

inhomogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung. o

9.16 Satz. Losungsraum linearer DGLen m-ter Ordnung

(a) Sei Ly, die Menge aller Losungen 7 : J — K der homogenen Gleichung

A a1 A a1y +agy =0.

Dann ist L}, ein m-dimensionaler Unterraum von C™(.J, K).
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(b) Sei L; die Menge aller Losungen «y : J — K der inhomogenen Differentialgleichung
A 4 ™) b ary fagy =b

und v € L; beliebig. Dann gilt

Li=%+Ly.
(¢) Ein m-Tupel (&1,...,&mn) in Ly ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir ein und damit
fiir alle t € J die Wronski-Determinante
&) - &m(D)
" (t " (¢
| 6O € (1)
mf.l mf.l
R A0
von Null verschieden ist.
Beweis. Die Differentialgleichung
A 4 ™Y 4 ary Fagy =0 (9.4)

ist dquivalent zu dem inhomogenen linearen System 1. Ordnung

ay = a1
04,1 = Q9
(9.5)
Cppeg = Qo
ag%l = —apop — A1 — *** — Ame1Qm—1 + b
Jeder Losung v : J — K von ((9.4)) entspricht eine Losung
'7
,y/
. :J = K™
m=1)
von ({9.5) und umgekehrt. Entsprechendes gilt fiir die homogenen Gleichungen (b = 0). Damit
folgen die Behauptungen aus Satz [9.8] O
9.17 Beispiel. Die Differentialgleichung
1 1
! /
. =0
RS TRIE T

auf dem Intervall J = (0,00) besitzt die Losungen v;(t) := t und ~2(t) := v/t, wovon man sich
durch Einsetzen iiberzeugt.

Die Wronski-Determinante von (71, 7y2) ist
t t t t t
W(t) = det 7}() Vf() = det | Vi) vt
M) Ya(t) 2Vt 2

Da W(t) # 0 fiir t € J, bilden ~; und 7, ein Losungs-Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung
der Differenzialgleichung ist also

Y(t) = 171 (t) 4+ coya(t) = ert + eav/t

mit beliebige Konstanten cq, cy € C. o
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9 Lineare Differentialgleichungen

9.18 Beispiele. (a) Die Legendresche Differentialgleichung

Die Legendresche Differentialgleichung auf J = (—1,1) zu n € N ist
(112" =2ty +n(n+1)y=0
bzw., da (1 —t2) # 0,
" 2t n(n+1)

L s R )

Das Legendre-Polynom der Ordnung n ist definiert durch

und 16st die Legendresche Differentialgleichung der Ordnung n.

v=0.

(b) Die Hermitesche Differentialgleichung

Die Hermitesche Differentialgleichung auf J =R zu n € N ist
v =2ty +2ny=0.

Das Hermite Polynom der Ordnung n ist definiert durch

H,(t)=(-1)" et’ 4 ne_752
e dt
und 16st die Hermitesche Differentialgleichung der Ordnung n.

(c) Die Laguerresche Differentialgleichung

Die Laguerresche Differentialgleichung auf J = (0,00) zu n € N ist
ty" +(1—-t)y +nvy=0.

Das Laguerresche Polynom der Ordnung n ist definiert durch

Ly(t) == ¢ (i)n (t"e™")

und 16st die Laguerresche Differentialgleichung der Ordnung n.

In allen drei Féllen (a), (b) und (c) sind die Polynome jeweils nur eine spezielle Lésung und gem#f
Satz gibt es jeweils noch eine weitere linear unabhéingige Losung. o

9.19 Satz. Sei v : J — R eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung
7"+ a(t)y +b(t)y =0.

Im Intervall I C J gelte y(t) # 0. Dann erhélt man iiber I eine zweite von 7 linear unabhéngige
Losung 4 : I — R durch den Ansatz

wobei v eine nicht-konstante Losung der Differentialgleichung

" 7'(t) r_
u’ + <2 ry —i—a(t)) u =0 (9.6)

ist.
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9.20 Bemerkung. Die Gleichung ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung
fiir v/, welche die Losung

W) = (k) o (HE Ha0)as
= (tg) o2V (10) - Ji, als)ds
u/(to)fY(tO)z e Jrg (s)ds
(t)?
hat. Man erhélt v dann durch eine weitere Integration. o

Beweis. von Satz[9.19.
"Y:’YU/ = ;)*//:fy/u_'_,_yul = ?//:7//u+27/u/+7u//
Also
' +ad + b7 =7"u+29'u + " + ay'u+ ayu' + byu = 29" v +yu” +ayd,
da v" +a~' + b~y = 0. Somit 16st 4 die Differentialgleichung, wenn yu” +2~" v’ +a~vyu = 0 bzw.

wenn
,y/
u” + <2+a) u'=0.
g
Ist w nicht konstant, so sind ¥ = uy und v auf I linear unabhéngig. 0

9.21 Beispiel. Fiir n = 1 ist die Legendresche Differentialgleichung auf J = (—1,1)

2t 2
7 /
K 1—1‘52’}1_}_1—t2ry

Sie hat die Losung P (t) = t. Also erhélt man auf I = (0, 1) eine zweite Lésung durch den Ansatz
A(t) = tu(t), wobei

5115

t21—1t2

12t _2s_ 2 -
W(t) = (o) S el T = (1) = = (ag)

1 1 1 1
= Wt -t =+ — + —
wlto)to =t \ m+5 (157 T 13
somit ist

ut) = u(to) +/t W' (s)ds = ulto) + v (to) t2(1 — £2) <_i Z
111 1+t>

:1m@+w%ﬁa1t@<mt+2ml_t

+ % (In(1+s) —In(1 —s))

t
to

0

Wir wihlen nun fiir beliebiges to € (0,1)

1 2
Ul(to) = M und U(to) = —Ul(to)to(l — to)
und erhalten so die Losung
1. 1+t 1
u(t) = =In - =
1—-t t
Es ist also b ol4t
() =tu(t) = =1 -1
() = tu(t) = 2
eine von Pj(t) linear unabhingige Losung auf dem Intervall I = (0,1). Man rechnet nun aber
direkt nach, dass ¥(¢) die Differentialgleichung auf dem ganzen Intervall J = (—1,1) lost. o

85



9 Lineare Differentialgleichungen

9.22 Bemerkung. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Fine homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist von
der Form

m
Y a9V (t) =0 mit @y =1, (9.7)
§=0
fir v : R — R oder v : R — C. Sie ist dquivalent zu dem System erster Ordnung
0 1 0 0
0 0 1 e 0
o(t) = i ) a(t) =: Aa(t)
—ag —ai -+ —Gm-2 —Gm-1

fir « : R = R™ oder a : R — C™. Jeder Eigenvektor v von A zum Eigenwert A liefert eine
Losung a(t) = e*v des Systems erster Ordnung. Das charakteristische Polynom von A ist

m

Pa(A\) = (1)) a5 N,

=0

148t sich also direkt aus der Differentialgleichung (9.7) ablesen. Damit haben wir ein Rezept zum
Auffinden von Lésungen von (9.7)) gefunden: zu jeder Nullstelle Ay von P4 () ist

T (t) == ehot

eine Losung von (9.7)). Hat P4(\) tatséchlich m verschiedene Nullstellen, so bilden die zugehorigen
Losungen ein Fundamentalsystem. Aber auch beim Vorliegen einer ¢-fachen Nullstelle kann man
direkt ¢ linear unabhéngige Losungen angeben: sei \g ¢-fache Nullstelle von P4(\), dann sind

Aot Aot

Tr,0(t) =€ 1 (t) :=1e™0", vy 2(t) == 12 e)‘ot, cee Mao—1(t) = =1 grot

¢ linear unabhiingige Losungen von (9.7). (Beweis in den Ubungen).

9.23 Beispiel. Der geddmpfte harmonische Oszillator

Das charakteristische Polynom zur Differentialgleichung
" / 2., _
Y42y +wy=0, dw>0,

hat die Form P(\) = A? 4 2d\ + w? und somit die Nullstellen

Ay = —d+ Vd? —w?.

Wir unterscheiden drei Falle:

Uberdimpfte Bewegung: Sei d > w, also A\x € R und A\, # A_. Zwei linear unabhiingige
Losungen sind somit

(t) = Mt = e(—dHVd2—w?)t At _ e(—d—\/m)t’

M und  y(t) =e

und die allgemeine reelle Losung lautet

y(t) = (clev Pty cpe dL“ﬂt) — ((01 + ¢2) cosh(v/ d? — w? t) + (¢1 — ¢2) sinh(V/d? — w? t)) e dt

mit c1,co € R. Aus

!

v0)=ci+cs=z9 und  (0) = Vd2 — w(c1 — ) — d(c1 + 2) = vo
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ergibt sich auch leicht

vo + dxg
1+ ¢ = x0 und cl—Cg= ——,
d? —w

also

+dxy . _
t) = [ xzgcosh(v/d? — w?t —i—voismh d2—w2t>e dt

Kritische Ddmpfung: Fiir d = w ist A, = —d zweifacher Eigenwert. Zwei linear unabhéngige
Losungen sind diesmal

1) =eMt=e"  und  Ay(t) =teM =te ¥,
und die allgemeine reelle Losung lautet
Y(t) = (e1 + eat) e

mit c1,co € R bzw.
v(t) = (w0 + (vo + dao)t) e .

Gedimpfte Schwingung: Sei d < w, also Ay € C und Ay # A_. Zwei linear unabhéngige
Losungen sind

n(t) =Mt =e e und  yp(t) =Mt =eWe W mit @ = Vw? - d?,
und die allgemeine komplexe Losung lautet

e(t) = (clei&;t 4 CQG—iLDt) ot
mit ¢1,co € C. Wahlt man co = ¢1, so ist

YR(t) == (c1e" + &) e % = 9Re (c1e™") e ¥ = (acos(wt) + bsin(@t)) e %

mit a = 2Re(c1) € R und b = —2Im(c;) € R wieder reell und zwar die allgemeine reelle Losung.
Driickt man wiederum a und b durch xy und vy aus, so ergibt sich

d
Y(t) = <:ro cos(wt) + w sin(w t)> e
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10 Integration im R": Eine kurze Einfiihrung

Sie werden in Analysis 3 eine sehr méichtige und vielseitig einsetzbare Integrationstheorie ken-
nenlernen. Wir werden uns in diesem Kapitel daher sehr kurz fassen und nur einige einfache
Uberlegungen zur Integration stetiger Funktionen f : R” — R mit kompaktem Triger anstellen.
Die meisten Aussagen, die wir zeigen, gelten fiir eine deutlich gréflere Klasse von Funktionen.

Sei Q := [a,b] x [c,d] ein Rechteck im R? und f : Q — R eine stetige Funktion. Es liegt nahe, das

Integral von f {iiber @) durch
b d
/Q fo= / ( / f(y) dy) da (10.1)

zu definieren. Dann stellt sich aber sofort die Frage, ob der Wert des Integrals unabhéingig von
der Integrationsreihenfolge ist, also ob

/ab </cdf(:c,y)dy> do = /Cd (/abf(ﬂc,y)dzz:> dy (10.2)

10.1 Beispiel. Sei f:R? = R, f(x,y) = sin(x + 3y). Dann ist

/oﬂ </07r/2f(x,y) dﬂ?) dy = —/OW (cos(§ +3y) — cos(3y)) dy

= —2 (sin(F) —sin(§) — sin(37) +sin(0)) = 2

/OW/2 </07r f(z,y) dy) de = -3 /07r/2 (cos(x + 3m) — cos(z)) dx

= —1 (sin(F) — sin(37) — sin(%) + sin(0)) = 2,

gilt?

und

beide Integrationsreihenfolgen liefern also denselben Wert. Wir werden gleich sehen, dass das kein
Zufall ist. ¢

Normalerweise wird das Integral iiber @) (oder auch viel allgemeinere Gebiete) zunéchst direkt
definiert und die Frage nach der Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge bzw. die Darstell-
barkeit des Integrals iiber @) durch iterierte Integrale iiber [a,b] und [c,d] wird durch den Satz
von Fubini beantwortet. Wir kiirzen die Sache hier erheblich ab, indem wir lediglich zeigen, dass
fiir stetige Funktionen in tatséchlich Gleichheit gilt und somit in diesem Fall eine
sinnvolle Definition darstellt.

Wir benéttigen dazu einige Voriiberlegungen, die wir in einzelnen Lemmas formulieren.

10.2 Lemma. Sei U C R", @Q := [a,b] x U und f : @ — R stetig. Sei weiterhin (y) eine
konvergente Folge in U mit y, := limy_,, yx € U. Dann konvergiert die Funktionenfolge

freila,b) = R, zw— fi(x):= f(z,yx)

gleichméfig gegen die Funktion fy : [a,b] = R, x — fi(x) := f(x, ys).
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10 Integration im R™: Eine kurze Einfithrung

Beweis. Sei K C U ein Kompaktum mit {yx |k € N} U {y.} C K. In Aufgabe 13 (b) auf Blatt 4
wurde gezeigt, dass f als stetige Funktion auf dem Kompaktum [a, b] x K gleichméBig stetig ist,
d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein d(¢) > 0 so, dass fiir alle (z,y), (Z,7) € [a,b] x K gilt:

1z, y) = (Z,9)[[gner <o(e) = |f(z9) - f(Z,9)] <e.
Da limy, 00 Yk = s, gibt es zu jedem € > 0 ein kg € N so, dass fiir alle k > kg
19k = yellrn = l[(2; yx) = (2, 9o [[Rnt1 < ()
und somit

1fr = Felloo = sup |f(z,yx) = f(z,9.)] <e. -

z€[a,b]

10.3 Lemma. Parameterintegrale: Stetigkeit
Sei U C R™, @ :=[a,b] x U und f : @ — R stetig. Dann ist

b
%U%Rwﬁﬁw:/f@ww

eine stetige Funktion.

Beweis. Sei y, € U und (yg) eine Folge in U mit limy_, o0 yr = yx. Wir schrinken uns wieder auf
ein Kompaktum K C U mit {z, |k € N} U{y.} C K ein. Aufgrund der Stetigkeit von f folgt

b b b
1mmm=m/fwwm2/hmmwwwjﬁwwm:mm
k—o0 k—o0 a a k—o0 a

also die Stetigkeit von g, wobei wir die Vertauschung von Grenzwert und Integration in (*) noch
begriinden miissen. Eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von (x) ist geméfl Satz 8.35
aus Analysis 1, dass die Folge der Integranden fj : [a,b] — R, z — fi(x) := f(x,yx), gleichméBig
gegen fy : [a,b] = R, x — fi(z) := f(x,y.) konvergiert. Aber das ist gemifi Lemma der
Fall. O

10.4 Lemma. Parameterintegrale: Differenzierbarkeit

Sei U C R" offen, @ := [a,b] x U und f : Q — R stetig und beziiglich der letzten n Variablen
auch stetig partiell differenzierbar. Dann ist

b
g:U—=R, y—g(y) :—/ f(z,y)dz

stetig partiell differenzierbar und es gilt fiir alle y € U

b
ay]g(y) = / 8yjf(x>y) d.Z' .

Beweis. Es gilt fiir jede Nullfolge (hy) in R, dass

) b )
i W heei) —aly) / f@,y + hiej) — fz,y)
k—o0 hk k—oo Jq hk:
b N b
(;) / ].lm f(x7y+hk€]) f(x7y) dx:/ ayf(x,y)dx,
aq k—oo hk a !
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falls wir in (*) wieder Limes und Integration vertauschen konnen, also falls = ’y+hkhej )=f(=y)

gleichmiBig in x fiir n — oo gegen 9y, f(r,y) konvergiert. Nach dem Mittelwertsatz ist aber

[,y + hiej) — f(z,y)
I

6 f(l' y—l—@(hk)hk) = 8yjf($ yk)

mit limg o yx = y. Da 0y, f als stetig vorausgesetzt ist, folgt die gleichméBige Konvergenz wieder
mit Lemma, [10.2 O

10.5 Satz. Das Integral stetiger Funktionen iiber Rechtecke
Sei Q := [a,b] X [¢,d] ein Rechteck im R? und f : Q — R eine stetige Funktion. Dann sind

g:la,b] > R, z— g(x /fxy und h:le,d =R, y— h(y /fmy

stetige Funktionen und es gilt

/ab (/Cdf(x,y)dy) dz = /cd </abf(a:,y)d:c> dy .

Beweis. Die Stetigkeit von ¢g und h folgt jeweils sofort mit Lemma Weiterhin ist die Funktion

G X [ed >R, (2.8) = §(z.1) ;:/ Fey) dy

stetig und nach dem Hauptsatz beziiglich t sogar stetig differenzierbar. Also gilt mit Lemma
fiir die Funktion ¢ : [¢,d] — R,

t s B(t) /(/fxydy)dx—/ab (z,t)dz,

b b
0= [ age o= [ fw0d
und somit wegen ¢(c) = 0

[%lvmww)wafwwwzww:A%£?@w@>m. !

Das Integral stetiger Funktionen iiber Rechtecke ist also unabhéngig von der Integrationsreihen-
folge. Daher kénnen wir Integrale stetiger Funktionen iiber Rechtecke sinnvoll durch

o= [ ([ (- [ (['emm) )

definieren. Normalerweise definiert man aber zuerst fQ f(z,y)d(x,y) und zeigt dann, dass man
dieses Integral durch Doppelintegrale in beliebiger Reihenfolge berechnen kann. Diese Aussage
heifit dann Satz von Fubini.

dass

Man mochte nun natiirlich auch iiber andere Bereiche als Rechtecke integrieren, z.B. iiber Kreis-
scheiben. Eine naheliegende Definition ist die Folgende.
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10 Integration im R™: Eine kurze Einfithrung

10.6 Definition. Normalbereiche

Eine Teilmenge A C R? heifit 2-Normalbereich, wenn es ein Intervall [a,b] C R und stetige
Funktionen g, h : [a,b] — R gibt, die auf (a,b) stetig differenzierbar sind und

A={(a,y) eR?[a<a <b, g(z) <y < h(z)}

erfiillen.

Entsprechend heifit A € R? y-Normalbereich, wenn es ein Intervall [c,d] C R und stetige
Funktionen u,w : [¢,d] — R gibt, die auf (c,d) stetig differenzierbar sind und

A={(z,y) eR*|c<y<d, uly) <z <w(y)}

erfiillen.

Ist A sowohl ein z-Normalbereich als auch ein y-Normalbereich, so nennen wir A einen Normal-
bereich. o

10.7 Beispiel. Rechtecke der Form [a, b] X [¢, d] sind offenbar sowohl z- als auch y-Normalbereiche.
Gleiches gilt fiir Kreisscheiben, denn

Bi(0) = {(x,y)eRQ\—1ga;§1,—\/1—x2gy§M}
= {@yeR|-1<y<1, V-2 <a<VI- 47}

10.8 Definition. Das Integral stetiger Funktionen iiber Normalbereiche

Sei A C R? und f: A — R stetig. Falls A ein 2-Normalbereich ist, so setzt man

/Af(m,y)d(x,y) = /ab </g:j) f(z,y) dy> dz .

Falls A ein y-Normalbereich ist, so setzt man

[ Hamaey = | ' ( / Z()y)ﬂm dx) ay.

Fiir die Wohldefiniertheit von [, f(x,y)d(z,y) muss man natiirlich noch zeigen, dass fiir Men-
gen A die sowohl ein z- als auch ein y-Normalbereich sind, die beiden Werte iibereinstimmen. Das
sparen wir uns allerdings, da es ein nicht unerheblicher Aufwand wére, der durch die allgemeine
Integrationstheorie obsolet werden wird. o

10.9 Beispiel. Das Integral der Funktion f(z,y) = 1 iiber den Normalbereich B;(0) ist

/Bl(m flopdteg) = /_11 (/_2 dy) dz = /_ 11 21— 2?da

Part. Int.

1
(:v 1 — 22 +arcsin(x)) ‘_1 =(5+3%) =m,

also genau die Flidche von Bj(0).

10.10 Definition. Fliche eines Normalbereichs
Sei A C R2 ein Normalbereich. Dann heifit

F(A) ::/Ad(az,y)

die Flache von A.
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Nun kann man alle Definitionen und Sitze dieses Kapitels in natiirlicher Weise vom R? auf den
R"” verallgemeinern. Wir verzichten wieder auf die Details und bemerken lediglich, dass man dann
im Allgemeinen vom Volumen eines Normalbereichs und nicht mehr von der Fldache spricht.

Um einige weitere Aspekte der Integration auf dem R"™ zu verdeutlichen und die wichtige Trans-
formationsformel zu formulieren, definieren wir nun noch das Integral stetiger Funktionen mit
kompaktem Tréger iiber den ganzen R™.

10.11 Definition. Der Triger einer Funktion und der Raum Cy(G)
Sei G C R™ und f : G — R. Dann heifit die Menge

supp(f) = {z € G| () Z0} C @

der Trager von f (englisch “support”). Beachte, dass hier der Abschluss in G und nicht in
R™ gemeint ist. Allgemeiner definiert man den Triger eine Funktion f : X — V auf einem
topologischen Raum X mit Werten in einem Vektorraum V' durch

supp(f) :={z € X[ f(z) # 0}.

Es bezeichnet
Co(X) :={f € C(X) |supp(f) ist kompakt}

den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger. o

10.12 Proposition. Das Integral stetiger Funktionen mit kompaktem Tréger
Sei f € Cyo(R™). Dann hat

/Qfd(ml,...,xn):/:l (/: (( ainf(xl,...,xn)dxn>--~>dx2>dx1

fiir jeden achsenparallelen Quader Q = H?Zl[aj,bj] C R™ mit supp(f) C @ denselben Wert,

welchen wir mit
/ fdx"
bezeichnen. Weiterhin schreiben wir

o[ ( ([ rnane) Yoo

wobei aufgrund der Kompaktheit des Trigers von f die Integralgrenzen immer hinreichend grof}
aber endlich gewéahlt werden koénnen.

Beweis. Sei supp(f) # 0 (fiir f = 0 ist die Aussage offenbar wahr) und seien Q und Q zwei
Quader, die supp(f) enthalten. Dann ist

n

P:=QnNQ H aj, bj a],Ej]) = H[max{a],a]} mln{b],b H= H aj, b
j=1 J=1

Jj=1

ebenfalls ein Quader mit supp(f) C P. Daher gilt

/Qfd(xl,...,:cn) - /: </:<--~<ainf(xl,...,xn)dxn>~->da;2>da:1

= /Lli)l(/C:Q(---(ainf(xl,...,xn)dxn>~-->dx2)dx1
_ /Pfd(zl,...,xn)

und analog auch fod(xl,...,J:n) = [pfd(z1, ... 2n). O
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10 Integration im R™: Eine kurze Einfithrung

10.13 Definition. Bewegungen des R"”
Zu jedem Vektor w € R™ und jeder orthogonalen Matrix A € O(n) definieren wir die Abbildungen

Ty :R" = R" o Tyx):=x+w (Translation um w)
und
Ry :R"—=R", xz+ Rg(z):=Ax (Rotation + Spiegelung mit A).

Kombinationen B = Ry o Ty, aus Translationen, Rotationen und Spiegelungen heiflen Bewe-
gungen. o

Da Bewegungen des R™ Isometrien sind und zumindest anschaulich das Volumen von Mengen
nicht d&ndern, erwarten wir, dass sich auch das Integral einer Funktion nicht &ndert, wenn wir sie
lediglich verschieben oder drehen. Dass dies so ist, besagt folgende Proposition.

10.14 Proposition. Invarianz des Integrals unter Bewegungen
Sei f € Co(R™), w € R™ und A € O(n). Dann gilt

fda™ = foT,da™ = foRaqdx™.
R™ R" R"
Das Integral ist also invariant unter Translationen und Rotationen.

Beweis. Die Invarianz unter Translationen folgt direkt aus der Definition des Integrals. Die In-
varianz unter orthogonalen Transformationen folgt aus der Transformationsformel fiir lineare

Abbildungen, Satz da fir A € O(n) gilt, dass | det(A)| = 1. O

Allgemeine lineare Abbildungen
LA:Rn%Rn, xHLA(x)::Ax,

gegeben durch Matrizen A € M(n,R), dndern allerdings das Volumen von Mengen: Der Ein-
heitswiirfel £ := [0,1]"™ hat per Definition das Volumen V(E) = 1. Die Bildmenge L4(E) :=
{Az |z € E} ist das Parallelotop welches von den n Spaltenvektoren ay,...,a, der Matrix A
aufgespannt wird, also

n
Ly(E) = Zajaj‘ozj el0,1]furj=1,...,n
j=1
Wie Sie aus der linearen Algebra wissen, ist das (signierte) Volumen dieses Parallelotops genau
durch die Determinante von A gegeben, also
V(La(E)) =det(A).

Es ist also nicht iiberraschend, dass sich auch das Integral (und somit auch Volumina von Nor-
malbereichen) entsprechend transformiert.

10.15 Proposition. Transformationsformel fiir lineare Abbildungen
Sei f € Ch(R™) und A € M(n,R) invertierbar. Dann ist f o L4 € Cp(R™) und es gilt

/ fda™ = |det(A)] foLyda™.
R7 R"
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Beweis. Um die Notation iibersichtlich zu halten, beschrinken wir uns auf den Fall R%. Es wird
aber offensichtlich sein, wie man das Argument auf hohere Dimensionen iibertragt.

Sei zundchst R € M(2,R) eine obere Dreiecksmatrix, also R = (Tél :12). Dann liefert die
22

Substitutionsregel aus Analysis 1 sofort
foLpd(z,y) = / (/ f(riz + ri2y, ra2y) d90> dy

1 oo sgn(ri1)oo . ~
— / f(Z +ri2y,ro2y) da | dy

R2

1 J- —sgn(ri1)oo

1 00 sgn(ri1)oo ~ B
= — / f(@,ra2y)dT | dy
11 J- —sgn(ri1)oo
1 sgn(rag)oo sgn(r11)o0 o B
/ / f(z,9)dz | dg
711722 J —sgn(raz)oc0 —sgn(r11)o0
1 _
= i [ Fd) = 1R [ pdG).

r11|722| JR2

—
*
~

wobei wir in (%) die Translationsinvarianz des Integrals verwendet haben. Vollig analog zeigt
man die Behauptung auch fiir untere Dreiecksmatrizen. Nun wissen wir aus der Linearen Algebra
(oder der Numerik), dass sich jede invertierbare Matrix A in ein Produkt aus einer oberen Drei-
ecksmatrix R und einer unteren Dreiecksmatrix L zerlegen lésst, also A = LR, die sogenannte
LR-Zerlegung. Dies folgt aus dem Gauflschen Algorithmus, wenn man die Umformungen in L
“speichert”. Damit gilt aber

foLad(zy) = foLLoLRd<m,y>=det<R>|—1/ foLpd(z,y)
R2 R2 R2

= Jdet(D) 7 det(B) [ faay) = Jder() [ Fda).
wobei wir im letzten Schritt den Produktsatz fiir Determinanten verwendet haben,
det(L) det(R) = det(LR) = det(A). O

Wir kommen schlief$lich zu der Frage, wie sich das Integral unter allgemeinen Diffeomorphismen @
des R™ bzw. von Teilmengen des R™ transformiert, also insbesondere unter Koordinatentransfor-
mationen. Die folgende Transformationsformel ist die Verallgemeinerung der Substitutionsregel
auf Integrale im R™. Sie besagt, dass nun die Volumenénderung vom Ort x abhingt und lokal
durch die Determinante der Linearisierung D®|, von ® gegeben ist.

10.16 Satz. Transformationsformel

Sei ® : U — G ein Diffeomorphismus offener Teilmengen U und G des R™. Sei weiterhin f €
Co(@). Dann ist fo® € Cp(U) und es gilt

Fdan :/ (f 0 ®)(2) - | det(D®],)| da"
RTL n

Bemerkung: Der Beweis dieser Aussage wire zwar mit den vorhandenen Mitteln moglich, aber
doch recht aufwendig. Aulerdem wird dieser Satz in der Integrationstheorievorlesung fiir eine
deutlich allgemeinere Klasse von sogenannten integrierbaren Funktionen bewiesen. Daher ver-
zichten wir an dieser Stelle auf einen Beweis. Heuristisch ist es aber zumindest einleuchtend, dass
die sogenannte Funktional- oder auch Jacobideterminante | det(D®|;)| der lokalen Linearisierung
D®|, von & die lokale Anderung des Volumens unter der Transformation ® beschreibt.
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10 Integration im R™: Eine kurze Einfithrung

10.17 Bemerkung. Im Fall n = 1 erhalten wir die Substitutionsregel aus Analysis 1:

o(b) b
/ f(:c)dx:/ (fo®)(x)® (x)dx.

®(a)

Den Betrag von ®'(z) bekommt man, sobald man auf der linken Seite ebenfalls “von kleiner nach

grofer” integriert. Denn es ist ®(a) > ®(b) genau dann, wenn ®'(z) < 0 fiir alle = € [a, b]. o

10.18 Bemerkung. Die Klasse der im R" integrierbaren Funktionen ist weitaus grofler als
Co(R™) und die Transformationsformel gilt dementsprechend auch viel allgemeiner. Wir werden
daher in den Anwendungsbeispielen nicht mehr darauf achten, dass f € Cy(R") gilt.

10.19 Beispiel. Polarkoordinaten
Die Abbildung

®: (0,00) x (—m,7) = R?\ {z1 <0}, (r,p)— ®(r,¢) = (rcosp,rsing) =: (z(r,o), y(r,¢))

ist ein Diffeomorphismus und versieht den R? \ {z; < 0} mit Polarkoordinaten. Die Funktional-
determinante von & ist

det D®| .,y = det (0¥ TTERP) o
(r) sinp TCosp

Damit lautet die Transformationsformel in diesem Fall
s o0
[ rart= [ (ro®)r0)- [det(DRl ) dlre) = [ [T (ro ) rarde,

Man nennt (f o ®) die “Funktion f in Polarkoordinaten” und rdr dy das “Flidchenelement” in
Polarkoordinaten.

Wir konnen jetzt beispielsweise die Funktion

a2
FiRZS R, e e 2l

integrieren. Denn (f o ®)(r, ) = e und

/ e ll#1” qp? = / / e rdrdy = 277/ re” ™ dr =21 [—%e_ﬂro =.
R2 - 0 0

Da andererseits

— ||| 2 > > —z? —z2 o —z2 2
e dx” = e "1dxy | e *2day = e v dx | |
R2 —00 —00 —00

haben wir auch

gezeigt. o

Schliefllich stellt sich noch die Frage, wie der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung im
Hoherdimensionalen aussieht. Kann man das Integral iiber die Ableitung einer Funktion durch
Auswerten der Funktion selbst auf dem Rand des Integrationsgebiets bestimmen? Dazu findet
man zunéichst einen ganzen Zoo von sogenannten Integralsitzen (Gaufl, Stokes, Green), die sich
wiederum als Spezialfille des allgemeinen Satzes von Stokes fiir sogenannte Differentialformen
auffassen lassen. Das ist dann Thema der Integrationstheorievorlesung bzw. der Differentialgeo-
metrie. Wir stellen hier nur einen Spezialfall vor, nimlich den Satz von Gauf im R2.

Der Rand eines “schonen” Gebiets im R? ist eine Kurve. Daher diskutieren wir zuniichst einige
Aspekte des Integrierens entlang von Kurven etwas allgemeiner.
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10.20 Definition. Kurvenintegrale

Sei 7 : [a,b] = G C R™ eine stetig differenzierbare Kurve und v : G — R" ein stetiges Vektorfeld.
Dann heifit

L vdsi= [ (o), (1))

das Kurvenintegral von v entlang ~. Hier deutet der Punkt in der Notation v-ds das Skalarprodukt
zwischen dem Vektorfeld v und dem “vektoriellen Langenelement” ds an. o

10.21 Proposition. Invarianz unter Reparametrisierungen

Sei 7y : [a,b] = G C R™ eine stetig differenzierbare Kurve, ¢ : [¢,d] — [a,b] eine stetig differen-
zierbare Bijektion und 7 : [¢,d] — G, 7 := 7 0 ¢, also eine sogenannte Reparametrisierung von +.
Dann ist sgn(¢’) € {—1,+1} konstant und fiir jedes stetige Vektorfeld v : G — R™ gilt, dass

/v-ds:sgn(¢’) [v-ds.
g gl

Beweis. Da ¢ bijektiv ist, ist ¢/(t) # 0 fiir alle t € [¢,d]. Also hat die stetige Funktion ¢’ ein
festes Vorzeichen. Der Rest ist nun wieder einfach die Substitutionsregel aus Analysis 1,

d d b
[ G @)= [ a6 60)) ¢ dt =sen@) [ 6 s, O

Man kann die Invarianz des Integrals unter Reparametrisierung auch verstehen, indem man das
Kurvenintegral als ein Integral iiber “geometrische” Objekte auffasst.

10.22 Definition. Tangential- und Normalenfeld an eine Kurve

Sei v : [a,b] = G C R" eine stetig differenzierbare Kurve und zusétzlich injektiv und +/(¢) # 0 fiir
alle ¢ € [a, ], also ohne Selbstdurchschneidungen und mit nichtverschwindender Geschwindigkeit.
Das Bild von 7, also vy([a, b]) C R™, nennen wir auch die Spur Sp(y) der Kurve. Dann heifit

: O o B C))
Al FUCRIE)

das normierte Tangentialvektorfeld an Sp(7). Es ist offenbar bis auf ein globales Vorzeichen
invariant unter Reparametrisierungen und h#ngt somit nur von der Richtung ab, in der Sp(vy)
durchlaufen wird.

Im Fall n = 2 erhélt man ein normiertes Normalenvektorfeld an Sp(y) durch Drehung von 7,
vy 1Sp(7) H R, @ vy (2) 1= (1a(a), —71(2)) -

Man kann nun das Kurvenintegral von v entlang von 7 auch als ein Integral der Funktion Sp(v) —
R™, z +— (v(x),7(x)) iiber Sp(y) verstehen, also

b
/Sp(v)@(a:),ﬁ(x» = /Vv.ds :/a (0 (), T (Y () |7/ () || At

Dabei hingt der Wert wie zuvor gesehen nur von der Richtung ab, in der Sp(~y) durchlaufen wird,
nicht aber von der konkreten Parametrisierung.

10.23 Definition. Der Fluss durch eine Kurve im R?

Sei v : [a,b] — G C R? eine stetig differenzierbare Kurve und v : G — R? ein stetiges Vektorfeld.
Dann heifit

b
/ (0, 0) = / (w3 (8)), v (v () (1) b
Sp(v) a

der Fluss von v durch die Kurve Sp(7). o
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Wir kommen nun zur Formulierung des GauBschen Satzes im R?. Sei dazu A C R? ein Normal-
bereich,

A={(z,y) eR?|a<z<b, g(x) <y <h@)} ={(z,y) eR*|c <y <d, uly) <z <wly)}

fiir stetig differenzierbare Funktionen f, g, u,w. Der Rand von A ldsst sich also als stetig differen-
zierbare Kurve
) B 9 o (t+a,g(t+a)) falls t € [0, (b — a)]

Yae (0,20 —0)] 2 RY, - ya.(t) = { (%—a—th(2b—a—1) fallst € [(b—a),2(b— a)]

oder alternativ
_ B 9 o (w(t+c¢),t+c) falls t € [0, (d — ¢)]

Yay i 0,2(d =] 2 RY, - yay(t) = { (W(2d—c—1),2d—c— 1) falls t € [(d—c),2(d — c)]
parametrisieren. Beide Kurven durchlaufen dA im positiven Sinne, also gegen den Uhrzeigersinn.
Damit zeigt das zugehorige Einheitsnormalenteld v,, . = vy,  nach auflen.

Zu einem stetigen Vektorfeld v : A C G — R? kénnen wir den Fluss durch den Rand von A durch

2(b—a)
/ (0,09,.) = / (a2 (8)): s . (1 (6) I aw ()]t
0A 0

definieren. Nun héngt ist der Wert dieses Wegintegrals aber nach Proposition[I0.21]invariant unter
orientierungserhaltenden Reparametrisierungen, hat also z.B. fiir v4, denselben Wert. Daher
schreiben wir im folgenden einfach
| w
0A

fiir den nach auflen gerichteten Fluss durch 0A.

Der Gaufische Satz besagt nun, dass das Integral der “Ableitung” von v (genauer der Divergenz
von v) iiber den Normalbereich A mit dem Integral von v iiber den Rand 0A von A (genauer der
Fluss von v durch 9A) gegeben ist.

10.24 Satz. von Gauf
Sei A C R? ein Normalbereich, v : A C G — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/A div(v) d(z, ) = /(9 ()

Beweis. Es ist zu zeigen, dass

/A(@xvx(w’y)+3yvy(fﬂ,y))d($ay)=/(vz(v(t))vx(v(t))+Uy(v(t))vy(v(t)))llv'(t)ldt,

wobei ~ eine beliebige stetig differenzierbare Kurve ist, welche 0 A im positiven Sinne durchlduft.
Fiir den ersten Summanden im Integral finden wir

d w(y)
/ Duvs(a,y) d(z,y) — / / Bavs(z,y) dz | dy
A c u(y)

d
= / (v2(w(y), y) — va(u(y),y)) dy

2(d—c)

d—c
= /0 vz (v (1)) dt — /d va(Y44()) d

[

e ay s
= /0 %‘Ly )) H/ ()H H Ay( Hdt

2(d— c)
N / 2(Yay(1) va(yay (1)) [Va, (D) dt,

0
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und fiir den zweiten folgt mit v, , ganz analog
2(b—a) ,
/Aayvy(ﬂfvy) d(z,y) = /0 Oy (Va,2(8)) vy (4,2 (1)) 174, (D) dt - O

10.25 Bemerkung. Der Satz von Gaufl in einer Dimension ist genau der Hauptsatz der Integral-
und Differentialrechnung. In diesem Fall ist A = [a, b] ein Intervall und 0A = {a, b} besteht nur
aus den beiden Randpunkten a und b. Fiir eine stetig differenzierbare Funktione v : R — R ist
div(v) = v’ und der Fluss von v durch A ist einfach die Auswertung von v an den Randpunkten,
wobei der nach auflen gerichtete Einheitsnormalenvektor am linken Randpunkt a gleich —1 ist.
Also hat man insgesamt

/Adiv(v)d:c - /abv’dx HS- 0 (8) — v(a) = /aA<”’V>'

10.26 Beispiele. Wir rechnen die beiden Seiten der Gleichung im Satz von Gauf} fiir einige

einfache Beispiele nochmals explizit aus. Sei A = B;(0) die Einheitskreisscheibe und 0A durch
v 1 [0,27] — R% t +— (t) := (cos(t),sin(t)) parametrisiert. Dann ist 7/(t) = (—sin(t), cos(t)),
17/ (t)|| = 1 und, wenig iiberraschend, v, (t) = (cos(t),sin(t)) = v(t).

(a) Fiir v(z,y) = (1,0) ergibt sich einerseits div(v) = 0 und andererseits auch
2

2
/aA<”’”>‘ /0 (), (/@) 7 (1) dt = /0 cos(t)dt = 0.

Dass der Fluss von v durch dA verschwindet, ist auch geometrisch klar: Was links reinfliefit,
fliefit rechts wieder raus.

(b) Fiir v(z,y) = (z,y) ergibt sich einerseits div(v) = 2, also [, div(v) = 27, und andererseits

2

2T
| @)= [T e G@n v @la = [ (coso? +sin0?) at = 2.

(c) Fiir v(z,y) = (—y,x) ergibt sich einerseits div(v) = 0 und andererseits

27 27
| o= [Twaonmaon ol = [oa-o.

Dass der Fluss von v durch dA verschwindet, ist auch geometrisch klar: Das Vektorfeld v
ist iiberall tangential an 0 A.
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