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Aufgabe 48: Stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten

Sei G C R™ ein Gebiet und v : G — R"™ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L. Fir z € G
sei 7, : I(z) — G die maximale Losung der Differentialgleichung 7/ = v(y) zum Anfangswert

7:(0) = .

Zu jedem zg € G und t, € I(z) gibt es eine Umgebung U C G von z; so, dass t, € I(x) fiir alle
reU (dh {t.} xU CQ={(t,x)|t € I(x)}). Das folgt aus der Offenheit von 2, muss aber hier
nicht gezeigt werden. Damit existiert also die Losung v,(t.) fir alle x € U.

Zeigen Sie, dass die Abbildung
U— G, = Y (ty),

Lipschitz-stetig ist. Man sagt, dass die Losung stetig von den Anfangsdaten abhéngt.

Hinweis: Verwenden Sie die Integraldarstellung von «, und das Lemma von Gronwall.

Aufgabe 49: Stetige Abhingigkeit vom Vektorfeld

Sei G C R" ein Gebiet, v : G — R™ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L und w : G — R"
stetig. Wir betrachten nun die Differentialgleichungen

o (1)

Y =) mit (0
! Zo (2)

o =w(e) mit «(0)

und nehmen an, dass eine Losung o von (2) auf einem endlichen abgeschlossenen Intervall I C
I(xg) existiere. Hier bezeichnet I(xy) wieder das Existenzintervall der eindeutigen maximalen
Losung v von (1).

Zeigen Sie, dass dann fiir t € T gilt
Iy(t) = a®)ll < ] [l —wllwe™,

die Losungen zum selben Anfangswert zo also zunéchst nahe beieinander bleiben, wenn sich die
Vektorfelder nur wenig unterscheiden. Es bezeichnet |I] hier die Lénge des Intervalls 1.



Aufgabe 50: Qualitatives Verhalten und Stabilitdt von stationidren Punkten
Wir betrachten die autonome Gleichung erster Ordnung v = v(7) zu dem Vektorfeld

v RZ SR, (2,y) o v(zy) = ( ¢”Vsin (z) + ¢ sin (3z) ) |

—e Y cos (z) + e¥ cos (3z)

Wir wollen die Losungen dieses Systems zumindest qualitativ verstehen und gehen dazu wie
folgt vor:

e Bestimmen Sie zunéchst die stationdren Punkte, also die Nullstellen von v.
(Ergebnis: v(z,y) = 0 genau dann wenn y = 0 und = = n} fiir ein n € Z.)

e Bestimmen Sie die lineare Approximation des Vektorfelds v(x,y) um die stationdren Punkte
(2i,;), d.h. bestimmen Sie jeweils die Matrix Dv|, 4,), fiir die ja dann

v(z,y) = Dv

r — T;
Ti,Yqi + 0 xr — l’i, — Y;
o (5700)  olle = s =)
gilt. Diskutieren Sie das Verhalten der Losungen in der Néhe des jeweiligen stationdren Punk-
tes, indem Sie dort die Linearisierung des Vektorfelds und einige zugehorige Integralkurven
skizzieren.

e Uberlegen Sie sich, wie das Vektorfeld fiir y > 1 und fiir y < 1 jeweils aussieht und
skizzieren Sie das Vektorfeld und einige Integralkurven auch auflerhalb der kritischen Punkte.
Skizzieren Sie insbesondere die Separatrizen, also diejenigen Integralkurven, die Gebiete
qualitativ unterschiedlicher Losungen im Phasenraum voneinander abgrenzen. (Beim ebenen
Pendel ist die Integralkurve, welche die instabile Gleichgewichtslage mit sich selbst verbindet,
eine Separatrix.)

e Fiir welche Anfangsdaten erwarten Sie globale Existenz von Losungen, also I(zg,yo) = R?

Hinweis: Um Thre Ergebnisse zu iiberpriifen, konnen Sie auch ein Programm wie MatLab oder
Mathematica (leider nicht mehr kostenlos tiber das ZDV verfiigbar) verwenden, um das Vektorfeld
und einige Integralkurven zu plotten. (Suchen Sie in der Dokumentation nach Stream Line Plot
oder Stream Plot.) Mathematica ist auch tiber die WolframAlpha Webpage teilweise zugénglich.
Dort erhalten Sie den Plot z.B. mit dem Befehl

StreamPlot[{ Exp[—y] * Sin[z] + Exply] * Sin[3z], — Exp[—y| * Cos[z] + Exply] * Cos[3z]},
{z,-0.1,2% Pi+ 0.1}, {y, —1,2}]

wobei Sie mit den Intervallgrenzen experimentieren konnen und die Separatrizen in diesen Plots
typischerweise nicht eplizit sehen werden.

Abgabe: Bis Montag 20.01. um 18.00 Uhr im Briefkasten Thres Tutors im 3. Stock des C-Baus.
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