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MATHEMATIK FUR PHYSIKER 3 / ANALYSIS 2
Wiederholungsaufgaben

Diese Aufgaben sind zur Bearbeitung in Eigenregie gedacht. Sie werden nicht korrigiert. Dies ist
KEINE Beispielklausur und in der Klausur bzw. im Test werden auch Aufgaben vorkommen, die
argumentative Fahigkeiten sowie Wissen abpriifen. Auch wird es in der Klausur/ im Test nur we-
nige Ankreuzaufgaben bzw. Wahr/Falsch-Fragen geben. Trotzdem ist es niitzlich iiber die entspre-
chenden Fragen nachzudenken, da sie Verstédndnis priifen bzw. ihre Bearbeitung Thr Verstdndnis
verbessern kann.

1 Einfachere Aufgabe wie sie dhnlich auch in der Klausur
vorkommen kénnen

Aufgabe 1: Stetige Funktionen

Sei (X,d) ein metrischer Raum, f : X — R stetig und K C X kompakt. Welche der folgenden
Aussagen sind dann korrekt?

[ f ist beschrankt.
® Die Funktion f|x: K — R nimmt ihr Maximum an.
O Die Funktion f|x: K — R hat genau ein Maximum und genau ein Minimum.

X Die Funktion f|x: K — R ist beschriankt.

Aufgabe 2: Kompakte Mengen

Welche der folgenden Mengen sind kompakt?
O R. = [0,1] CR.
O (0,1) C R. x {0,1} C R.

Aufgabe 3: Inneres, Abschluss, Rand

Sei R ausgestattet mit der euklidischen Metrik und M = (0,1) U {—1 |n € N} C R. Geben Sie

M, M und OM (also den AbschluB; das Innere und den Rand von M) an. Ist M kompakt, offen
und/oder abgeschlossen? Konnen Sie Thre Antworten auch prézise begriinden?

Bemerkung: Wenn Sie etwas “angeben” sollen, zihlt nur das richtige Ergebnis; ein Lésungsweq
oder eine Begrindung sind dann nicht gefragt.

Aufgabe 4: Stetigkeit

Formulieren Sie eine Definition von Stetigkeit. Sie konnen dabei den Kontext selbst festlegen (z.B.
Funktionen zwischen topologischen oder metrischen Radumen), miissen diesen aber klar benennen.

Bemerkung: Wenn Sie eine Aussage oder eine Definition “formulieren” sollen, dann kommt
es auf eine korrekte, prizise und vollstindige Formulierung an. Es ist aber unerheblich, ob die
Formulierung wortlich dieselbe wie im Skript ist.



Im vorliegenden Beispiel wére eine vollstéindige und korrekte Antwort beispielsweise

Eine Funktion f : X — Y zwischen metrischen Rdumen X und Y heifit stetig im Punkt z € X,
falls zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass f(Bs(x)) C B:(f(z)) gilt. f heifit stetig, wenn f
in allen Punkten stetig ist.

Aufgabe 5: Differenzierbarkeit

Sei f: R™ — R stetig partiell differenzierbar am Punkt xq € R™. Welche der folgenden Aussagen
sind dann korrekt?

K f ist stetig bei x. X f ist partiell differenzierbar bei xg.

X f ist total differenzierbar bei x;. (1 f ist beliebig oft differenzierbar bei x;.

Aufgabe 6: Ableitungen

Seien
fiR? =R, f(z,y) = exp(ry)
und
g:R* = R*  g(x,y) = (sin(x),cos(y)) .

Berechnen Sie gradf, Hessf, Af, Dg und divg (also den Gradienten, die Hessesche und den
Laplace von f sowie die Ableitung und die Divergenz von g). Ist Hessf positiv definit?

Aufgabe 7: Differenzierbarkeit
Sei g : R — R stetig im Punkt x = 0 und
frR" =R 2 f(z) = g(|z]]) =,

wobei || - || die euklidische Norm auf R"™ bezeichne. Zeigen Sie, dass f im Punkt z = 0 total
differenzierbar ist.

Bemerkung: Wenn Sie etwas zeigen sollen, dann ist ein formaler Beweis gefragt ist. Es miissen
sowohl die Gesamtstruktur als auch die einzelnen Schritte des Beweises klar nachvollziehbar und
korrekt sein. Sie diirfen dabei (falls nicht anders angegeben) die in der Vorlesung bewiesenen Aus-
sagen verwenden. In der konkreten Aufgabe muss gezeigt werden, dass die Funktion die Definition
von totaler Diffbarkeit erfiillt.

Aufgabe 8: Taylorpolynom

Bestimmen Sie das Taylorpolynom vom Grad zwei der Funktion
R =R, flz,y) =2 +ay+y’

am Entwicklungspunkt (zo,40) = (1,1) € R2

Beachten Sie: Das Taylorpolynom ist ein Polynom in den Variablen x — zy und y — yo.

Bemerkung: “Bestimmen” meint, dass Ihr Losungsweg einschliefSlich aller Rechnungen und Ar-
gumente nachvollziehbar sein muss, allerdings kein formaler Beweis gefragt ist.



Aufgabe 9: Extrema 1

Seien
h:R* =R, hr,y) =2>+y"—1

und
fiR* =R, fla,y) =exp(z® —y?).
Bestimmen Sie Art und Lage der globalen Extrema von f unter der Nebenbedingung h = 0.

Aufgabe 10: Extrema 2

Sei B1(0) := {(z,y) € R?|2*> + y? < 1} und

f:Bi(0) =R, f(z,y) = 2*y*.

Bestimmen Sie Art und Lage der globalen Extrema von f.

Aufgabe 11: Differentialgleichungen

Welche der folgenden Aussagen iiber die Differentialgleichung ~/(t) = v(y(¢)) mit v : R® — R",
x — ||z|*x sind korrekt?

® Es handelt sich um eine Differentialgleichung erster Ordnung.
[ Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung.
Das Vektorfeld v ist lokal Lipschitzstetig.

OO0 Die Losungen der Gleichung existieren fiir alle Zeiten, also I(z) = R fiir alle zy € R™.

Aufgabe 12: Lineare Differentialgleichung 1
Sei a > 0. Geben Sie die Losung v : R — R der linearen Differentialgleichung
V() = an(t)
zum Anfangswert v(0) = zg € R an. Bestimmen Sie dann die Losung der inhomogenen Gleichung
i(t) = an(t) +1

zum Anfangswert xq = 0.

Aufgabe 13: Lineare Differentialgleichung 2

Fiir v : R — R, t = ~(t), betrachte die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

(%) ¥(t) +4(#) + () +1=0.

Finden Sie eine Matrix A € M(2 x 2;R) und einen Vektor b € R? so, dass das System erster

Ordnung
(%) a(t) =Aa(t) +0

fir o : R — R% ¢ — at) = (ai(t), as(t)), dquivalent zu () ist. Geben Sie weiterhin an, wie die
Anfangsdaten fiir («x) aus den Anfangsdaten fiir (x) hervorgehen und wie man aus einer Losung
von (xx) wieder eine Losung von (*) erhlt.



Aufgabe 14: Lineare Differentialgleichung 3
Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
T+i—q—7=0

arll.

Aufgabe 15: Anfangswertprobleme

Finden Sie jeweils die maximale Losung zu folgenden Anfangswertproblemen:

(a) ¥(t) =34+t —~(t) mit y(1) = 1.

(b) 4(t) + 555 = 0 mit 7(0) = 1.

Hinweis: Hier ist ein Teil der Problemstellung, sich zunéchst das geeignete Losungsverfahren zu
iiberlegen.

2 Wahr /falsch-Fragen

Bei diesen Aufgaben sollten Sie sich jeweils auch fragen, wie Sie ihre Antwort beweisen wiirden
bzw. welchen Satz aus der Vorlesung Sie verwenden kénnten.
Zur Erinnerung: Um eine Aussage als falsch zu erkennen, reicht die Angabe eines Gegenbeispiels.

Aufgabe 1. Seien f, f,,: [0,1] — R.

(a) Ist jedes f, gleichméBig stetig und konvergieren die f,, punktweise gegen f, dann ist f stetig.
e w:

(b) Ist jedes f, differenzierbar und konvergieren die f, gleichméfig gegen f, dann ist f stetig.
P w:x 0

(c) Ist jedes f, differenzierbar und konvergieren die f, gleichméfiig gegen f, dann ist f differen-
B O DAL, w:

Aufgabe 2. Sei

M :={(z,y,2) € R’ | 2% < ¢ + 2°} My :={(z,y,2) € R® | 2° > ¢* + 2°}
(a) My und My sind offen ... w0
(b) My ist abgeschlossen ......... .. ... w0
(c) My ist kompakt ... wlO fx
(d) M ist zusammenhéngend. ........ ... .. w0



Aufgabe 3. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen X und Y.

(a) Fiir jede konvergente Folge (x,)nen in X konvergiert auch (f(z,))penin Y. ....w: ® £ 0
(b) Das Bild f(K) jeder kompakten Teilmenge K C X ist abgeschlossen. .......... wx 0
(c) Das Bild f(U) jeder offenen Teilmenge U C X ist offen. ....................... w0

Aufgabe 4. Sei f: R" — R™ eine Abbildung mit Komponentenfunktionen f;, j =1,...,m.

(a) Ist f in x € R™ total differenzierbar, so ist f in x stetig. ....................... w:x 0
(b) Fallsalle 0;f;, 1 =1,...,n,j =1,...,miiberall existieren, so ist f iiberall total differenzierbar.
e w: ] X

(c) f ist differenzierbar in x € R" genau dann, wenn alle f;, j = 1,...,m in z differenzierbar
ST, o w:x 0

Aufgabe 5. Sei f: R? — R gegeben durch f(z,y,2) := yexp(z?® + 2?)

(a) f besitzt keine lokalen Extrema .............. .o w0
(b) f71(0) ist ein 2-dimensionaler Unterraum von R® .............................. w0
(¢) f hat ein globales Maximum. .......... ... ..o, w.O X

Aufgabe 6. Sei X ein metrischer Raum, V' ein normierter Raum.

(a) In X konvergiert jede Cauchy-Folge. .......... .. .. ... . i i, w: X
(b) Ist X kompakt, so konvergiert jede Folge in X. ...... ... ... ... .. ............. w: [ R
(¢) In X ist jede abgeschlossene und beschrankte Menge kompakt. ................ w:0 X
(d) Ist X kompakt, so ist jede abgeschlossene Teilmenge von X ebenfalls kompakt. w: ®  f: [
(e) Jede Norm auf V' induziert eine Metrik auf V. ..... ... .. ... ... ... .. . ... w0
(f) Jede Metrik auf V' induziert eine Norm auf V. ........ ... ..o i w0
(g) In X ist das Komplement jeder abgeschlossenen Menge offen. ................. w:x 0
(h) In X ist jede nicht-offene Menge abgeschlossen. ............................... w:[] R
(i) In X gibt es eine Menge, die offen und abgeschlossen ist. ...................... w:x 0
Aufgabe 7. Sei f: R" — R, x +— ||z]|2.
(a) f ist stetig differenzierbar abseits der 0 und V f(x) = Top; fir jedes z € R” \ {0}.
............................................................................... wx 0
(b) Vf ist stetig differenzierbar abseits der 0 und Af(z) = Tar; fr jedes z € R” \ {0}.
............................................................................... w: X
Aufgabe 8. Sei g: R" — R", x — .
(a) g ist stetig differenzierbar und es gilt divg(z) =n furallez e R™. .......... .. wx 0
(b) g ist stetig differenzierbar und es gilt rot g(z) = < fiirallex € R™. ............. w0



Aufgabe 9. Sei G C R" ein beschrénktes Gebiet und f: R" — R zweimal stetig differenzierbar
und f: G — R, f(z) = f(z) die Einschrankung von f auf G.

(a) f besitzt ein globales Maximum. ..................oocooiiiiiiiii .. w:x® £ 0
(b) f besitzt ein globales Maximum. .............. .., wO fx
(¢) An jedem lokalen Maximum z € G von f gilt Vf(z) =0. ..................... w:0 X
(d) Fiir ein z € G gelte, dass

(y,Hess f(z)y) >0 fur alle y € R™\ {0}.
Dann hat f bei x ein lokales Minimum. .......... ... ... w: X
(e) Ist x € G ein striktes lokales Minimum von f, so gibt es keinen Vektor a € R”

mit (a, Hess f(z)a) < 0. ..o wxr 0

Aufgabe 10. Sei V = C([0,1]).

(a) Sind || - ||; und || - ||]o Normen auf V', so ist auch || - ||; + || - ||2 eine Norm auf V.

(b) Ist || - || eine Norm auf V', so definiert d(f, g) := ||f — ¢ eine Metrik auf V. ....w: ®m  f: O

Aufgabe 11. Sei X ein metrischer Raum und f: X — X stetig.

(a) Ist A C X offen, soist f71(A) offen. ... w0
(b) Ist A C X offen, soist f(A) offen. ... . ... w0
(€) f o fast Stetig. .ot w:x 0O

Aufgabe 12. Seien f,g: R® — R total differenzierbar und z, € R".

(A) ISt StEtig. ..ot wx 0

(b) f o g ist total differenzierbar und es gilt D(f o ¢)|sy = Dflzo - DGlag- -+ -vvvv--- w:O X

Aufgabe 13. Hieraus folgt die Stetigkeit von f: R"™ — R™ im Punkt xy, € R™:

(a) Ve>030>0Vz e R": |z —xol| <d=|flx) = flzo)|| <e oot wx £ 0
(b) Ve>030>0Ve e R": |z —xo| <d=||f(x) = flzo)|| <& vvvriiiii. w0 fx
(c) IZe>0Vo >0V eR": |z —ax|| <= |f(z) = flzo)|| <€ «ovvrririiiiiiis. W f:=
(d) fir alle konvergenten Folgen x,, — x¢ hat (f(x,)), eine konvergente Teilfolge



Aufgabe 14. Sei A € R™*" eine Matrix.

(a) Die Funktion f: R" — R", z —— Ax ist beschrankt. ......................... wO X
(b) Es gibt ein zp € R", sodass eine Losung zum Anfangswertproblem (AWP)

4 = Ay, 7(0) = xo nicht fur alle Zeiten ¢ € R existiert. ........................ w0
(c) Zerféllt das charakteristische Polynom in verschiedene Linearfaktoren der Form (x — \;) fiir

i=1,...,n,so ldsst sich die allgemeine Losung des AWP 4 = Ay, y(0) = xo := (xél)7 e ,xg”))

explizit zu

~y(t) == Ze’\itx((f)ei, teR
i=1
angeben, wobei {ey,...,e,} CR"™ die Standardbasis ist. ....................... w: X

(d) Das AWP 4 = /||, 7(0) = 1 hat eine Losung, die auf ganz R definiert ist. ....w: ®  f: O

(e) Das AWP 4 = /1 + |y|, 7(0) = —1 hat eine eindeutige maximale Losung,
die auf ganz R definiert ist. ....... .. .. w:x 0



