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1 Prolog: ¢™ = —1

In diesem Vorspann werden wir — zunéchst noch nicht mit der mathematischen Strenge,
die wir uns spéter zu eigen machen wollen — den Beweis der Gleichung e!™ = —1 skizzieren.
In der ZEIT vom 6. Juni 2007 (www.zeit.de/2007/24/N-Eulersche-Zahl) wurde diese
Gleichung, umgestellt zu e™ + 1 = 0, zur schinsten mathematischen Gleichung schlechthin
gekiirt.

1.1 =«

Definiert am Kreis durch

Umfang
=2~ 3141... 1.1
Durchmesser ' (1.1)

damit auch
m = Halber Umfang des Einheitskreises (EK),

und als Winkel 7= 180°.

1.2 e
Wir verzinsen ein Guthaben, sagen wir 100€, jihrlich mit einem Zinssatz z, z.B. z =
2,5% = 0,025.

Das Vermogen nach einem Jahr erhalten wir durch Multiplikation mit dem Faktor 1+ z,
z.B. 100€-1,025 = 102,50 €.

Bei halbjahrlicher Verzinsung mit Zinssatz Z ist Faktor nach einem Jahr

z z 2\ 2 2\ 2
1 —)(1 —):(1 —) —1 (—) >142, 1.2
( + 5 + 5 + 5 +z+ 5 +z (1.2)
also attraktiver, wegen des Zinseszins’.
Ananalog:
12
e Monatliche Verzinsung mit Zinssatz 55, Faktor: <1 + %)
z 365
e Tiégliche Verzinsung mit Zinssatz 55z, Faktor: <1 + %>
e ... wird immer mehr. Wie grofs maximal?

Stetige Verzinsung: Kapital wichst innerhalb eines Jahres um den Faktor

lim (1+ %)" (1.3)

n—oo



Man zeigt (haben Sie in bereits der Schule gesehen, analysieren wir aber auch spéter

nochmals genau)

n 1 n
lim <1 + i) = exp(z) = ¢® und insbesondere lim (1 + —) =e~x~2718... (1.4)
n—00 n n—00 n
1.3 1
Wir definieren: i:=+/—1.
Behauptung: | (2,718 ...)314vV=T = _]
1. Wie rechnen wir mit i?
e Bilde Zahlen x + iy mit z,y € R,
e schleppe i iiberall mit,
e und ersetze i? durch —1,
z.B. Multiplikation: (1+2i)-(3—1i)=3—1+6i—2i> =5+ 5i.
2. Was bedeutet das anschaulich?
Betrachte z = x + iy als Punkt in der
(komplexen) Ebene. A
In Polardarstellung:?
r:=+/224+9y? (Abstand zum Ursprung) , o =z
¢ : = < zur x-Achse
(1.5)
und umgekehrt
- —>
T =1 COS
Y (1.6)
Yy =rsing
Nochmal Multiplikation,
21+ 29 = r1(cos o1 +isiny) - ro(cos oy + isin @y) .7)

=TTy ( COS (P1 COS (g — Sin ¢y sin @y + i(cos 1 sin py + sin g cos @2)) ,

mit Additionsthereomen (Trigonometrie, bekannt aus der Schule, kommt aber auch noch-

mal spéter),
2]+ 29 = r1r2(cos(<p1 + o) +isin(¢y + @2)) )

(1.8)

2Wir nennen r den Betrag und ¢ das Argument von z und schreiben dafiir: 7 = |z| und ¢ = arg(z).



Speziell r = 1: Multiplikation mit cos ¢ + isin ¢ bewirkt Drehung um Winkel .

A

~Z'_(cos'~r +1 siw?)

Cos P+ isiw? ||
e
Uress watt Radius |2

E - L._;\- 5\4."&'3

3. Kleine Winkel

4

os¥ + (swu
cos¥ A+
¥
»
A
cosp+isinp~1+ip  fir kleine ¢ (siche Skizze) (1.9)
Je kleiner ¢, desto besser ist diese Naherung.
4. Setze endliche Drehung zusammen
cosp +1isinp = lim ( cos £ 4 1isin £ )n = lim {1+ 1P ' =¥

a1l
~1+iL, wenn n grof

() Hier sind eine Niherung und ein Limes involviert, d.h. wir miissen genauer untersuchen,
ob es erlaubt war, in der Klammer die Ndherung zu verwenden. Dazu miissen wir zunéchst
den bei der Naherung gemachten Fehler abschitzen — das wird spéter eine wichtiges Thema.

Mit ¢ =7 (cosm = —1, sinm = 0) folgt die Behauptung,. 16.10.2019




1.4 Bemerkungen zur Notation

Zahlenmengen
e N die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...},
e Ny ={0,1,2,3,...} die natiirlichen Zahlen inkl. der Null,
o Z={...,—2,—-1,0,1,2,...} die ganzen Zahlen,

Q= {§ |p,q € Z, q # 0} die rationalen Zahlen — Briiche bzw. Zahlen mit endlicher
oder periodischer Dezimalbruchentwicklung,

R die reellen Zahlen — enthalten zusitzlich zu Q Zahlen wie v2 ~ 1,414..., 7 ~
3,141 ... oder e = 2,718 ..., die nicht als Bruch geschrieben werden kénnen.

e C die komplexen Zahlen, sind von der Form C > z = z + iy mit x,y € R.
Bemerkung: NC Ny CZCcQcCRcCC

Griechische Buchstaben

A« Alpha | lota P | p, 0 | Rho
B|p Beta K | k, » | Kappa Y|lo Sigma
| Gamma A A Lambda T |7 Tau
Ald Delta M | u My T | v Ypsilon
E | € ¢ | Epsilon N |v Ny D | ¢, p | Phi

Z | C Zeta = | ¢ Xi X | x Chi
H|n Eta Olo Omikron v | Psi

O | 6,9 | Theta II |« Pi Q|lw Omega

NUMBERS QF THE FORM
nf I ARE “IMAGINARY"
BUT CAN STILL BE USED
IN EQUATIONS,

OKAY.
AND ™7--1. J

NOW YOURE JUST
FUCKING WITH ME.

/

http://xked.com/179/
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2 Vollstandige Induktion

2.1 Geometrische Summe

spi=1+x+a*+... +a" , x € R (oder z € C)
=> at (2" =1)
k=0

Behauptung: (n € Ny)

n+l _ 1
* , r#1
s, = r—1
n+1 , v=1
1. Beweis: (durch Induktion)
(i) Induktionsanfang: n =0
0
Sp = Z 2 =1 (wie in Definition)
k=0
0+1 _ 1
T 70 1, 241
-{ z-1 (wie in Behauptung)
0+1 =1, z=1

(ii) Induktionsschritt / n — n + 1:
Behauptung sei fiir (ein festens) n bewiesen;
zu zeigen: Behauptung gilt auch fiir n + 1

Sppr=1+x+.. . +a"+2"

=g, + 2"
n+1_1
T +xn+1 , 1.7&1
_ r—1
LV.
n+14+1 , v=1
n+2_1
R
_ r—1
n+2 , r=1

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)



2. Beweis: (konstruktiv)

fir x = 1: 5n221:"+1
k=0

fiir x # 1:

Sp=14+xz+...+2"
x8, =+ 2+ ... 2"t

subtrahiere erste Zeile von der zweiten

Sp(r—1) =a"" —1 =

Nochmal mit Summenzeichen:

3
<
<

x (2.7
(2.8
l.n—i—l -1
_— 2.9
1 (2.9)
[
n n+1 n

(x—=1)s, =x8, — s, == m”—g .77”:5 .77”“—5 A= ¥ — x¥

2.2 Kleiner Gauls

Summe der ersten n ganzen Zahlen

Sp:=14+2+...+n

:Zn:k (Z ik> (2.11)

Behauptung:
1
5 = Mt (2.12)
2

1. Beweis: (konstruktiv)

sp=n+n—-1)+...+1 (2.13)
28, = n(n + 1)
1

= S, = % -



2. Beweis: (durch vollstandige Induktion)
(i) Induktionsanfang: n = 1

(]
o~
I
—_

51 = (Definition) (2.14)

_
w‘- I
b

= =1 (Behauptung) (2.15)

(i) n > n+ 1:

n(n+1)
2

(n+2)(n+1)
2

Spi1 =Sp+(n+1) = +(n+1)= (2.16)

2.3 Prinzip der vollstindigen Induktion

Sei A(n) eine Aussage fiir ganze Zahlen (n € Z).

Gilt:

(i) A(ng) ist wahr, fiir ein ng € Z (Induktionsanfang), und
(ii) aus A(n) wahr folgt A(n + 1) wahr V n > ny

so folgt: A(n) ist wahr V' n > n.

Vorsicht: Nie den Induktionsanfang vergessen!
Sonst lassen sich viele falsche Dinge beweisen, z.B.
Behauptung (falsch!): 2" < 3 V0 <z <1

n—n+1:

=" < -
LV.

1 1
— — 2.1
2 0<§<1 2 (2.17)
Aber wir haben keinen Induktionsanfang!
Beispiel: Fiir n > 4 gilt: n? < 27
Induktionsanfang, n = 4:
16 =4><2*=16 (2.18)

n—n+1:

2 =2.9" > 22 =p?4n? > pPHdn=n*+2n+2n > n’+2n+1=(n+1)* (2.19)
L.V.

n>4
O
Notation: Summenzeichen
a, € R (oder € C)
- Jantappit+ .o+ a, , m=2n
;ak - { 0 , m<n (2.20)



Indexverschiebung:

(2.21)

Merke: Was man an den Grenzen abzieht, muss man am Index der Summanden addieren
(und umgekehrt).

Rechenregeln:
Z&k+Zbl = Z(ak —l—bk) (2.22)
k=0 1=0 k=0
CZ ap = Z(cak) (2.23)
k=0 k=0

(Z akl> = <Z akl> <:Z Z akl> (224)

Was ist hier falsch?
Behauptung: Alle einfarbigen Pferde haben die gleiche Farbe.

Beweis durch vollstandige Induktion:

Induktionsanfang;:
Ein einfarbiges Pferd hat offensichtlich die gleiche Farbe (wie es selbst)

n—n-+1:

Wir betrachten eine Menge von n + 1 Pferden. Nehmen wir ein Pferd weg, so verbleiben n
Pferde. Nach Induktionsvoraussetzung haben diese alle die gleiche Farbe. Nun nehmen wir
ein anderes Pferd weg und stellen das zuvor weggenommene wieder dazu. Wieder haben die
verbliebenen n Pferde nach Induktionsvoraussetzung die gleiche Farbe. Den beiden jeweils

weggenommenen Pferden bleibt nichts anderes iibrig, als auch die gleiche Farbe zu haben.
O (bzw. eben nicht!)

10
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3 Binomische Formel

Ziel: .
(a+0)" = Z Cpp 070"
v=0

Hintergrund: Ausmultiplizieren

(a+b)"=(a+b)(a+b) ---(a+0)

7

n‘n:lal
Was sind die Koeffizienten ¢, 7
Definition: (Fakultét)
Fiir n € Ny sei
1 , n=
l— n
e 1-2---n=]J]v , neN
v=1

Notation: Produktzeichen

m

Ha _Japrapgr-cay, , m2n
v 1 m<n

r=n

Y

Definition: (Binomialkoeffizient)
Fir o € R und k£ € N sei

(-2t (i)

Besser mit Produktzeichen:

(;j) — %ﬁ(a —).

v=0

Besonders wichtig fiir ganze Zahlen, also n, k € Ny,

(- e ()

Eigenschaften: n, k € Nj

(i)

(ii)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)



(iii)

(z)”‘”f)“,;f”‘“” L L
:mdim'
(")
(iv) Funktionalgleichung
(0 ()= ()
Bewelis:
Qﬁd>+(z>:%w—1w§—k+nr+mm@kﬂ$:218

n!
- _ 1
Mo hr itk l)
=n-+1
_ (n+1)!
CEl(n+1—k)

_(n+1
o\ k
Bemerkung: Aufbau des Pascalschen Dreiecks aus (i) und (iv).

Satz 1. (Binomi)
Va,beR (oder € C) und ¥ n € Ny gilt

Beweis: (mit vollstiandiger Induktion)
(i) Induktionsanfang, n = 0:
links:

rechts:

0
chva%%ﬂ:<%cﬂwz1~y1:1
v 0

v=0
...oder auch n = 1:
linke Seite:

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



rechte Seite:

(i) n > n+1:
(a+b)"* = (a +b)(a+b)"

S (7)o

' v=0

— i (Z’) al/-‘rl pnv + i (Z) a’ bn+1—V
v=0 v=0

n+1

v=1 v=

_ an—i—l + Z (V ﬁ 1) a’ bn-i—l—u + Z (Z) a’ bn-i—l—u + bn—i—l
v=1 v=1

. n+l1 - n n vint+l—v n+1

—a +Zl[<y_1)+<y)}ab +b

(&

Beispiele:
1.

(a+b)* = a* + 2ab + b*
2.

(x — 1) =2 — 32%y + 3zy® — o/
3. .
n__ on __ n
(1+1)" =2 _Z(V)
v=0
Bemerkung: Stirlingsche Formel (ohne Beweis)
n! ~ QWn(ﬁ) , N — 00
e

Asymptotisches Verhalten fiir grofse n, d.h.

|
lim L

% Ve (2)"

13

1
Z (1) a’ b = (1) a’ b0 + (1) abtt=b+a
v 0 1

_ Z (Vﬁ 1) a’ bn—(u—l) + Zn% (7;) a? prti-v

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



Merke: Die Fakultdt wachst also im Wesentlichen wie n™.

Satz 2. (Bernoullische Ungleichung)
Vn € Ny und Ve € R, x > —1, gilt

(1+2)">14nx

Beweis: (vollstandige Induktion)
(i) n =10, n =1 klar
(i) n > n+ 1:

(14+2)"" =1+ 2)(1 +2)"

> = 2
= (1+z)(1+nz)=14nz+z+ n:z

>1+(n+1)x

(In der ersten Zeile sind beide Faktoren > 0, da z > —1.)

(3.24)

(3.25)

O]
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4 Funktionen einer reellen Variablen

Intervalle ] C R

abgeschlossenes Interval: [ = [a,b] = {r € R|a < x < b}
offenes Interval: I = (a,b) = {r € R|a < x < b}

oder gemischt, z.B. 1 € (0, 1] aber 0 ¢ (0, 1].

Bemerkungen: R = (—o00,00), R\ {0} = (—00,0)U (0, 00)

Funktionen
D C R (d.h. Teilmenge oder gleich R, z.B. ein Intervall)

f:D—R
z = f(x)

Jedem z € D wird genau ein f(z) € R zugeordnet.
D heifst Definitionsbereich von f.
Das Bild von f ist die Menge

f(D)={y€R|dz € D, sodass f(x) =y}.

Komposition (bzw. Verkettung) von Funktionen

f:D—-WCcCR
x> f(x)
g: W —=R
y = 9(y)
Dann existiert auch eine Abbildung
gof:D—R
z = (go f)(x):=g(f(x))

Beispiele:
1.

fR—=>R g:R—>R
S | S )

(oder kurz: f(z) =2+ 1 und g(x) = 2% — 2.)
Sowohl f o g als auch g o f existieren.

fog:x»—)f($3—2):(x3—2)5+1
gof:x»—>g(:c5+1):(:c5—|—1)3—2

15

(4.1)

(4.3)

(4.4)



Bemerkung: L.A. ist fog # go f (hier z.B. Ausrechnen mit Binomi)
2.

[ RS = RS g:R—=R (4.8)
x VT =z —1

g o f existiert und ist definiert durch?
Rf2z—g(Wr)=z-1 (4.10)

f o g existiert dagegen nicht (zumindest nicht fiir alle z im Definitionsbereich von g).

4.1 Folgengrenzwerte

Eine (unendliche) Folge (a,) reller (oder auch komplexer) Zahlen ist eine Abbildung von
N (oder Np) nach R, d.h. wir ordnen jedem n € N ein a,, € R (oder C) zu.

Definition: (Grenzwert)
Eine (unendliche) Folge (a,) konvergiert gegen den Grenzwert «, wenn gilt:
Fiir jedes € > 0 3 ein N(¢), so dass |a, —a| < €V n > N(e). Man schreibt dann

7}1_{20 a, = «. (4.11)
A
e Un
°
[ ® °
o LA ’,;,,!,?,,.,'.,‘,,‘, t 2e
: >
N(e) n
Beispiele:
1. (a,) =1, 3, 5, ... dh. a, = 2, n € N konvergiert gegen Null,
: .1
lim a, = lim —=0. (4.12)
n—oo n—oo 1,

Bemerkung: Ist der Grenzwert 0, so sprechen wir von einer Nullfolge.

SRY := {2z € R|2 >0} =(0,00), Rf :={x € R|z >0} =[0,00), analog R™, Ry

16



2. Die Folge 1,—1,1,—1,1,..., d.h. a, = (—1)", n € Ny konvergiert nicht.

3. Die Folge (a,,) mit a,, = n? konvergiert nicht (divergiert). Hier sagen wir die Folge strebt
nach Unendlich und schreiben

lim n® = o0o. (4.13)
n—oo
wobei:  lim a, = o0 = VK >0 3dN(K), sodassa, > K Vn> N(K)
n—o0 er.

4. lim /n =1 (spiter)

n—oo

5. lim (14 2)" = e~ 2,718 (spiter)

n—oo

Rechenregeln: Sei lim a, = a und lim b, = 8 (“# o0”, also konvergent) dann gilt:
n—oo n—o0

L. lim (a, +b,) =+
n—oo

2. lim (a, b,) = af
n—oo

3. lim - =1 falls a # 0

n—oo °m
Merke: Auseinanderziehen erlaubt, falls alles konvergent

4.2 Funktionsgrenzwerte

Definition: (Grenzwert)*

Eine Funktion f hat an der Stelle xy den Grenzwert «, wenn gilt: Fiir jedes ¢ > 0 3 ein
d(e) > 0, s0 dass |f(z) —a|] < eV x € D mit x # x5 und |z — 29| < d(¢). Man schreibt
dann

1i_)m f(z) =a. (4.14)
A
- 20 _ ' fx)
(670 "SR, - ‘ : ¢ 2e
| : -
Zo X

Bemerkung: Ahnlich schreiben wir lim f(x) = oo wenn gilt:
T—xT0

Fiir jedes K < oo Jein 0(K) > 0, so dass f(x) > K V x # zo mit |z — xo| < §(K).

4Wird nichts anderes gesagt, so gilt fiir den Rest des Kapitels stets f : D — R, wobei D C R.

17
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Beispiele:

1. lima? =14
r—2

1
2. lim — = oo, denn

z—0 [)j'2
1 1 1
— > K 2 — — 4.1
poi & < @ ‘x|<\/? (4.15)
d.h. §(K) = = tut’s
r?—1 -1 (z—1)(x+1) .
3i1_)nix_ =2, denn 1 = p— (fir z # 1)
4. f(z) = — besitzt bei = 0 keinen Grenzwert, denn
> 1 V 0<a<1 d
f(x) x un (4.16)

flx) < —1 V —1<x<0.

Definition: (Rechtsseitiger Grenzwert)
Eine Funktion f hat an der Stelle xy den rechtsseitigen Grenzwert «, wenn gilt: Fiir jedes
e >0 dein d(e) > 0, so dass |f(z) —a| < eV x > xo mit |z — xo| < d(e). Man schreibt
dann
li =a. 4.1
lim f(z) = a (4.17
Analog definiert man den linksseitigen Grenzwert mit z < x.

1
Zuriick zu f(z) = —:
x

1 .1

lim — = 400, lim — = —c0. (4.18)
z—04+ z—0— o
Bemerkungen:
1. Gilt hm+ f(z) = lim f(x) so existiert der Grenzwert (und ist gleich den Beiden).
T—rT0 T—T0—
2. Man schreibt auch
lim f(x) =« oder lim f(z) =2, (4.19)
T—00 Tr—r—00

obwohl das eher wie ein links- bzw. rechtsseitiger Grenzwert aussieht.

Genauer:

lim f(z) = <= fiirjedes e >0 3 K(g) < 00, so dass | f(z) —a| <e V& > K(e).
T—00

Beispiele:
1.
1 3 2
lim — =0 oder lim >~ T2 0 (Zahlergrad kleiner Nennergrad) — (4.20)
T—00 T oo 4a?
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241 241
lim < R 00 oder lim < R —00 (Zéhlergrad grofser Nennergrad)

x—)oo,],’—?) :c—)—oox—?)

(4.21)
3.
) 1+ 222 2

xh_}rgo i i_ 1= 1 oder mll_)II;o ﬁ =3 (Zéhlergrad gleich Nennergrazi) |
4.22

Rechenregeln: Sei lim f(z) = a und lim g(z) = S (wobei |al, || < oo) dann gilt:
T—rT0 T—x0
L lim (f(z)+g(z)) =a+ 5,
T—T0
2. lim (7(0) 9(2)) = o,
3. lim -1 = L falls a # 0.

T—x0 fl@) — a

4.3 Stetigkeit

Definition: (Stetigkeit)

Eine Funktion f ist stetig an der Stelle xy, wenn gilt: Fiir jedes ¢ > 0 3 ein > 0, so dass
|f(z) — f(xo)] < €V x # 20 mit | — x| < 9.

Wir fordern also dreierlei:

1. f(z) ist an der Stelle z = z( definiert.

2. Der Grenzwert an der Stelle 2 existiert.

3. Grenzwert und Funktionswert stimmen iiberein.

Kurz: f stetig in x & lim f(z)= f(xo)
T—xT0
Weiter sagt man f ist stetig auf einem Intervall I C R wenn f in jedem Punkt zy € [
stetig ist.
Beispiele:

1. Monome & Polynome sind iiberall stetig, rationale Funktionen iiberall dort, wo der
Nenner nicht Null ist.
2.

flz)=— (4.23)

Untersuche Stetigkeit bei xq = 0:
f(0) existiert nicht = nicht stetig in 0 (Singularitit, Polstelle)
3.

1 , >0
f(z)=sgn(z) =< 0 , z=0 (4.24)
-1, <0
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Untersuche Stetigkeit bei xq = 0:
f(0) = 0 existiert

1ir% f(z) existiert nicht, denn

T—

lim f(x)=1 aber lim f(x)= -1

rz—0+ z—0—

= nicht stetig in 0 (Sprungstelle)

Untersuche Stetigkeit bei xq = 2:

f(2) =1 existiert,

lim f(z) =1= f(2),

T—2—

aber xliglJr flz)=2

= nicht stetig in 2 (Sprungstelle)

Merke: Fine stetige Funktion kann man ohne Absetzen zeichen.

ro={s 17

, v=1
Untersuche Stetigkeit bei xq = 1:
f(1) = 3 existiert,
aber lim f(z) =1
z—1
= nicht stetig in 1

Untersuche Stetigkeit bei xq = 1:

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

f(1) ist nicht definiert (0 durch 0 — Definitionsliicke), also auch nicht stetig in 1.

Allerdings existiert lirri f(z) = 2 (s.0.); definiere nachtréglich
T—

f(1):=2,
Ubrigens, fiir die so stetig fortgesetzte Funktion gilt

f(:c):{f:f el

2, =1
=z+1
1, z<1
Untersuche Stetigkeit bei xq = 1:
f(1) =1, lim =1 und lim =1,
rz—1+4+ r—1—

also stetig in 1

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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Analog zu den Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt:
1. Sind f und g stetig auf I C R, so sind auch f + g, af (o € R) und fg stetig.
Auferdem ist / stetig V x € I mit g(x) # 0.
g

2. Sind f: I — Rund g:J — R stetig auf I bzw. J, und ist g(J) C I, dann ist auch
f o g stetig auf J.

4.4 Asymptoten

Néahert sich eine Funktion einer Geraden beliebig nahe an, so nennt man die Gerade eine
Asymptote der Funktion (bzw. des Funktionsgraphs).

Waagerechte Asymptoten
Gilt
lim f(x)=a oder lim f(z) =0, (4.32)

T—00 T——00
so hat f eine waagerechte Asymptote y = a bzw. y = b.

Senkrechte Asymptoten
Hat f eine Polstelle bei x = a, d.h.

lim |f(z)] = o0 oder lim |f(x)| = o0, (4.33)

r—a+ T—a—

so hat f eine senkrechte Asymptote x = a.

Schiefe Asymptoten

Gilt (a # 0)
xh_}lrgo[f(:v) —(ax+0)] =0 oder wli}r_noo[f(x) — (ax +b)] =0, (4.34)

so hat f die schiefe Asymptote g(z) = ax + b.°
Beispiele:

L f(r) =1

waagerechte Asymptote y = 0 (z-Achse)
senkrechte Asymptote z = 0 (y-Achse).

322 +4
2. =
/(@) 202 — x
waagerechte Asymptote y = %

senkrechte Asymptoten x = 0 und z = %
®Wir schreiben dafiir auch f(z) ~ ax + b und meinen dann nicht nur lirjr; ;;(i)b =1 (vgl. Abschnitt 3,
Tr—r 100
Stirlingsche Formel) sondern auch f(z) — az ~ b, d.h. lim L8 — 1

z—+o0
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322 + 4
3 f(@) ="
senkrechte Asymptote x = 1
schiefe Asymptote. .. Polynomdivision

307 44):(e—1) =30 +34 — (4.35)
32243z r—1
3r+4
—3x+3
7

schiefe Asymptote g(z) = 3z + 3

4.5 Differentiation
Definition: Sei I C R offen, x € I. Die Funktion f : I — R heifst differenzierbar in z, falls

existiert. Wir nennen dann

d . fle+h)— f(z)
/ o —
fz) = f(x) = lim - (4.37)
die Ableitung von f an der Stelle x. Ist f V x € [ differenzierbar, so heiflt f auf I
differenzierbar.

Sekante
Tangents

Funktionsgraph

f(x+h)-f(x)

Anschaulich: f/(x) ist die Steigung der Tangente an f im Punkt (x, f(x)).
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Analog fiir hohere Ableitungen:

) =196 = (3 ) f(@)

de (4.38)
f/// — f(3) — dg_f ete
da3 '
Bemerkung: Damit die Ableitung existieren kann, muss (notwendigerweise)
lim f(z 4+ h) = f(z)
h—0
gelten. (Stetigkeit in x)
Beispiele:
. frx—a2", neNy
n=0: f(z)=1
= f(r+h)— f(x) =0 VYh und Vz
= f'(z) =0
beliebige n > 1:
(x_i_h)n_xn_ 1 - n n—v v n
finy fin g (2 ()=
n n—1 n
_ n—v v—1 _ 71 n—v—1 v
<y 3 (0) e = ()
(4.39)
n—1 n
_ n—1 n—v—1 v
_}111_{%[<1>:L' —I—V:1<V_'_1>ZL' h]
— 0
h—0
=na"!

Gilt iibrigens sogar fiir n € Z \ {0}, z.B. f(z) = *:

1 1 1
f'<$>=}£%ﬁ(x+h‘;)
.1 fx—(z+h)
— i 4 () 440)
R N R
_hl—%}j{(x(x+h))__p

[\]
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s =l ={ % 22 (4.41)
f’(af)z{_l1 izg (4.42)

1'(0) existiert nicht.

3. 1<k<n, f(x)=a"

f(k)(x):n(n—l)...(n_k+1) 2k

_ (Z) - (4.43)

Satz 3. (Differentiationsregeln)
Seien f und g in x differenzierbar. Dann gilt

(i) Linearitat: af + bg ist differenzierbar in © ¥ a,b € R, und es gilt
(af +bg)(x) = af'(x) + bg'(x) (4.44)
(ii) Produktregel: f - g ist differenzierbar in x, und es gilt
(f9)'(z) = f'(x) g(z) + f(z) g'(2) (4.45)

(iii) Kettenregel
Sei f differenzierbar in g(x) = f o g ist differenzierbar in x mit

2 fgla) = Flo(a) g @) (1.46)

Beweise folgen direkt aus Rechenregeln fiir Grenzwerte (i); oder gleich mit Klein-o (i)—(iii).

Bemerkung: Aus (iii) und der Ableitung von * folgt

1Y d@ S
(g(x)) 9%(x) (falls g(z) # 0) (4.47)

und daraus mit (ii)

(i)/ = (f 1)/ = f’1 + f (—%) = Ljd (Quotientenregel) (4.48)
9 g g g 9

Beispiele:

1 ((2*+1)° + 7z’ o ((z*+1)°) +7 = 5(z% +1)* (22) +7
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2. flz)=z=av, x>0 (neZ\{0})

definiere g(x) = 2" = go f existiert

g(f(z)) = (x%>n =z, x>0 (4.49)

1 , L 2z

4.5.1 Alternative Definition mit Klein-o

Differenzierbarkeit von f in xqy bedeutet Approzimierbarkeit in der Nihe von xy durch eine
Gerade, namlich die Tangente ¢ im Punkt (xo, f(x0)),

t(x) :== fxo) + f'(x0)(x — x0) . (4.52)
Lemma 4. f diffbar in xg < 3 a € R, so dass
f(z) = f(zo) +alx — x) + o(x — ), x— 0. (4.53)

Wir nennen dann a = f'(xy) die Ableitung von f an der Stelle xy.

Dabei sagen wir f(x) = o(g(x)), x — xo, falls gilt

@)
xli)I?o o) 0. (4.54)

2
3
4. e =o(z™"), x = 00, V¥V n € N (Beweis spiter)
5. z=o0(1),z =0

6

. xo(z) =o(x?), x — 0
Was bedeutet diese Gleichung eigentlich?
Jedes Klein-o, das irgendwo auftaucht, ist ein Platzhalter fiir eine Funktion, die wir
nicht genau kennen, oder die wir nicht genauer angeben wollen, fiir die wir aber etwas
iiber ihr Verhalten in einem bestimmten Limes wissen.
In Worten bedeutet z o(x) = o(z?), x — 0, also:
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Wenn g(z) fir @ — 0 schneller verschwindet als x,
dann verschwindet x g(x) fir x — 0 sogar schneller als .
Und wie zeigt man das? Zum Beispiel so (hier alles fiir x — 0):
g(x)

B , B . wg(x)
g(xr) =o(r) <& }g% 7 =0 = }g% x?

=0 < axg(r)=o0(z?

Und nachdem wir so etwas einmal gezeigt haben, merken wir uns, dass wir mit
diesem Argument beliebig Faktoren in das Argument des Klein-o hinein (oder aus
ihm heraus) ziehen diirfen.

7. Analog zeigt man auch o(z) 4+ o(2?) = o(x), x — 0 oder o(z) o(z) = o(x?) (siehe
Ubungen). Zusammen konnen wir das dann z.B. wie folgt verwenden:
(1+z+o0(x)(5—z+o0(x)) =5+4z + o(z), z — 0, denn

1+z+o(x)][5—x+o(z)) =5+ (5—-1)x ;/xj—k (1+z)o(z)+ (5 — x)o(x) + o(x) o(x)

¥o(m) :o(m):—o(xZ)J ¥:o(m)\—|r—o(x2)J =o(x?) P
—o(x)
Beweis von Lemma 4
f(x) = f(@o) + a(x — xo) + oz —x9) | = f(zo)
& f(z) = f(zo) = alz — z9) + o(z — o) |+ (z — @o)
o f(2) = f(xo) _ a+o(1)
r — 2o
o qim L@ S@)

Y

T—T0 r — 2o
d.h. “=” wenn f diffbar in 2, dann 3 so ein a, und a = f'(zy),
“«<” wenn so ein a existiert, dann ist f diffbar in xg, und f'(zo) = a.
Beispiele:

1. Beweis der Kettenregel. (Satz 3 (iii))
Sei f(x) = g(h(x)), h diffbar in zq und ¢ diffbar in yo := h(zg).

f(@) = g(h(zo) + h'(z0) (xv— o) + o(x — x9) ) (da h diffbar in z)
= 9(y0) + g () (y — y(.)) +o(y — vo) (da g diffbar in yo)
= g(h(z0)) + ¢'(h(z0)) (K (z0) (z — m9) + o(x — x0)) + o' (20) (x — 20) + o(x — l’o))J
=o(x—xq)
= g(h(z0)) +9/(h($0))h,(ﬂ702 (z — o) +g,(h($o))0($ — 20) + o(z — m9) 0
— ~ ~
f(zo) J'(z0) =o(z—x0)
(4.55)
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2. ’Hospitalsche Regel.® Wir suchen
44 99
i 4@ 0

—l = - 4.56
T—20 g(x) 0 ( )
also f(z9) =0 = g(xp). Falls f und ¢ diffbar in z¢ und ¢'(zq) # 0, so gilt
oo @) M+ F(xo)(x — o) + oz — x0)
50 " T gtea)(o o) +ole 0
o 0 o) (4.57)
=0 g'(20) + o(1)
_ f'(x0)
g'(o)
Gilt analog fiir”
14 7
IACI (4.58)
==z g(x) 00
Beweis der Kettenregel und Asymptoten (Abschnitt 4.4) kommen noch.

Die eigentlich auf Johann Bernoulli zuriickgeht. . .
"Denn (lim f(x) = +oo, lim g(z) = +o0)
T—T0 T—T0o

1
a:= lim M = lim g(lx) vom Typ Y
) A €1 00) i A DI A
= lim —4~*%— = lim ——~—-——+< =¢a° lim
P I T o ()P @) e (@)

a = lim I'(x)
Y

(falls existent!)
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4.6 Die Exponentialfunktion

::<1+-%>n (4.59)

Wir zeigen zunéchst, dass a, nach oben und unten beschriankt ist:

Eulersche Zahl:

1 n
<1 + —) >14+1=2 (Bernoullische Ungleichung, Satz 2) (4.60)
n
RAL ji m) (LY (Binomi, Satz 1)
-] = — inomi, Satz
n v=0 v n ’
— n” u
<1
" " 4.61)
1 1 (
< —=1 —
a v=0 v ' ; V!

n n—1 v 1\n
1 1 1—(35
<1+ T = 1+ <§> =1+ # (geom. Summe)
—0 2

In (*) haben wir verwendet, dass v! > 2"~! fiir v > 1.
Beweis dafiir: (vollstindige Induktion)

v=11=1=2°

vov+1L (v+D)=w+1)-v > w+1)-2071 > 2. O

Y v>1

<

Bis jetzt wissen wir also:

2<a,<3 (4.62)

Jetzt zeigen wir noch, dass a,, monoton wachsend ist, d.h. z.z. ist a,, .1 > a,, bzw. % > 1.
mn

1+ 1+ nt

) r D
_n+1< n+1+1)( +1—U)
(n+1)2 (4.63)
_n+1 (n+1)2-1\"" n+1 . I
B ( (n+1)2 ) oo <_(n+1)2)
n+1

v

(1 — 1) 1 (Bernoullische Ungleichung, Satz 2)
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Die Folge a,, wichst monoton und ist nach oben beschrinkt — es bleibt ihr nichts anderes
tibrig, als zu konvergieren. Den Grenzwert nennen wir e (Eulersche Zahl), und wir wissen
bereits

1 n
2<e= lim (1+—) <3 (4.64)
n— 00 n

Numerisch findet man e = 2, 718281828459 . ..
Exponentialfunktion: Wir definieren
exp(x) := lim (1 - E) : r€R, (4.65)
n

n—oo

und schreiben spéter auch exp(z) = e”.
(Dass €” eine berechtige Schreibweise ist, ist erst noch zu zeigen — vgl. Satz 5, (ii).)

Bemerkungen:

1. Analog zu oben zeigt man auch hier, dass die Folge fiir alle x € R monoton wéchst
und beschrinkt ist = Konvergenz. (Details nicht schwierig, nur unhiibsch)®

2. exp(0) = 1 (offensichtlich)

3.
exp(z) > 14z, (4.66)
8
’(1+m>“ <i n m”_in(n—l)---(n—l/—i—l) |x|”
n T =\ In B ‘ nv v!
<1
LA S i
- v v! v!
v=0 v=0 v=N-1
N72|T|V n |T| | |,, n— N+1| |1/+N 1 N— T|’/ 1— (L]%[‘)n N+2
z N-1
S ort 2 weww Z Y Z o+ lel —c
v=0 v=N-—-1 v=0 v=0 N
= |z]” N-1_ N v—N+1 g
< + || , (+): vI>N firv>N-—-1 (vollst. Ind.),
i N — |z|

also nach oben beschriankt, da Ergebnis nicht von n abhingt
(N wird allein durch x festgelegt, || < N < n)

n+1
<1+n_+1>  (n+l+)"n® n+a n24n+ne \""' n+a i x e
n n2+nr+n+zx n2+nr+n+zx

(n+az)"(n+ 1)+t n
-
S eers) 2 ()

(Bernoulli klappt wieder fiir |z| < n, also fiir hinreichend grofse n.)
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denn

(1+2)" > 142, falls >-n,  (Bemoull (4.67)
n
d.h. falls n grok genug; = lim (1 + £)" > 1+ z.
n—oo
4.
exp(z) < wexp(z) + 1 (4.68)
bzw. exp(z) - (1 — z) < 1. Beweis:
(1+2) a-0 < (1+3) (1-2) = (4.69)
n ) n n
wobei (x): Bernoulli, falls n grofs genug.
Fiir hinreichend grofse n gilt weiter
22
0< (1 - ﬁ) <1 (4.70)
und damit auch die Potenz, und fiir n — oo folgt die Behauptung.
5. i
lim (1+=) =1 (4.71)
Jim (1+35) = -
Beweis:
([ e
n2) —~ v n2) — nv
" v 4.72
<14l Z(")(f) 1 (472)
n y 14 n n— o0
beschriankt durch exp(z)
Analog gilt lim (1 + #)n =1Ve>N0.
n—oo
Satz 5. (Eigenschaften der Exponentialfunktion)
(i) exp(0) =1
(ii) Funktionalgleichung  exp(z)exp(y) = exp(x + y)
(iii) exp(x) >0 VzeR
(iv) exp ist streng monoton wachsend, d.h.
x>y = exp(r)>exp(y) (4.73)

(v) exp ist stetigV z € R
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vi) exp st diffbar V x € R mit exp’ = ex
(vi) exp p p

(vii) lim exp(z) = oo und lim exp(x) =0
T—00 Tr—r—00

(vili) Vn € N gilt lim CXQI;# =00 und lim |z|"exp(z) =0

T—r00 T—r—00

Beweise:
(i) klar 1t. Def.

(i)

(1 + %)n (1 + %)n — exp(x) exp(y)

n—o0

B Tty vy " x+y\" Ty !
(e ) = () (1 )

(.

-~

— 1 (Bem. 5)

— exp(z +v)
(4.74)

1
(iii) x > 0: €* > 0 (It. Def.) = e = — > 0, d.h. €* > 0 auch fiir x < 0
ex

Bemerkung: Aus der Definition von exp (oder aus Bem. 3) folgt sogar ¢* > 1V x > 0.

iv) x <y: €Y =¢eVtT T =¢tel™® 5 e?
(iv) = <y &
>1
(v) z.z.: lime*™ = e”
h—0

lim " = ¢” lim " (4.75)
h—0 h—0

z.z. bleibt Stetigkeit bei Null.
Fiir |h| < 1 gilt It. Bem. 3 und 4:

1
1+h < e < —— .
Igh <o < —. (4.76)
h—0 —1
h—0
also auch lim e = 1.
h—0
(vi)
ex-l—h — et eh -1
=" 4.
h e — (4.77)

d.h. e* diffbar in © < €% diffbar in Null.
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Wieder 1t. Bem. 3 und 4 gilt fiir A > 0:

_ h _ h _
1+h 1<e 1<he+1 1

h - h h
h
e’ —1
d.h. 1< <eh —1,
h—0
also lim ehT_l =1 (und analog fiir h < 0).
h—0+
(vii) It. Bem 3 gilt: ¢* > (1 4+2) = lim e =0
T—00
und auch lim e = lim e™® = lim e% =0
T—r—00 T—00 T—r00
(viii) lim & = lim —%— = ... = lim & = oo
z—oo T VH. z—o0 ¥ I’'H. r—o0 ™
lim |z["e® = lim z"e™® = lim Z- = 0

X
T——00 r—00 x—o00 ©

4.7 Umkehrfunktionen

Definition: f: A — B (z.B. A, B C R) heift
— surjektiv, falls jedes b € B als Bild auftritt (b € B = Ja € A mit f(a) =b),
— injektiv, falls: a # a = f(a) # f(a) V a,a € A,
— bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Bemerkungen:

1. f: A — B nicht surjektiv — “heilbar”, denn
B:=f(A)={be B|Jaec A, sodass f(a) = b}
= f: A — B ist surjektiv. Z.B.

fR—>R

x> 2’

ist nicht surjektiv, denn —1 € B = R tritt nicht als Funktionswert auf.
f(A) = R{, und damit ist

[ R—=RY

x> x?

surjektiv.

2. fehlende Injektivitat ist kritischer, z.B.
[TR—-RS

T
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ist nicht injektiv, denn (—1)* = 1% aber —1 # 1.
iR =Ry f2: Ry = RS (4.83)
T 2 T 2’ (4.84)
sind injektiv (und bijektiv).
3. Ist f: A — B bijektiv, so existiert in natiirlicher Weise eine Funktion
=t B — A

b F(@) o g (4.85)

1
genannt Umkehrfunktion von f. ( 14 ?)

4. f: A — B bijektiv
= es existiert f1: B — A
dh. f~lof:A— Asowie fof':B— B
mit (f "o f)(z) = fH(f(x) =z VzeA
und (fo f)(x) = f(f(z)) =2z V2 eB
5. Der Graph von f~!ist der Graph von f gespiegelt an der ersten Winkelhalbierenden.
6. Streng monotone Funktionen sind injektiv.
7. Sei f: A — B diffbar, dann gilt

f(x)>0VaxelCA = fiststreng monoton wachsend auf I

4.86
f(r)<O0VxelCA = fiststreng monoton fallend auf I (486)
Beispiele:
1.
iRy =Ry Ry — RYE (4.87)
x — T T
fo: Ry = RY iR — Ry (4.88)
z — 2’ T —\/T
ftofs:Ry » Ry faofy' Ry = Ry (4.89)
13.11.2019
2. f:R=R, f(z)=2 = ft=f
3. f1R—=R, f(z)=22+x
1
fl(z)=2x+1 : f(x)>0 V z>—3 (4.90)

1
fl(z) <0 V r<—3
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f(_%) = —i ; lim = oo, f stetig (4.91)

r—+oo

= jedesy € [—i, o0) tritt als Funktionswert auf; d.h.

fii[=3.00) = [=f,00)  und o (=00, —3] = [~§,00), (4.92)
beide mit derselben Abbildungsvorschrift wie f, sind surjektiv
und (da monoton) auch injektiv, d.h. bijektiv.

= it [=1,00) = [—3,0) und foti[=1,00) = (=00, —3]  (4.93)
Wie sehen die fj_1 aus?
Nenne y = f(x), und da (f 1o f)(z) =z gilt f~1(y) = .

Lose also y = f(x) nach x auf!

y=1*+x & P +r—y=0 (4.94)
—-1+/1+4
quadratische Gleichung: x = 5 T —% T4\/y+ i

= fille)=-3+Jz+1

(4.95)
ol (@) =—3 =z +]
Satz 6. (Ableitung der Umkehrfunktion)
Ist f: I — J bijektiv und diffbar, dann folgt
[~V J = I ist diffbar ¥V x € J mit f'(f~1(x)) # 0 und es gilt
FV () = % (4.96)
ff =)
Beweis:
Man zeigt zunéchst, dass f~! diffbar ist (ohne Beweis).
Dann wenden wir auf f(f~!(z)) = = die Kettenregel an,
FU @) f @) =1 (4.97)
Mit Division durch f/(f~'(x)) (das war # 0) folgt die Behauptung. O
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4.8 Der Logarithmus
Definition: Die Umkehrfunktion von exp : R — R™ heifit (natiirlicher) Logarithmus,
log : RT — R (4.98)

Manchmal schreibt man statt log auch In (logarithmus naturalis).

also: el8? = 7 fiir x > 0 und log(e”) = x fiir x € R.
Bemerkung:
e” ist injektiv, da streng monoton wachsend
lim e* =0, lim e* = oo
T—r—00 T—00

= exp(R) = (0,00)

Satz 7. (Eigenschaften von log)
(i) logl =0, loge=1

(ii) log(zy) = logz + logy
(iii) zli>m+ logz = —o0, xh_{go logz = 00
(iv) (logz)' =1 ,z>0

= logx ist streng monoton wachsend

Beweis:
i)e?=1 = logl=0
el=e¢ = loge=1
(ii) elogm—i—logy _ elogw elogy = zy = elog(wy)
Da e” injektiv folgt Behauptung.

(iii) lim ¢*=0 <  lim logx = —oc0
T——00 r—0+

lime* =00 <« limlogx =00
T—r00 T—>00

(iv) e® diffbar und (e*)’ > 0, also insbesondere # 0

—>  logx ist diffbar, mit
Satz 6

;- 1 B 1 - l
log ) = i og@) ~ oxpliog@) = (4.99)
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4.9 Weitere elementare Funktionen

Allgemeine Exponentialfunktion

Fiir a > 0, definieren wir

R — R*
. tlosa (4.100)
T a¥=e"%,
Es gilt dann
log(a”) = log (e"'*#*) = zloga. (4.101)
Umkehrfunktion: Logarithmus zur Basis a
Fiir a > 0, a # 1 definieren wir
log, : R* - R
1 4.102
x +— log, x = =k ( )
log a
Denn, z.B.,
log(a®) xloga
1 ) — = = 4.103
0g,(a”) oga  loga " (4.103)
Also: log, = log = In.
Auch gebrauchlich: Ib := log,, Id := log,, lg := log,.
Allgemeine Potenz Fiir o € R definieren wir
RT — R
. (4.104)
x> xt = e* 8T,
Umkehrfunktion (falls o # 0):
T ga (4.105)
Hyperbolische Funktionen. Siehe Ubungen.
Eigenschaften und Rechenregeln. r € R™, o, € R
1. (2%)P = 2%
2. xotP = g g
3. log(z®) = alog z
Bemerkungen zur Notation:
2 = 2" log % = log(x) (4.106)
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4.10 Trigonometrische Funktionen

Einheitskreis (Kreis mit Radius 1)

Umfang 27 (Definition von )
A

—_—

<€

<€

definiert sinx und cosz fiir 0 < x < 27
2m-periodisch fortgesetzt, d.h.

COSs X

r=1

\V\ .

sin(x 4 2mn) = sin(z) Vn € Z.

(ebenso fiir cos)
sin

tanx 1=
cos T
wo definiert.
Spezielle Werte:
sin0 =0,
T
sin— =1,
2
Translationen:
sin(z +7) = —sinx

sin(z + §) = cosx

Weitere wichtige Beziehungen:

1. sinz + cos?z = 1V = (Pythagoras)

und

cos
cotrx = — ,
sinz
cos0 =1
7T
cos = =0
2
cos(x +7) = —coszx
o
cos(z + §) = —sinz

und damit auch |sinz| <1, |cosz| <1V zeR

2. sin(—x) = —sinx, cos(—z) =cosx
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3. Fiir 0 <z < 7 gilt (siche Abbildung):

sinx <z < tanz.
Satz 8. (Additionstheoreme)

sin(x + y) = sin x cos y + Cos & sin
(z+y) y+ coszsing (4.112)
cos(r +y) = coszcosy — sinzsiny

Beweis:
Laut Translationseigenschaften geniigt es, die Additionstheoreme fiir x,y > 0, v +y < §
zu beweisen.

h=acosz, h =bcosy
p=asinx, q =bsiny
ph  absinz cosy gh  abcoszsiny
2 2 2 2

Hb  absin(z +
A1+A2:7=# (+)

(%) und (4) = Behauptung

cos(x +y) =sin(z+y+3)
= sinz cos(y + 5) + coswsin(y + ) (4.113)
= sinz(—siny) + cosz cosy

Korollar zu Satz 8.

(sinx) =cosx  und (cosx) = —sinx (4.114)
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Beweis: (fiir sin z; cos x folgt aus sin(z + §) = cos z)

. sin(z+h) —sinz | sinxzcosh+ coszsinh —sinz
lim = lim
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 . sinh
= sinz lim ———— + cos z lim
h—0 h h—0

reduziert auf Ableitungen von sin und cos bei Null.
Aus Beziehung 3 folgt fiir 0 < x < § (Kehrwerte):

1 1 1

- > - >

sin & x tanx
sin x

= 1 >

> cosxr — 1
X x—0

und damit

=1 (analog fiir h — 0—)

Der andere Limes wird Null:

1,mcosh—l i V1—sin’?h—1+y1—sin?h+1
1 — — 11
h—0 h h—0 h V1 —sin?h+1
, (1—sin®h) — 1
= lim

h=0 py <\/1 —sin’h o+ 1)

_ _(q sin h . sin h
— ok h20 /1 — sin? o+ 1

Die Umkehrfunktion des Sinus heilst Arcus Sinus, z.B.

arcsin : [~1,1] — [-7, 7] (Hauptzweig)

...anderer Zweig: [~1,1] — [T, 37”]

...viele Zweige: [—1,1] — [2=tr, 22t7] n e Z

Hauptzweige der anderen trigonometrischen Funktionen:

arccos : [—1,1] — [0, 7]
arctan: R — (=3,
arccot : R — (0,7

)

e VIE]
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Ableitungen (Hauptzweige): (mit Satz 6)

1 1
. /
arcsinz) = —

(arcsin.z) cos(arcsin(z)) /1 — 22
1 1

(arccosx)’ = — S

— sin(arccos(x)) V1—a2
(tan z)’ = sinz )’ _ cos’ ¥ + sin® x _ 1 (4.121)
cos cos? x cos? x
=1+ tan’x

1 1

tanz) = =
(arctan ) 1+ tan?(arctanz) 1+ 22

4.11 Potenzreihen

Beispiel: Die endliche geometrische Reihe war (z # 1)
n+1

- 11—z
Vo — 4.122
;x — (4.122)

Fiir |z] <1 gilt lim 2" = 0, und damit
n—o0

oo 1
E V= 4.123
I/:Ox 1_']:’ ( )

[e.9] n
wobei > a, := lim > a,, d.h. wir untersuchen das Verhalten
v=0 =00 ,—Q

n
der Folge der Partialsummen, s, := > a, fiir n — oc.
v=0

Reihe: Z a, (Summe mit Grenze oo)
Potenzreihe in z: Z a, " (4.124)

oder auch E an (x — zo)" mit festem zy € R

n=m

Allgemeine Idee: Suche Approximation fiir Funktion f in der Ndhe von x, (so oft diftbar
wie notig):
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e f stetig in xy = kann dort nicht springen — einfachste Naherung: f(z) ~ f(xo) fiir =

in der Nahe von zg

4\

e f diffbar = Tangente an der Stelle x( existiert — etwas bessere Naherung: f(x) ~

f(xo) + f'(x0)(x — x0) fiir x in der N&he von

—
[

4k %(‘) = 4,1LK)

Alx) = £6)

4
11/ UK') T4’l4 (")

2

4’

X, X

e Niherung, g(z), soll auch Anderung der Steigung (f”) beriicksichtigen — Ansatz:

9(x) = fxo) + f'(x0)(x — 20) + c(x — m0)

(4.125)

Offensichtlich gilt bereits f(z) = g(x¢) und f'(z¢) = ¢’(xo). Bestimme ¢ aus Forde-

rung

(o) = g"(0)

J"(x) = 2c =

2
Hohere Naherungen: Ansatz,

n

Tin(z) = ZCV(I — 19)"

v=0

und bestimme die ¢, aus Forderungen

F(20) = T (zg),  p=0,....n

n

Tfm(u) (z) = Z v —1)(v—p+1) e, (z —x0)" "

v=p

= Tf,n(“)(:co) =pulc,
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d.h. wir erhalten

¢, = f(u)y(!%) (4.131)
Wir nennen . 22.11.2019
Tin(e) =3 f(Vj/(!:Bo) (x — 0)” (4132)
v=0
das n-te Taylor-Polynom von f und
Ty(x) = i f(ul)/(!%) (z — 20)” (4.133)

die (formale) Taylor-Reihe von f.
Fragen:

o Ist T, (z) eine gute Ndherung fiir f(z) in der Ndhe von z(?

e Konvergiert 7¢(z)? (Und fiir welche z, und gegen welchen Wert?)
Vermutung: Nichster Term der Entwicklung als Maf fiir den Fehler .. .7

Satz 9. (Satz von Taylor)
Sei f: 1 =R, I=(a,b) CR, n+ 1 mal diffbar. Dann gilt fir z,xq € I

noofw)
flz) = ; : V(!IO) (& = @0)" + Rn(2), (4.134)
und fiir v > xo 3 € € (xg,x) (fir x < xo 3 &€ € (v,20)) mit
(n+1)
Ry(z) = Jznfl(;) ( — )" (4.135)

R, heifit (Lagrangesches) Restglied, xo heifst Entwicklungspunkt.

(momentan ohne Beweis)
Bemerkungen:
1. Insbesondere gilt f(x) = Ty, (z) + o((x — x)").
2. Es gibt auch andere Restgliedformeln (z.B. spiter Integralrestglied, dann mit Beweis).

3. T¢(z) konvergiert also genau dann gegen f(z), wenn

lim R,(z) =0 bzw. wenn lim |R,(z)| =0. (4.136)

n— oo n—oo

4. Falls lim |R,(z)| > 0 (oder gar nicht existent), dann divergiert T (z) (meistens) oder
n—oo

konvergiert gegen eine andere Funktion (selten).
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5. Sei |x; — x| < |X — x| < |w2 — 0], dann gilt:

aus lim |R,(X)|=0 = lim |R,(x1)] =0

e nree (4.137)
aus  lim [R,(X)| >0 = lim |R,(x9)] >0
n—00 n—00
X —z
] ol i -
| | | | 1 |
1 — 1 | -
4 Ty o Ty X T2
d.h. wir finden einen Radius R > 0 mit

Tynlw) () ¥ o= 20| > R
6. Sei f in x; singulér (Pol,...), dann gilt R < |xg — 24].
Beispiele:

L |z] < 1:

LS (so) (4.139)

Fiir |z| > 1 divergiert die Reihe (Summanden wachsen an).
2. f(z) =e" = fW(z) =¢"

—S0) L,
Tr(z) =) S = ZJ (4.140)
v=0 v=0
lz] < K € R*:
frD(€) . T+ T
R, — |4t g
[ B ()] CES T2 nr1
< eK l’-l’ . e l’ l’ . x .« .. x
K<N<n 1-2.--(N-1)N-(N+1)---(n+1) (4.141)
[L’N_l K n—N+2
< ef | —— — — 0
= Vo) (N) e
hingt nicﬁvonnab n:;o()\,rda K/N <1
Also .
=) — VzeR, (4.142)



3. f(x) =log(l+x), |z| <1

1 [e.9] o0
fla) = 57— = (~0)" = (-1)"" (4.143)
1 +z v=0 v=0
0 !
Da Z(—l)”y 1 + ¢ gliedweise differenziert f’(x) ergibt, vermuten wir
v=0
[e.9] l’y
log(1 =c— —1)"— 4.144
ou(1+2) = e~ 3 (1, (4.144)

und folgern aus f(0) =log1 =0, dass ¢ = 0.

Bemerkung: Falls Reihe hiibsch, diirfen wir gliedweise differenzieren (und integrie-
ren); eigentlich brauchen wir dafiir gleichméfige Konvergenz (machen wir aber nicht).
Fiir Taylorreihen und z innerhalb des Konvergenzradius’ geht alles gut.

4. Binomische Reihe: f(z) = (1 +2)% a € R\ {0}

) =afa—1)---(a—v+1)(1+x)* = () = (loj) (4.145)

vl

also

14
v=0

(1+2)* = i (O‘) 2 Yz <1 (4.146)

Konvergenzradius ohne Beweis

Spezialfille:
e o =n € N: binomischer Satz (sogar fiir alle z € R)
e o = —1: geometrische Reihe,
- —1)(=2)--- (-1 — 1
v v!
e a=1:
(V2
\/1+x—zo(y)x oz <1 (4.148)
5. sin®)(2) = (—1)sinz, sin®*(z) = (=1)cosz, also
sinz = f: =07 2t VzeR (4.149)
— (2v+1)!
analog:

cos®)(z) = (—1)" cosz, cos® T (z) = (—=1)"'sinz, also

(_1)1/ v
cosxzz @) z? VezeR (4.150)
v=0

27.11.2019

44



10.

1 o0
(arctanz) = i ;(—1)V1'2V> x| <1
folgere
0 v+l
tanz =Y (1)
arctan x Z( ) 2V+1—|—c

v=0

mit ¢ = 0 da arctan0 = 0.

sing 1 (=1)" i _x~ (5D, @’ 2
= — - v g - v — 1——
- x§(2y+1)!x ;(2u+1)!x g o)

Anwendung: Grenzwerte berechnen

lim r?sin' - lim 9322(55 + o(x))* lim :)32(1': + o(z%))
z—0 (cosaj — 1) z—0 (1 — % + O(:L’z) _ 1)3 xz—0 _% + O(:L’6)
2% + o(2%)

z6 6
x_m‘—Q;‘FO(i )
... besser als sechsmal I"'Hospital!

1 _
T um g =3

n=0
fir |23 <1 & |z-3|<2
1e — <Z x_'> <Z x”) , fiir |z| <1 (wg. geom. Reihe)
- V!
v=0 n=0

_ (1+x+%2+0(x2)) (142 + 2 + o(2?))

2
:1+2x+§x2+0(x2), r—0
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allgemein (Cauchy-Produkt):

v=0 pu=0

n .=
<; " x) (; g xu) =2 D avba V. 00......073
K v

= iZaV b, "

n=0 v=0

Erlaubt, falls alles hiibsch (beide Reihen absolut konvergent,
d.h. z.B. Y7 Ja,x”| < 00). Damit nochmal

e’ = xv >
o (E5)(E) e

v=0

-y 1 on (4.158)

! 11 11 1\, )
= — 4 64—? T+ a‘l‘ﬂ‘l‘g ZL"l’O(ZL’)

11. Weitere Anwendung: Lokale Extrema

Definition: xy heifst lokale Maximal- bzw. Minimalstelle von f, wenn gilt:
f(x) < f(xo) bzw. f(z)> f(zro) V x #x9 in einer Umgebung von xq .
xo heifst Extremalstelle von f, falls zy lokale Maximal- oder Minimalstelle ist.
Sei f: (a,b) — R zweimal stetig diffbar. Es gilt
(i) o ist Extremalstelle = f'(zo) = 0. (notwendige Bedingung)
(ii) f'(x9) =0 und f"(zg) <0 = zq ist lokale Maximalstelle
f'(zg) =0 und f"(xzg) >0 = x¢ ist lokale Minimalstelle
(hinreichenden Bedingung)
Analog: Sei f nmal stetig diffbar, n gerade, mit
fP(zg) =0Vr=1,....,n—1und f™(zg) >0 (bzaw. f™(z4) < 0),
so ist zg ist lokale Minimalstelle (bzw. Maximalstelle).

Warum? Taylor!

f(n—l)(x0>

f(z) = f(xo) + f'(wo)(x — o) + ... + (@ —xo)" ™+ (& — )"
(n—1)! n! ~——
~~ d >0
=0
(4.159)
¢ liegt zwischen x und x, und
wenn f(zy) < 0 dann ist auch f™(z) < 0 Vz in einer Umgebung von o,
d.h. das VZ von f(™(¢) wird durch das VZ von f(™(x) festgelegt. O
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Oft ist es allerdings besser, gleich die Taylor-Reihe der fraglichen Funktion zu be-
trachten, vgl. erstes Beispiel im néchsten Abschnitt. ..

4.12

29.11.2019

Kurvendiskussion

Definitionsbereich
Verhalten am Rand des Definitionsbereichs
(Asymptoten, Definitionsliicken, stetige Fortsetzbarkeit, . ..)

e Nullstellen
e Extrema
e Skizze
Beispiele:
1—at fini
1. f(l') = m definiert \V/ T € R
Spiegelsymmetrie (Spiegelung an y-Achse), denn f(—z) = f(x)
Verhalten am “Rand” des Definitionsbereichs: lirin (x) = -1
T—r 00
Nullstellen: f(z) =0 2' =1 = +1
Extrempunkte:
—423(1 + 2*) — (1 — 2*)4a3
PRRE LIS B
, (4.160)
- T8 Ly o e—0
(1t B
z.B. Taylorentwicklung:
f(x) = (I—aY (1 —a'+2%—2+...) =1-22" + o(z") (4.161)
geom.R. SN——

=o(xt)

also Hochpunkt (0, 1).
Skizze:
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0.5

f) =S

T

Definitionsbereich: R\ {—1,1}
Zahler bei ©x = —1 auch Null:

( a? +1):(z+1)=2?—z+1
— % —z?
— 2
i
r+1
—x—1
0
stetig fortsetzbar durch f(—1) := —3 und damit
2 —x+1
o) =—2-1-

Pol (erster Ordung, also mit Vorzeichenwechsel) bei z = 1,
d.h. f(z) ~ =5 — Foo fir & — 1+

Verhalten fiir grofse |z|:
entweder durch Polynomdivision...

( xQ—x+l):(x—1):x+
— 2+

r—1
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...oder durch Taylorentwicklung

r—1+1
f@)=——7*
1 1 1
= (z—1+=-)(1+=-+—5+...
o v T (4.165)
1—-1+1
:I“’(l_l)“‘T—l—...
1
=r+—+...
x
also f(z) ~ x — +oo fiir r — o0
Nullstellen:
1++/1—-4
flr)=0 & 2*—2+1=0 < x:fgéR (4.166)
keine (in R)
Ableitung:
f/(x)_(237_1)(55_1)—(1'2—:E+1)_2:172—3x+1_x2_|_a;_1_I2_2x
N (z —1) B (x —1)2 T (x—1)?
(4.167)

Extrema: f'=0 < x =0 oder x =2
Lokales Maximum f(0) = —1, lokales Minimum f(2) =3

Warum (Min/Max)? 4 Moglichkeiten:
(i) wegen Stetigkeit, Pol und Asymptotik

(ii) Untersuche VZ von f'(x) = :fﬁ_lfz)
bei 0: + — — also Hochpunkt

bei 2: — — + also Tiefpunkte
(iii) Untersuche f":

=  Hochpunkt

f10) <0 (4.168)
f"(2) >0 = Tiefpunkt '

Vorsicht: Hinreichend, nicht notwendig — falls f” = 0 folgt gar nichts!

(iv) Taylorentwicklung
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um Null:

2 —x+1 —1+z—2?

flz) = r—1 11—z
=(-1+z-2°)(1+z+2”+2°+..) (4.169)
=1+ (—v+z)+ (-2* +2° —2*) +...
=-1-2*+...

also Hochpunkt (0, —1)
um 2:
22—z +1
flo) = ———
(r—=2P+4r—44a+1
B r—2+1
(=243 -2)+3
B 1+ (z—2) (4.170)

=B+3@-2)+@-2*)(1-(z—-2)+@x—-2°—(z—-2)°+...)
=3+0B-3)(z-2)+B-3+1)(z—-2)>+...
=3+ (x—2)7+...

also Tiefpunkt (2, 3).

Skizze:
1|
ST -
L 1
| ]
) : o
: f !l -
1 1 o ~
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3. frxm—\x— B
x
Definitionsbereich: z # 0 und = — % >0 x> %
(i) fire>0:22>1=2>1
(i) firz < 0: 2 <1=2> -1
also: Definitionsbereich [—1,0) U [1, 00)

Verhalten am Rand des Definitionsbereichs / Nullstellen:
f(=1)=0

f(x) ~y/—% = oo fiir 2 — 0—
f(1)=0
I

x) ~/r — oo fiir t — 0o

Ableitung;:
RS
fllx)=——"=>0 VzeDb (4.171)
2/ x — %
...am Rand des Definitionsbereichs:
. / o . / o ’
:Cl}ghf (x) = o0, xlir&f (x) = 0. (4.172)

Skizze:

1(»«)

X
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5 Vektorrechnung

5.1 Vektorraume

im WS 19/20 ohne Gruppen und Korper — Vektorrdume immer iiber R oder C

Definition: (Gruppe)

Sei G # () eine Menge und o eine Verkniipfung o : G x G — G.

(G, o) heifst Gruppe falls gilt:

(G1) aus a,b € G = aob € G (Abgeschlossenheit)

(folgt eigentlich bereits aus o : G x G — G, ist aber gut, das explizit festzuhalten)
(G2) (aob)oc=ao(boc) V¥ a,b,ce G (Assoziativitit)

(G3) Jee Gmitaoce=a=eoaV a€ G (neutrales Element)

(G4) fiir jedes a € G Ja' € Gmit aoa™' =e=a"'oa (inverses Element)
(wobei e das neutrale Element aus (G3) ist)

Definition: (abelsche Gruppe)
Eine Gruppe (G, o) heifit kommutativ oder abelsch falls zusétzlich gilt:
(Gb) aob="boaV a,be G (Kommutativitit)

Eigenschaften: (von Gruppen)

1. Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
Beweis: Annahme 3 € # e mit V a € G:

eoa=a oa~' von rechts

o (Eoa)oa ' =aoa!

- 1 1

eo(aoa =aoa 5.1
s (aoa™) (5.)
= coe=c¢e
(G1)
& e=e Widerspruch

(G3)

2. Zu jedem a € G ist das inverse Element eindeutig bestimmt.
Beweis: Annahme 3 b # a~! mit

boa=e |oa™ von rechts

& (boa)oa ' =coa!
-1 -1
o o = o .

bos bo(aca ")=eoa (5.2)
& boe=coa!
(G)
& b=a! Widerspruch

3. Gleichungen lassen sich eindeutig l6sen:
VabeGdx,ye G, sodassaoxr=>bund yoa=>0.
Beweis: 7 =a 'obund y = boa~! tun’s — Eindeutigkeit?
Annahme: 3 z # y mit
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-1

zoa="b |oa von rechts
& zoaoa '=boa? (5.3)
& z=boa '=y Widerspruch

Bemerkung: fiir nicht-abelsche Gruppen gilt i.A. z # y.

Beispiele

1.

2.

3.
4.

d.
0.

(Z,4):e=0,a'=—afira€Z
natiirlich ebenso (R, +) aber nicht (N, +)!

@\ {0},): e =1, fiir Q > x = £ mit p,q € Z (vollstindig gekiirzt) ist 2" =
ebenso (R \ {0}, -) aber nicht (Z\ {0}, )!

(Menge aller Polynome vom Grad < n, +)

q
p

G: Menge aller Symmetrieoperationen (Drehungen, Spiegelungen etc.), die ein be-
stimmtes Objekt (Atom, Molekiil, ... ) invariant lassen.

o: Nacheinanderausfiihren der Operationen.

Beispiel: Rechteck ~» Gruppe mit 4 Elementen

Gruppe mit zwei Elementen, z.B. (Zo, +)

triviale Gruppe

Definition: (Korper)

Sei K # () eine Menge mit zwei Verkniipfungen, + : K x K — K und - : K x K — K.
(K, +,-) heilst Korper, falls gilt:

(K1) (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

(K2) (K \ {0},) ist ebenfalls eine abelsche Gruppe.

(K3) (a+b)-c=a-c+b-cVa,b,ce K (Distributivitit)

Bemerkungen:

1.
2.

Nenne das zu a € K additiv inverse Element (—a).

Jeder Korper hat mindestens zwei Elemente, ndmlich 0 € K und, da (K \ {0},-)
Gruppe ist, 3 e € K, e # 0 (multiplikativ neutrales Element).

Multiplikation mit 0: a € K \ {0}

0=e+ (—e) -a (5.4)
O-a:(e+(—e))-a(K:3)a+(—e)-a::dEK (5.5)

Annahme: a € K\ {0} = a-a'=e+(—e)=0¢ K \ {0} - Widerspruch!
= a=0also0-a=0.
auferdem folgt wegen a + (—e) - a =0, dass (—a) = (—e) - a.

Ublicherweise nennen wir e = 1 (multiplikativ neutrales Element).

ausa-b=0 = a=0oder b=0, denn
anderfalls a,0 € K\ {0} = a-b e K\ {0} da Gruppe — Widerspruch!
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Beispiele
1. (Q,+,"), (R,+,"), oder auch: (C,+, )
2. Zs = {0,1} mit (+,-) modulo 2, d.h.
04+0=0, 140=1, 1+1=0 (5.6)
0-0=0, 0-1=0, 1.1=1 (5.7)
= (—-1)=1und 17t =1
3. Zs ={0,1,2} mit (+,-) modulo 3, d.h.

= (—1) =2, (-2) =1 (additiv Inverse)
und 171 =1, 27! = 2 (multiplikativ Inverse)
Bemerkungen:
e abelsche Gruppen = Tabellen symmetrisch bzgl. Spiegelung an der Diagonalen \
e Gruppen = Gleichungen eindeutig losbar
= jedes Element tritt in jeder Zeile und Spalte genau einmal auf!
(In --Tabelle natiirlich der Block ohne Nullen, da nur (K \ {0}, ) Gruppe ist!)

4. Z4 =1{0,1,2,3} mit (4, ) modulo 4 ist kein Koérper, denn
2-2=0¢ Z4\ {0} — Widerspruch zu (Z, \ {0}, -) Gruppe

im WS 19/20 ohne Gruppen und Korper — Vektorrdume immer iiber R oder C
Definition: (Vektorraum)
Sei (V, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
K ein Korper und - : K x V' — V (skalare Multiplikation).
V' heiflt Vektorraum iiber K falls zusatzlich gilt:
(V) A\-deV Ve KundVaeV (Abgeschlossenheit)
(V)X (@+b)=A-T+A-b
A+wp)-a=\-d+p-a
VA\peKundVabeV (Distributivgesetze)
(V3)1-d=a VaeV
(VA XN (p-a)=(A-p)-ad VYApe KundVaeV (Assoziativgesetz)
Bemerkung

1. Multiplikationspunkte diirfen wie iiblich weggelassen werden.

2. Aus (G1) fir (V,4) und (V1) = MNa+ubeVVApueKudVabeV
Beispiele

1. R iiber R
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2. Ebene R?, Raum R? iiber R
allgemein R” mit komponentenweiser Vektor-Addition und skalarer Multiplikation

aq bl
— a9 - b2
abeR" a= : b= | . (5.9)
an by,
ar + by Aay
- as +b Aa
ivb=| "7, xa=|". (5.10)
ay + bn )\an
3. Polynome (beliebigen Grads) iiber R
P(x)=> aa”, Q)= ba", a,b, 1R (5.11)
v=0 v=0
n max{n,m}
(AP)(z) = AP(x) = Y Aa,a”,  (P+Q)(z) = P(2)+Q(z) = Y (ay+b)2”,
v=0 v=0
(5.12)
(wobei a, =0V v >nund b, =0V v >m)
tibrigens oo-dimensional (spiter)

5.2 Lineare Unabhangigkeit

Definitionen:

1. 0 ist linear abhiingig (L.a.)
d # 0 ist linear unabhéngig (l.u)

aus A+ pb = 0 folgt A= =0
d.h. der Nullvektor O lasst sic_}} nur als triviale
Linearkombination von d & b schreiben

2. Zwei Vektoren a, b heifen Lu. <

anderfalls heifien sie l.a.

@ bla. < @| b (oder mindestens einer ist Nullvektor)

@blu. < @@bspannen die Ebene {)\6+ pb| A, g€ K} auf.

3. dy,ds,...,d, heiken l.u. &

J=1

%)

aus Z)\jcszﬁ folgt N\, =0Vj=1,...,n

04.12.2019



Bemerkungen:

1. Sind dy, ds, . .., d, l.u., so ist Koeffizientenvergleich moglich, d.h.
ijd’jzz;ﬁjd’j = )\j:uj Vi=1,...,n (513)
j=1 j=1

2. Sind @y, ds, . . ., d, € R™ L.u. so spannen sie den gesamten R™ auf, d.h. fiir jeden Vektor

beR" gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten \;, so dass
j=1

Bestimmung der \; durch Losen eines linearen Gleichungssystems.

Beispiel:
1 1 0
61 = 0 y _’2 - 1 5 63 - 1 (515)
1 0 1
Fragen:

1. Sind die Vektoren l.u.?

2. Kénnen wir z.B. b = <é) als Linearkombination (LK) der @; darstellen?

Zu 2:
Suche \; mit
1 1 0 1
MO +X 1] +X]1]=]2 (5.16)
1 0 1 3
d.h. 16se das lineare Gleichungssystem (LGS)
AL+ A =1
Ao + A3 = 2 (5.17)
)\1 + )\3 - 3

Umformen: erlaubte Operationen

Zeilen vertauschen

Zeile mit Faktor # 0 multiplizieren

Vielfache einer Zeile zu einer anderen addieren

Vorsicht: Zu einer Zeile, die wir zu einer anderen Zeile addieren, im gleichen Schritt
nicht auch etwas hinzuaddieren!

Gauf-Algorithmus:
o Ziel 1: Zeilenstufenform (durch Vorwértselimination)

e Riickwartselimination
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kompakte Schreibweise

—— O

L DN —
N———
+ |

— =] O =

S
OO -
|
—_
—— O
DN DO —
\/
+

1 10 1
011 2

00 2 4/ | -1/
1 10 1

01 1 2 +
001 2 <:|—1
1 10 1 +
010 0 -1
001 2

1 00 1
010 0

0 0 1 2

Die Losung steht in der letzten Spalte:

Alternativ konnen wir auch in (%) — Zeilenstufenform — ablesen

203 =4 = A3 =2
>\2—|—)\3:2 = >\2:2—>\3:0
A+ A =1 = AM=1— =1

Zu 1: Die drei Vektoren sind l.u.

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Dazu losen wir das LGS ( . |5) und priifen, ob es nur die Losung \; = Ay = A3 = 0 hat.
(Sehen wir auch bereits in (). — Wére unterwegs eine Zeile mit ausschlieflich Nullen links

von | aufgetreten, so wiren die Vektoren l.a.)

Neues Beispiel dazu: dy, dy wie oben,

o7

(5.21)



also

T 1270 .
01110 1
00010
1010
01110
00010
d.h.
Na=1, A\=Ny=—t

16st Vt € R, d.h. die Vektoren a;, ds, ds sind l.a.

Lisst sich b = (é) als LK darstellen? Nein, denn. ..

)

11 2
011
1 01
2
1

1
0
0 -1 -1

1
1

(

.. letzte Zeile bedeutet

Vorsicht: Keine “Ringoperationen”

11 2
011
000

0-AN+0-X+0-A3=4 Widerspruch!
machen!

1 0 0 1 +
010 | 2] q
(0 01 ‘ 5) 1. 1
1 0 -1 -2 —1
1 1 0 3 +

01 1 5

1 0 -1 -2

01 1 5 —1
01 1 5 +
1 0 —1 —2

01 1 5 -1
00 O 0 +

28
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(5.23)

(5.24)

(5.25)
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oben: eindeutige Losung 1 = 1, 20 = 2, x3 = 3.
unten: wihle x3 =t € R beliebig, xo =5 —t, 21 =t — 2, d.h. die allgemeine Losung wére

—2 1
=5 |+ |-1|t  —zuviellll (5.27)
0 1

Erster Schritt war verboten!

inkl. Beispiele in V' = C(R): (i) e”,e”,sinh(z) la., (ii) 1,e”,e” L.u.

06.12.2019

5.3 Lineare Gleichungssysteme und allgemeiner Gaufi-Algorithmus

Allgemein: dy,ds, ..., d,, beRM
j=1

heifit lineares Gleichungssystem (LGS) — m Gleichungen fiir n Unbekannte.
b = 0: homogenes LGS
b # 0: inhomogenes LGS

Andere Schreibweise fiir LGS:

L(Z) =10, (5.29)
wobei
L R" — R™
a1 n
5.30
Tn g=1
eine lineare Abbildung ist, denn offensichtlich gilt
L(AT + py) = AL(Z) + pL(y) . (5.31)

Die Mengen (fiir b # 0)
Ly = {f e R"| L(Z) = E} und Lo = {f e R"| L(Z) = 6} (5.32)

heiflen Losungsmenge des inhomogenen bzw. des homogenen LGS.

Ubrigens: Wir nennen £, auch ker L, den Kern von L.

Satz 10. Se: 57& 0, seien Y, @y € Lo und yP € Ly, dann gilt:
(i) AT} + udh € LoV A\ p € R,
i)yely & 3JTZelymity=yr+7.
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Bewelis:

(i) LT} + ph) = AL(Z) + pL(#) =0+0 o
(ii) “<=” L) = L(g? + &) = L(§?) + L(Z) =b+0=1
“=7 = — 7, L(&) = L(§) — L(7") =b—b=0 O

Bemerkung: Gilt auch alles fiir L : V' — W linear, mit beliebigen Vektorrdumen V' und
W (iiber demselben Kérper), denn V' = R™ und W = R™ wurde nicht benotigt.

Zur Losung: Bringe

(al i - 5n\5> (5.33)
auf Zeilenstufenform (ZSF)
B o« x  x * x| b \
0 0 W =« * | by
000 M « * * | bs r Zeilen
: R P a4
0 0 W | o J (5.34)
O O 0 br-i—l
0 0 0 : m — r Zeilen
0 0 0| b

Kennzeichen der ZSF:

1. M sind Zahlen # 0.

2. * sind irgendwelche Zahlen.

3. Links (und unterhalb) von B stehen nur Nullen.

4. Stufen von M zu M. eine Zeile nach unten, mindestens eine Spalte nach rechts.
Losung des LGS:

1. Zeile der Form (0---0]b;) mit b; # 0 bedeutet: LGS hat keine Losung.

2. Spalten ohne B entsprechen frei wihlbaren Variablen (parametrisiere so die Losung).

3. Variablen, die Spalten mit B entsprechen, sind durch die Zeile, in der B steht, fest-
gelegt (von unten nach oben arbeiten).

Insbesondere hat das LGS mit ZSF

0 m| b,
(mit n = m) eine eindeutige Losung.

Beispiele:
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1 2 11
00 2|4 (5.36)
00 0|2
hat keine Losung.
2.
(1] 2 11
0 0 [2]|4 |, (5.37)
0 0 010
r3 =2, x5 =t € R beliebig, xr1 =1 — x5 — 2t = —1 — 2¢, bzw.
—1 —2
=10 ]+ 1 ]t, teR. (5.38)
2 0

[1] 2

11
0 [1] 204 ], (5.39)
0 0 [1]|0

x3=0,29=4—-2x3=4, v1 =1 — 2wy — x5 = —7 (eindeutig).

5.4 Unterriume, Dimension und Basis

Definition: (Dimension)
Sei V' ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in V' heift
Dimension von V', dim V.

Bemerkung: dimR"” =n
Beweis: Die kanonischen Einheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
e=|0f,&a=|0|,.. . &=]|: (5.40)
5 5 0
0 0 1
sind linear unabhingig = dimR" > n.
Seinen dy, ds, ..., d,+1 € R™. Bringe das LGS
(@ @ - 1 |0) (5.41)

auf Zeilenstufenform. Diese enthélt hochstens n B, da das LGS n Zeilen hat.
= Mindestens eine Variable bleibt frei wihlbar.
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= Es gibt nichttriviale Losungen, d.h. die Vektoren sind l.a.
Also ist dimR"™ < n + 1 und damit = n. O

Definition: (Unterraum)

Sei V' Vektorraum iiber K. U heifst Unterraum von V, falls gilt:
HUucCcVv

(ii) U ist ein Vektorraum (iiber K).

Bemerkung:

11.12.2019

1. Zu gegebenem U C V' ist lediglich zu priifen, ob aus a, be U, A € K, folgt,
dass auch @+ b und A@ € U sind. (Rechenregeln erbt U von V.)

2. dimU < dimV
Beispiele:
1. U = {0} ist Unterraum, dim U = 0.
2. Die Losungsmenge £ eines homogenen LGS, L(Z) = 0, L : R" — R™, ist Unterraum
des R", denn offensichtlich
Lo=terL = {FeR"|L(Z) =0} CR", (5.42)

und Abgeschlossenheit folgt aus Satz 10 (i).
dim £y = Anzahl der Spalten ohne B in ZSF.

Definitionen: (Lineare Hiille, Erzeugendensystem, Basis)
Sei V' ein Vekorraum iiber K und a;,...,d, € V.

1. Die Menge aller Linearkombinationen,

span (dy, ..., d,) = {fe Vv

i":Z)\j&'j, )\jGK} 5 (543)

j=1
heift lineare Hiille (oder Aufspann) von a, ..., d,.
2. Die Vektoren dy, ..., d, heifen Erzeugendensystem von V, falls gilt
span (@, ...,d,) = V. (5.44)

Wir sagen auch, sie spannen V' auf.

3. Sind die Vektoren dy, ..., a, l.u. und bilden ein Erzeugendensystem von V', so heiften
sie Basis von V.

Bemerkungen:
1. span (dy,...,d,) ist ein Unterraum von V.
2. Die Anzahl der Vektoren einer Basis von V ist gleich dim V.

Beispiele:
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1. Die Vektoren

a= (é) . b= ((1)) , @= G) : (5.45)

spannen den R? auf, sind aber keine Basis, da @+ b=7¢

2. Die kanonischen Einheitsvektoren €; (s.0.), 7 = 1,...,n, mit Komponenten (€;); =
d;k, wobei
1 firj=k
O = {O sonst (5.46)

das Kronecker-Symbol ist, bilden eine Basis des R" (die kanonische Basis).

3. Die Vektoren

1 1 0
fwi=(1], m=[(0], #m=[1], (5.47)
0 1 1

bilden eine Basis des R3.
4. {1} ist eine Basis von C als VR iiber C, d.h. dimC = 1.
5. {1,i} ist eine Basis von C als VR iiber R, d.h. dim C = 2.

Satz 11.
Seien dy, ..., d, € R™. Die Dimension von span (dy, ..., d,) ist gleich der Anzahl der B in
der Zeilenstufenform von

(@ @ - a@l0). (5.48)
Bemerkung: Damit gilt dim £y + dim span (dy, . ..,d,) = n.
Es gilt aukerdem  span (dy,...,d,) = im L, wobei

im L := {y € R™ |37 € R" mit L(Z) = y} das Bild der linearen Abbildung L : R — R™,
L(Z) = 77, 7;d;, ist. Oben hatten wir bereits bemerkt, dass Lo = ker L.
Analog gilt fiir eine beliebige lineare Abbildung L : V — W

dimker L + dimim L = dim V.

Beweisskizze: maximale Anzahl l: n
1. n B = Vektoren L.u. = dimspan (@i, ...,d,) =n

2. eine Spalte ohne B = Vektoren l.a. = dimspan (dy, ..., d,) < n.
Lasse diese Spalte weg: restliche n — 1 Vektoren sind L.u.
= dimspan (dy,...,d,) =n — 1.

3. etc.
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5.5 Skalarprodukt und Norm

Wdh: Linge/Betrag eines Vektors aus R™ und Skalarprodukt zweier Vektoren. Das moti-
viert die folgenden Definitionen. ..

Definition: (Norm)

Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung || - || : V' — R{ heikt Norm,

wenn Va,be V und VA € R gilt:

(N1) |jd@]| =0 < ad=0

(N2) ]Agl = [Alall

(N3) ||@+ b|| < ||@|| + ||b]| (Dreiecksungleichung)

Definition: (Skalarprodukt)

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung (-,-) : V x V — R heift Skalarprodukt,
wenn V@, b, €V und VXA € R gilt:

(S1) (@, 6> — (b, @) (symmetrisch)?
(S2) (@, \b) = \ (@, b)
(@b+¢) = (@,b) + (@,¢) (linear)
(S3) (@,@) > 0, wobei (@,d) =0 < a =0 (positiv definit)

13.12.2019
Satz 12. (Norm)
Sei V' ein Vektorraum iber R. Jedes Skalarprodukt, (-,-) : V' xV — R induziert eine Norm,

| -1l :V — RS, gegeben durch
@]l := /(d,a). (5.49)

Beweis:
(N1) folgt aus (S3). Zu (N2):

1N = v/(Aa VA @) & VMEAD) = VA = [Av{d@, @) = [All|a]]

(s2
(5.50)
Fiir (N3) beweisen wir zunéchst:
Lemma 13. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Skalarprodukt und Norm erfillen
(@ b)| < llall[jpl] Vv abeV. (CS)
Beweis: Fall b = 0 klar; also b # O:
0 < (@—A\b,d@— A\b) = ||a@]|> + \2||b]|> — 2A(@, b) (5.51)

9Spiter werden wir auch Normen und Skalarprodukte fiir Vektorrdume iiber den komplexen Zahlen C
betrachten; dann muss lediglich (S1) modifiziert werden.
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((a.b)’

((@0)"  (ta.0)’
15]12

0< flalf? + -
151 151

= |la|l* -

-

2 -
& (@h) <laPme

Damit (N3):

@+ BlI* = (@+b,a@ +b) = [|all* + [1b]]* + 2(a. b)

— — - 2
< @l + 5012 + 2@ gl = (@l + 1151 )
(Cs)

Beispiel: (kanonisches Skalarprodukt im R"™)
Fiir @,b € R™ definiert

3

ein Skalarprodukt. Wir schreiben . .
a-b:=(a,b)

(bzw. auch @ = @ - b) und fiir die zugehdrige Norm

Interpretation:

1. Norm/Betrag: Linge des Vektors
e R? Pythagoras

xQA

a2
@|*> = ai + a3

Sl

ay T

65

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)



e R3 zweimal Pythagoras (Raumdiagonale)

z = d* = a} + a3
|d]* = d* + a3
= a% + a% + ag
\\\ )
d\\\ . alg
T3 ay
e R" analog (n — 1)-mal Pythagoras
2. Dreiecksungleichung
i+b
b @+ bl < |a] +[b]

—

a

3. Winkel zwischen @ und b

e im R?:

@l =p+q
R+ ¢ =|b—al (5.57)
& h? + (|@) —p)? = (b—a)? (5.58)
o W4 a2 —plal = PP+ @ —2ab | (=) (5.59)
& || |b] cos ¢ = @b (5.60)
cos ¢p=p/|b|
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e im R™: verlege Skizze in die Ebene, in der @ und gliegen

e allgemein: (CS) stellt sicher, dass I:ffillljg'l‘l <1, d.h. wir kénnen immer

arccos <”§|’|T%”) als Winkel zwischen den Vektoren a, b betrachten.

¢ heifst Einheitsvektor, falls ||e]| = 1.
a,eeR” Je]=1:
a - € ist die Projektion von @ auf die Richtung von €, denn

4.

€

a-€e=/|d|cos¢

Allgemein fiir @, e € V, ||€]| = 1:
Nenne (d, €) = ||@]| cos ¢ die Projektion von @ auf die Richtung von €.

Definition: (Orthogonalitét)
Zwei Vektoren @, b € V heifen orthogonal zueinander, falls (a, b) = 0.

Bemerkungen:
1. Fiir den Winkel zwischen den Vektoren gilt dann

~

¢ = arccos <”gi’”g%”) = arccos(0) = § = 90°.

2. Aus Orthogonalitét folgt Lineare Unabhingigkeit (fiir Vektoren # 0)
Seinen @y, ...,d, € V, d; # 0, paarweise orthogonal, d.h. (@;,ay) =0V k # j:

7j=1

0=(ar, Y Nd; )= X\ (@ a;) =N\ ||a@> 5.62

<z> S i) =l 562
J = sl >0

= M\N=0Vk=1,...,n, d.h. die Vektoren sind l.u. O

Definition: (ON-Basis)

Eine Basis, deren Elemente paarweise orthogonal sind, heifst Orthogonal-Basis. Sind die
Vektoren zusétzlich normiert, d.h. haben sie alle Norm 1, dann bilden sie eine Orthonormal-
Basis (ONB).

Kurz: {Jj}jzl dimV ONB =4 <c?],d’k) = 5jk \ j, k= 1, R ,dlmV

.....
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Beispiele: Betrachte V = R? mit dem kanonischen Skalarprodukt:

l.ée = <(1]), € = <(1)) bilden eine ONB, 2.0 = (

Basis-Entwicklung eines Vektors:
gegeben: @ € V und ONB {¢;} von V
gesucht: @ als LK der ¢}, d.h.

n
a = E >\jcj
Jj=1

Losung: Bilde Skalarprodukt mit ¢,

)7 62 = % <_11) auch.

(G, @) = <5k, ZAJ@-> = XN(@ ) = M. (5.63)
j=1 =
=51
s a7 3 : : .
Beispiel: b = (_1) mit Basen aus vorherigem Beispiel:
b =3¢ — &
. (5.64)
b = \/561 + 2\/§ 62
Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren:
gegeben: Basis {d;,...,d,} von V
gesucht: ON-Basis {¢},...,é,} von V
(5.65)
gg = 62 — <51, 62>C_i (566)
53 == 63 - <51, 63>Cl — <52, 63>Cg (567)
(5.68)
n—1
by =an — Y (G, 0n)C; (5.69)
j=1
Bemerkung: Sind die Start-Vektoren {ay, ..., d,} l.a. so ergibt sich irgendwann der Null-
vektor 0 (evt. mehrfach) — weglassen! = Die ¢; # 0 bilden eine ONB von span(a, .. ., d,).
Beispiel:
1 1
a=11]), a=12], V = lineare Hiille der beiden (5.70)
0 0
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ONB beziiglich kanonischem Skalarprodukt:

L1 }

1 = —= )
V2 \y
1 1 1

B} 3 1 1

=2l = —(1]==(1]. (5.71)
o] V2 V2\y) 2\,

—1
1
ch=—1| 1 .
(&) \/§ ; )
5.6 Kreuzprodukt und Spatprodukt im R?

Definition: (Kreuzprodukt)
Fiir @,b € R? definieren wir das Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt) durch

B a, by asbz — azby
axb= [¢5) X bg = agbl — a1b3 . (572)
as bg alb2 — CLle

Satz 14. (Eigenschaften von x)
a,b,ccR3 \cR:

(i) ixb=—bxi (antikommutativ)
(ii) ix(b+d)=axb+axé (Distributivgesetz)
(iii) M@ x b) = (\@) X b=a x (\b)

(iv) |@ x b| = Fliche des von @ und b
aufgespannten Parallelogramms

(v) @xbist orthogonal zu @ und zu b

(bzgl. des kanonischen Skalarprodukts)
(vi)  falls @ x b # 0, bilden @, b und @ X b ein Rechtssystem  (rechte Hand-Regel)
Bemerkung: (ii) & (iii): Linearitét
Beweis:
(i) klar 1t. Def. (vertausche b; und a;)
ibrigens: = @ x @ =0
(ii) & (iii) explizit nachrechnen
(iv) Fléche:
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= [alh
= |d|5] sin ¢

= |a@||b|\/1 — cos? ¢

= \/[al?[b[? — |ab]?

(&1[)3)2 — 2@3[)3@161
(a2b1)2 — 2a1b1a2b2

b
h
¢\ [
a
einerseits:
(6 X _')2 = (a263)2 + (&3[)2)2 — 2@2[)20,363

-+ (agbl)2 +
+ (a1b2)2 -+

andererseits:

@b* — (@)% = (a2 + a2 + ad)(V? + b2 + b3) —

= g} + a0l + a2
+ a3b? +9%KZ+ asb3

+a3 +a3b2+%«ﬁf

2 2 2

(albl -+ a2b2 -+ CL3b3)2

— 2a2b2a3b3 — 2agb3a1b1 — 2@1[)1&2()2

also F' = |a@ x b|

(v)

1
@l

(@ x
(@xb)=—bbxa =0

l

S

(Vi) Zunichst iiberpriifen wir: €; X €5 = €3
(sowie é; x €3 = €] und €3 X €] = €3)

Allgemein:
Nenne die Richtung von @ die x;-Richtung,

bilde g x5 —=ax (5 @b @)
al al

~
nenne x2-Richtung

dann zeigt @ x b wieder in x3-Richtung.
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Definition: (Spatprodukt)
Die Abbildung |-, -, | : R x R? x R® — R,

heifst Spatprodukt.

(5.77)

Eigenschaften:
1. )5,5,5 _|nzal=lzab
2. }5,5,5 :—}555

3. Der Betrag von ‘d’,g,c" ist
gleich dem Volumen des, von

den Vektoren aufgespannten,
Parallelepipeds bzw. Spats.

Beweis:

1. explizit nachrechnen

2. folgtausgxo?:—cfxl;
abﬂ \axb\ E}cosgﬁ %

Grundﬂache Hohe

5.7 Geraden und Ebenen

Geraden:

(i) gegeben: Punkt p; € R™ und Richtung ¢ € R",
g={7eR"|Z=p+0t, t e R}
(ii) gegeben: zwei Punkte pj, py € R",
qg= {:?E]R”|:?:ﬁl+(ﬁ2—ﬁ1)t, tER}
(iii) speziell im R?
gegeben: Punkt p; und Normalenrichtung 7 (kurz: 7lg)
g={TeR*|(Z—p)ii=0}
={ZeR*|fi=a, a=pni}.

e}

e parameterfreie Darstellung
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e Falls |[77| = 1, dann ist || der Abstand der Gerade vom Ursprung.

Ebenen:

(i) gegeben: Punkt pj € R™ und 2 Richtungen v, w € R" Lu.,
E={7eR"|Z=p1 +Us+wt, s,t € R} (5.81)
(ii) gegeben: zwei Punkte p, p € R™ und eine Richtung ¢ € R" mit py — pi, ¢ Lu.,
E={ZeR"|Z=p+ (p» —p1)s +0t, s,t € R} (5.82)
(iii) gegeben: drei Punkte pj, pa, P35 € R™ mit ps — py, ps — pp Lu.,
E={FeR|F=f+(Fh—F)s+F—ft, st R} (5.89)

(iv) speziell im R?
gegeben: Punkt pj und 7L E,

E={7eR*(Z—p)i=0}

.84
={ZeR|Ti=a, a=pni}. (5.84)

e parameterfreie Darstellung
e Falls |7i| = 1, dann ist || der Abstand der Ebene vom Ursprung.
e Darstellung heift Hessesche Normalform, falls |7i| = 1 und 7 so, dass a > 0.

Geraden im R3: Schnitte zweier nicht paralleler Ebenen, z.B. parameterfreie Darstellung,
g:{f€R3|fﬁ1:a1, fﬁgzag} , (585)
mit ny, 7, lLu.
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5.8 Kurven und Spezielle Koordinatensysteme

Polarkoordinaten im R?:

— x

7 = (y) € R? lisst sich auch durch Radi- A

us r € [0,00) (Abstand zum Ursprung) und €
Winkel ¢ € [0,27) charakterisieren,
7,
P VAR . R ,
¢ = arctan ¥  (Zweig beachten) . ' z :
Umgekehrt: ¢ :
o
T
r=rcos¢, y=rsing¢ (5.87)
Bemerkung: Fiir (0,0) ist ¢ nicht defniniert.
Einheitsvektoren (an jedem Punkt — mitgefiithrtes Koordinatensystem):
L [cos¢ L [—sing
= (sin (b)  C0 T < cos ¢ ) (5.:88)
mit
> 12 2 L2 > 12
e " =cos“p+sin“p=1, ey =1,
G = oot smto=1, e -

€ - €y = cos (—sin¢) +singpcosp =0,

7= (T oS d)) = ré, (5.90)

rsin ¢

also ONB, und

Definition: (Kurven im R")
Eine Abbildung

(5.91)

heifft Kurve im R".

Die (Momentan-)Geschwindigkeit (entlang der Kurve) ist die (komponentenweise) Ablei-
tung nach ¢,
T
) =—zt)=|: |. (5.92)

Analog: Beschleunigung Z(t) = %f(t).
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Beispiele:

1.
Z(t) = @y + vt Ty, 7 € R? fest
=  It)=v, ZTt)=0
(Gerade, gleichformige Bewegung)
2.
Z(t) = %6152 : a € R? fest
=  Zt)=at, It)=a

(Gerade, gleichformig beschleunigte Bewegung)
3. Kurve im R? gegeben durch r(¢) und ¢(t):

Geschwindigkeit:

r(t) =R, w,R fest
Zt) =08 +Ruéy  (bzw. Es—ut)

(Kreis, mit Winkelgeschwindigkeit w durchlaufen)
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Kugelkoordinaten im R3:

Z = (512) € R3 lasst sich durch Radius

r = |Z| und zwei Winkel, # und ¢, cha-
rakterisieren,

x 7 sin # cos ¢
=y | =|rsinfsing | , (5.98)
z

rcosf

r € [0,00), 0 € [0,7], ¢ € [0,27).

Umgekehrt:

r=+/x%+y2+ 22,

— y
¢ = arctan £

f = arccos

(zunéchst ohne Kurven)

’:v2+y2+z2

(Zweig beachten!) ,
(da Z = cos@).

7
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6 Matrizen und Determinanten

6.1 Matrizen

Definition: Eine m x n-Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema,

11 A12 A1n
Q21 Q22 -+ Q2

A=| T s (6.1)
Ay A2 Qmn

mit m Zeilen und n Spalten. Die a;; € R (oder € C) heifen Elemente (oder Komponenten)
der Matrix. Wir schreiben
A= (ay) (62)

und sagen A € R™™ (bzw. A € C"™").
Bemerkungen:

1. Vektoren € R™ lassen sich als Matrizen auffassen, entweder als Spaltenvektor,

gl
2 err, (6.3)
T,
oder als Zeilenvektor,
(z1, T, ..., 7,) € RP™, (6.4)

2. Die Addition zweier Matrizen gleichen Typs definieren wir komponentenweise,

A= (ai;), B=(by)
C=A+B mit C=(c¢;), ¢j=ay+Dbj,

(513 421) * (? g) - (160 182) : (6.6)

3. Ebenso die Multiplikation mit Skalaren,

(6.5)

A= (aij) , AeER
D=XA mit D= (d,]) , dij = )\aij )

2. (; i) = (g g) (6.8)
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4. Damit wird R™*" Vektorraum iiber R mit den iiblichen Rechenregeln und Dimension
dim R™*"™ = mn.
Neutrales Element der Addition bzw. “Nullvektor” ist die Nullmatrix:
0 --- 0
O=1: . . (6.9)
0 --- 0

Definition: Fiir zwei Matrizen A = (a;;) € R™* und B = (b;;) € R™" definieren wir das
Matrixprodukt durch

¢
C=AB mit C=(¢j), c¢y= Zaikbkja (6.10)
k=1

kurz: Zeile mal Spalte.
Bemerkung: Ebenso wird fiir A € C™* und B € C*" das Produkt AB € C™*" definiert.

Beispiel:
1 400
A:(lineR“% B=[051 0] eR¥®
010
0 6 01 (6.11)
(1 32 2 3 9%
AB (0510) R
zum Rechnen:
1400
0510
0 6 01
1 2 3 1 32 2 3 (6.12)
01 0 0 5 10

32=1-4+2-5+3-6
BA ist hier gar nicht definiert!

Bemerkungen:

1. Ist z.B. A € R?3 und B € R**2 5o existieren zwar sowohl AB als auch BA, haben
aber unterschiedliche Form: AB € R?*?, BA € R3*3.

2. Sind A und B quadratisch, so gilt i.A. trotzdem AB # BA (nichtkommutativ), z.B.
(1 o) <o 1) __(o 1)
0 2 10/ \2 0/
(6.13)
0 1) /1 0\ [0 2
1 0/\0 2) \1 0)/)"

7

10.01.2020



1 0 0

=Yt eree (6.14)
Lo
0 0 1

heifst Einheitsmatrix, mit Elementen

1= (), Si = {é fugojn; ko (Kronecker-6) (6.15)

Fiir jede quadratische Matrix A = (a;;) € R™*" (oder € C"*") gilt
Al =TA=A, (6.16)

denn, z.B. mit C' = (¢;;) = Al,

Cij =Y awbyj = ai;. (6.17)
K

Rechenregeln:

]_. (Al + AQ)B = AlB + AQB
A(By + By) = ABy + ABs

2. M(AB) = (\A)B = A(AB)
3. A(BC) = (AB)C

wobei A € R, alles andere Matrizen, Typen so, dass alle Produkte definiert.
Beweis: Nachrechnen.

Definition: Sei A = (a;;) € R™*". Die Matrix A" = (a;) € R™™ mit Elementen

CLT» = Qaj; (618)

ij
heifst Transponierte von A.

Beispiele:
T 1
1 2 1 3 R T
G =) #=(2)-029 =02 @o

Rechenregeln: (A € R, A, B Matrizen — so, dass AB definiert)
1. (A+B)T =AT + BT
2. (ANA)T = AT
3. (AT =A
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4. (AB)T = BT AT denn, mit C = AB
= Gji = Z ajkb’ﬂ Z ak]bzk - Z bzkak] ) (620)

also CT = BT AT, O
Anwendung (Matrixprodukt): Lineare Gleichungssysteme.
1171 + a12T2 + ...+ 1T, = by
A91T1 + Q229 + ... + A2pTy = bg
(6.21)
A1 1 + Qoo + .o+ Gy = by

ist dquivalent zu

A =1b (6.22)
T by
: ) € R" bzw. € R und b = ( : ) € R™

bon

mit A = (a;;) € R™", 7= (

(vgl. Kurzschreibweise fiir LGISH).

Spezialfall: A € R™" # b € R": quadratisches LGS (n Gleichungen fiir n Unbekannte),
A =1b (6.23)

Jetzt wére es schon, wenn wir durch A “teilen” kdnnten, um z zu bekommen.

Definition: Sei A € R™*". Wir nennen A~! die zu A inverse Matrix, falls gilt

ATTA=1 und AAT =T, (6.24)

Bemerkungen:

1. Nicht alle Matrizen sind invertierbar, z.B.

A= (8 é) = A% = (8 8) : (6.25)

Annahme: 3 B € R?*? mit

BA=1 |- A von rechts
B A =A Widerspruch! (6.26)

=0

2. Falls existent, so ist Inverse eindeutig bestimmt, denn:
Annahme: BA =1 und AC = 1. (z.z.. B=C)

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC =C 0 (6.27)

3. quadratisches LGS A7 = b, A invertierbar = ¥ = A~1b, eindeutig!
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Berechnung: A € R"*", betrachte
AX =1

falls l6sbar, dann X = A~!. Spaltenweise:

d.h. Z; = i-te Spalte von X. Es gilt

AX = (AZy, ..., AZ,) = (61, ...,E,)

d.h. wir 16sen simultan die n LGSe AZ; = €;. Praktisch: Gauf-Algorithmus

(Al T)
(1] A7)
Beispiel:
a b
)
a b |1 0\ —-=|-Ya
(C d | 0 1) :\+
1 ¢ 10
(O ada_bc _g 1) ‘ ) ada—bc
(1 g é 0 ) iJr
0 1 _adibc ada—bc _g
be b
1 0 % + alad—bc)  ad—bc
O 1 _adibc ada—bc
1+ be _lad—bc+be d
a alad—bc) a ad—bc  ad—bc
also

1 _
Al = (d ab) , falls ad — bc # 0.

~ad—be \—c¢
Wir nennen die Zahl

det A = det (a b) = ad — be
c d

die Determinante von A.

Sie bestimmt, ob A invertierbar ist (det A # 0) oder nicht (det A = 0).
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6.2 Determinanten

a b aq bl 0
det (al bl) = a1b2 — agbl = a9 X bg = 0
2 2 0 0 3 alb2 — a2b1 3
ist also Flache (mit Vorzeichen) des, von den Vektoren
(1) 5= (2)
a9 bg
aufgespannten, Parallelogramms (vgl. Kreuzprodukt). Vorzeichen: 15.01.19
det (1 O 21, det (5,5) — _det (E,a) .
01
Verallgemeinerung auf héhere Dimension? Suche Abbildung
det : R™" —» R, (6.37)

die das Volumen des, von den Spaltenvektoren der Matrix aufgespannten Parallelepipeds
liefert (mit Orientierung, d.h. VZ) = Gewiinschte Eigenschaften:

(i) Linearitéit in jeder Spalte, insbesondere
det(ﬁl,...,Ad'j,...,Jn) :)\det(&’l,...,d’j,...,&'n) VJ = 1,...,n
(ii) Normierung
det I =det (é1,...6,) =1
(Volumen des n-dimensionalen Einheitswiirfels: 1-1---1=1"=1)
(iii) Alternierend, d.h. wechselt das Vorzeichen, wenn wir zwei Spalten vertauschen.
Folgerungen:
(i) =
aip - Qip

det A = det

Ap1 *°°  Gpn Jiseesjn=1

(Jeder Summand enthélt genau ein Element aus jeder Spalte.)

det I = C123___n =1 (638)

det(e_‘_h? ctty gjn) = le---jn (639)

81



vertausche zwei Spalten

C---jk---jl--- = det( N TR o TR )

. . (6.40)
= — det( N ejl, Ceey ejk, .. ) = _C]l]k

Sind nun zwei der Indizes gleich (also j; = jg, [ # k), dann ist das zugehorige C' Null,
d.h. jeder Summand enthilt jetzt genau ein Element aus jeder Spalte und jeder Zeile.
Weiter folgt mit j; # ji: Betrége aller C}, ;. sind gleich (= 1).

Damit sind alle C' festgelegt!

Beispiele:

o n =2 C11=C0=0, Cp=1 0y =-1 (passt,s.o0.)

e n=23
Cios =1 vertausche 1. und 2. Index
Coy3 = —1 vertausche 2. und 3. Index
Coz =1 etc. (6.41)
Cs1 = —1
Cs10 =1
Cizp = —1

Damit erhalten wir tatsiachlich das Spatprodukt, denn

det <C?, g, 5) = a11)203 — agblc3 + a2b301 — angCl + a3b162 — albgcg

a2b3 — agbg C1
= agbl - a1b3 | Co = 6, b, cl . (642)
0,1b2 — G,le C3
—axE
Mit etwas Indexgymnastik ergeben sich folgende weitere
Eigenschaften der Determinante:
1. det AT =det A
2. fiir (obere) Dreiecksmatrizen: Produkt der Diagonalelemente
a1 %
det e = Q11 Q492" " App (643)
0 Qnn

3. Spalten oder Zeilen vertauschen: Faktor (—1)
insbesondere: Sind zwei Spalten (Zeilen) gleich, so verschwindet die Determinante.
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4. det ist linear in jeder Zeile und Spalte, vgl. Forderung (i), insbesondere

det (51,...,5j+5,...,an) = det (a1, ...,d;,. .., d) + det (51,...,5,...,an .
(6.44)
Ebenso fiir Zeilen.

5. Vielfaches einer Spalte (Zeile) zu einer anderen: det invariant, denn (4. mit b = Adj,

k#J)

det(c?l,...,c_ij—i—)@k,...,d’n) :det(d’l,...,c_ij,...,&’n)
+)\det(a1,..., & ,...,an). (6.45)
j-te Spalte
=0, daady d(;;pelt vorkommyt
also Gaufs (ohne Durchmultiplizieren)
Beispiel:
1 11 ~1
A= (—1 2 3) :\+
1 15 +
—— (6.46)
0 3 4
0 0 4

d.h.detA=1-3-4=12.

6. det A#£0
& Spalten von A sind Lu. (ebenso Zeilen)
< A invertierbar
& LGS AZ = b hat fiir jedes b eine eindeutige Losung, ndmlich ¥ = A1
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Satz 15. (Determinantenmultiplikationssatz)
Seien A, B € R™™ (oder € C"*"). Dann gilt

det(AB) = det A-det B. (6.47)

Bewelis:

—

det(AB) = det(Ab, ..., Ab,), wobei B = (by,...,b,) = (b;), d.h. b; = < >

n n
= det ( Z C_iilbillu Ce Z 6znbznn) s wobeil A = (61, . ,6,L>

i1=1 in=1
n
= E bill tee binn det (ail, ceey CLZ’H)J (648)
il 77777 in:1 :C'len det A

=det A Z bi11 - 'binn Cil...in

Bemerkung: Damit gilt auch (falls A invertierbar)

1
A= —— 4
det det A’ (6.49)

denn det A-det A=! = det(AA™) =det I = 1.

Satz 16. (Laplacescher Entwicklungssatz)
Sei A = (a;;) € R™". Die Matriz A;; € R"=9*0=1 entstehe aus A durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Es gilt:

det A = Z(—l)”jaij det A;; (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

n (6.50)
= Z(—l)i“aij det A;; (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1
(folgt unmittelbar aus der Definition der Determinante)
Bemerkungen:
1. Vorzeichen sind schachbrettartig verteilt:

+ - +
— _'_ —
+ - + (6.51)
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2. Vor allem sinnvoll, fiir Zeilen (Spalten) mit vielen Nullen.

Beispiel:

1 2 3
det {4 5 6] =1det 5 0 — 4 det 23 + 7 det 23
789 & 9 & 9 5 6

(Entwicklung nach der 1. Spalte) (6.52)

2 3 1 3 1 2
——4det(8 9)+5det <7 9)—6de’c<7 8)

(Entwicklung nach der 2. Zeile)
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7 Komplexe Zahlen

Fiihre eine Zahl i ein, mit

bzw. auch i = y/—1. Komplexe Zahlen
C={z=z+1iy|z,y e R}
Rechnen wie mit reellen Zahlen, d.h. z; = z; +1iy;, z;,y; € R,

21+ 20 = x1 +1y1 + X2 + 1Yo
= (x1 + 22) +1i(y1 + ¥2)
21 - 2 = (w1 +iyr) (22 + iy2)
= 1129 + 121y + Y122 + PY102
= (z172 — y1y2) + (712 + Y172)

z = x — iy heilt komplex konjugiert zu z = x + iy. Es folgt

Z1%9 = 21 22,

und insbesondere 2" = Z" (n € Np).

(C, +, ) ist ein Korper mit

e neutralem Element der Addition: 0 = 0 + i0

e neutralem Element der Multiplikation: 1 = 1 + i0

e additiv Inversem (zu z =z + iy, v,y € R): —z = —x — iy
e multiplikativ Inversem (zu z # 0, z = x + iy, z,y € R):

1 r —1iy r —1iy

z
I E rwe-iy 2+

= = (insbesondere: i~

P=1=1j).

Wir nennen =z € R Realteil und y € R Imaginérteil von z = x + iy und schreiben

Rez ==, Imz=y

Offensichtlich gilt

Z2+z zZ2—z
, Imz = -
2 2i

Rez =
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Anschaulich: z=x+1iy
Gauftsche Zahlenebene Yy
2]
¢ _ -
: Rez
|
l
--------- "
Z=x—1y
Polardarstellung: Charakterisiere z durch Betrag und Argument (Phase)
r=|z|=vzzz =22+ y? (7.8)
¢ =argz € [0,2m) '
arg z = arctan ¥ (Zweig!)
Damit 27! = ﬁ und z = r cos ¢ + ir sin ¢.
Einheitskreis: {z = cos¢ +isin¢| ¢ € [0,27)},
denn | cos ¢ +isin ¢|? = cos? ¢ + sin® ¢ = 1.
7.1 Komplexe e-Funktion
Behauptung: ' = cos¢ +ising, V ¢ € R, (vgl. Prolog)
wobei die komplexe e-Funktion iiber die bekannte Reihe definiert wird,
ol C 7.9
e’ = ZO mE z € (7.9)
6 0 1n¢n
¢ = Z n!
n=0
i '2n ) 0 2n+1 2 .
— ¢ n + n—+
n=0 ( ' n:O 271 + 1 (710)
_ - ( n 2n o I 2n+1
o Z ¢ + Z (2n _|_ 1)!
n=0 n:O
=Ccos¢+ising. O



Damit nochmal Polardarstellung: z = re'® = |z|e'®87,

Definieren wir auch sin z und cos z fiir z € C durch die Reihen, so gilt auch

e? =cosz+isinz VzeC. (7.11)

Rechnung genau gleich wie (7.10)

Eigenschaften: (fiir ¢ € R und z,w € C)

L |e?] =1
2. ¥ ="t
3. e = ¢7, insbesondere e = ¢~1¢
4. arge'® = ¢ (bis auf Vielfache von 27)
d. cosz:ﬂ sinz:ﬂ
2 21
Beispiele:
1. Moivre-Formel
(cos ¢ +1isin @)™ = cos(ng) + isin(ne), VoeR, VneN (7.12)

denn el"? = (el*)"

2. Additionstheoreme (frither geometrisch bewiesen) lassen sich nun direkt nachrechnen,

z.B. (z,w € C)

elZ _ e—lZ el’w _'_ e—lw _'_ elZ _"_ e—lZ elw _ e—lw
2i 2 2 21

Sin z cosw + cos z sinw =

= l el(ztw) + pllz=w) _ gi(=z+w) _ Gi(—z—w)
4
+ pllztw) _ Gilz—w) + pl(—2Fw) _ ei(—z—w)] (713)
ei(z+w) o e—i(z_:,_w)

2i

= sin(w + z2) .
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: ive __ €
Zsm(um) = ImZe =Im w1 (v # 27k, k €Z)

in (2512) (7.14)

Beispiele 1 & 2 zunéchst iibersprungen.
Einheitswurzeln. Gesucht sind alle Losungen z € C von 2" = 1.

. . |
Ansatz: z = €9 = 2" =" =1 & neg =27, v € Z

22.01.2020

2
v

= Losungen: ¢, = —v, v=0,1,...,n—1 (7.15)
n

@® 2. Einheitswurzeln
(O 3. Einheitswurzeln

O 4. Einheitswurzeln

Q 8. Einheitswurzeln

n—te' Wurzeln aus w € C:
2 =w = |wlel?
iy-i-i%ru

z = {/|wle'n v=0,1,....n—1. (7.16)
. . A o 1=
Beispiel Vi i=el?
iz 17 i 2% i 2 _;
zop = €7 und z; = €'1 =€ erfullenzjzl.
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ARe z

7.2 C", C"™" und Verwandtes 3

C als Vektorraum iiber R:
Dimension 2, Basis {1,i}, isomorph!® zu R?
(Gaufsche Zahlenebene);

analog ist z.B. C? iiber R isomorph!® zu R*,

8y

z.B.
- 21 . 1+27I 9
z_<z2)_( . )e@ (7.17)

Mit dem Zeichnen der 4. Achse, Im 2z, tue ich 1
mich etwas schwer. ..

Weiter sind z.B.

Lu. in C? als VR iiber R, aber
l.a. in C? als VR iiber C.

Komplexe Vektorrdume: Vektorrdume iiber dem Korper C
Alles wie bei reellen Vektorrdumen, mit einer Ausnahme:
Skalarprodukte, V' x V' — C, miissen

(S1) () = (@, 2)
erfiillen.
Wegen (S2), (Z, M) = \(2, 0), folgt

Beispiel: V = C" iiber C

21 wq

0y
I

o w=1 |, zj,w; € C

“n Wn,

10isomorph heikt hier: es gibt eine lineare bijektive Abbildung, z.B.

Re z;

Cc?> (21> o | T € R,
Z9 Re Z9
Im 25

die die Vektorraumstruktur erhéalt.
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Kanonisches Skalarprodukt:
T n
(F0) =7 =) Fuw
j=1

mittlerer Ausdruck in Matrixschreibweise

Zugehorige Norm:
— — :T —
IZIl=1Z1=VZ 7 =

n
Dzl
=1

Beispiele:
1 3 3
< il s >:Q_¢1—n 5
1+i 1+i 1+i

=3—5i+ (1—i)(1+i)=5—5i
——

)

Matrizen mit komplexen Eintridgen: A = (a;;) € C™*™.
Komplex konjugierte Matrix:

A— (@), AB-A4B.

Alles wie gehabt, z.B. Determinanten,

241 1430\ . e
®t<4i 2_i)_4+1—«@—1m_¢7 4
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8 Integration

Definition: Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R. Eine diffbare Funktion F': [ —
R heifst Stammfunktion von f, falls gilt F'(z) = f(z) YV x € I.

Bemerkung: Ist /' Stammfunktion von f, so auch F mit F(z) = F(z)+c fiir jedes ¢ € R,
denn .
F'(z)=(F(z)+¢) =F(z)=f. (8.1)
So erhalten wir alle Stammfunktionen von f, denn, sind F' und G Stammfunktionen, so
gilt
(F(z) = G(z)) = F'(z) = G'(x) = f(z) - f(z) =0, (8.2)
d.h. F(z) — G(z) ist konstant.
(Nur konstante Funktionen haben Ableitung = 0:
gx)=0vVzel
= ¢ ist monoton wachsend und fallend V x €
= ¢ ist konstant.)

Fliche unter Funktionsgraph: Sei I C R ein Intervall, a,b € I, a < b, f : I — Ry stetig
auf [ und f(x) > 0V x € I. Wir bezeichen den Fliacheninhalt der Fliche, begrenzt durch
den Graph von f, die z-Achse und die senkrechten Geraden x = a und x = b, mit

/a " Ha) de (8.3)

/\_//

/abf(a:)da:

o
a b X
Behauptung: (Hauptsatz der Differential- Integralrechung)
F(z) := / f(t)de (8.4)
ist Stammfunktion von f V x € I, d.h.
= [ swa= s 5)
dz J, N '
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Beweisidee:

. F(x+h)—
/ —
P =y PG g [ &0
A
/(@)
/
z+h
a r & x—i—h»
Da f stetig, existiert sicher ein & € [z, z + h], so dass
z+h
[ rma=nse. (57)
Damit gilt
F(a) = lim £() = f(lim &) = f(x) (5.
—0 h—0
Berechnung von Integralen: Nun gilt!!
b
/ f(x)de = F(b) — F(a). (8.9)
wobei F' eine beliebige Stammfunktion von f ist, denn:
Sei F' eine beliebige Stammfunktion von f, so existiert ein ¢ € R mit
= / f)dt+c
:/ Ft)dt +c=c
¢ (8.10)

H'Wenn wir vorher priizise definiert hiitten, was ein Integral eigentlich ist, dann wiirden wir diese Formel

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung nennen.
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Beispiel: a« € R

uy

/OE sin(az) do = _ cos(ax)

a

() e

Bemerkung: Wir schreiben auch (unbestimmtes Integral)

/f(a:) dz = F(z) falls  F'(z) = f(x). (8.12)
Beispiele:
xn—l—l
2. /d% =logx (8.14)

Eigenschaften des Integrals: (f, g stiickweise stetig und beschrénkt, b > a)
(i) Linearitét:

/ A (x) + pg(x)] de = )\/ f(z)dz + ,u/ g(z)dzx, A €R (8.15)

Zunichst nur fiir nicht-negative Integranden, d.h. f(z),g(x) > 0 Vz € [a,b] und
A i > 0, aber wenn wir Fliachen unter der z-Achse einen negativen Flicheninhalt

zuordnen,
[rrwiar=- [ @, (8.16)

dann diirfen f, g sowie A\, u beliebiges Vorzeichen haben.

A

(ii) Stiickweise integrieren: (dann ist uns auch egal, ob f in ¢ unstetig ist)

/f dx—/f dx+/f dz (8.17)



Zuniéchst nur fiir ¢ € [a, b], aber wenn wir festlegen, dass

/baf(x) do = — /abf(x) dx (8.18)

dann konnen wir auch ¢ auferhalb [a, b] zulassen (falls beide Integrale auf der rechten

Seite existieren).
b
[ raas
a

b b
f(z) < g(x)Vz € la,b] = / flz)dz < / g(z)dz. (8.20)

(iii) Fiir Abschitzungen:

b
< / ()] dx, (8.19)

vgl. Skizze unter (i), sowie

8.1 Uneigentliche Integrale

Wir definieren

/OO flx)de = bli)m bf(x) dz (8.21)

falls fab ... fiir beliebig grofe b existiert.
Analog fiir liIrll) f(z) = o0, a < b:
z—

/abf(x) dz := lim /ay f(z)dx (8.22)

y—b—
Beispiele
1.
e L , IR 1
—dz=lm [ —dr=lm |——| =lm(—-+1)=1 (8.23)
1 X b—oo J1 X b—o0 |y b—o0 b
—————
=2
2.

1
=2-0=2 (8.24)
0

1 1
1 1
/Oﬁx( yi%#/y\/;x) ve
Bemerkung: Falls uneigentlich an mehrern Stellen, muss man die Limites unabhingig

bilden diirfen, z.B.
Lo

v d 1d
£ Tim (/ —x+/ —x) (8.25)
T oy=oE\J @ y
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Linke Seite existiert nicht,

Ude ) b dx Ve
— = lim — 4+ lim —
1z b—=0—J_1 T a—0+ [ @

b 1
- Jim [toglel] + Jim [1og],

= lim log|b| — lim a
b—0— a—0+

14

=% — 00+ 00"

, “Ydx Ydz ,
lim —+ [ — ) = lim [ log|z|
y—0+ \J_, = y T y—0+

= Jim (logy —logy) =0

wohingegen

-y

+logz

)

—1

Ubrigens: (log |z|)’ = 1, denn (Kettenregel)

| logz, x>0 ;o %, x>0
IOgm_{log(—:ﬂ), r<0 (log ) _{ S(=1), =<0

8.2 Integrationstechniken

Satz 17. (Partielle Integration)
Seien f und g stetig auf [a,b] und stetig diffbar auf (a,b), dann gilt

/a f'(2) () dz = / e

Beweis: Wegen (fg) = f'g+ f¢ gilt

b

/ [f'(2) () + f(2) g'()] dz = f(x) g(2)|

- [r@owar+ [ rwgwar o

abziehen = Beh.
Beispiele:

1.

/xcosxdxzxsi:gpm—/hsi:gledx

g f g g
= xsinx + cosx
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/logxdx:/l-logxdx

1
::clogx—/x—dx (8.32)
x
=zlogx —x
Analog:
[E— —
arcsinxdr = rarcsine — [ x——=dx
1—a? (8.33)
= rarcsinx + V1 — x?
Uneigentliche Integrale zunéchst iibersprungen
3.
/siand:c = —sinz cosx + /coszx,d:c
= —sinz cosx + /(1 —sin® ), dx
(8.34)
= —sinx cosx + = — /siandx
z 1 |
= — — —sin
5 5 SinT cosz
Satz 18. (Integralrestglied fiir Taylor)
Sei f n+ 1-mal stetig diffbar auf (a,b), dann gilt
- f(y) ([L’()) v __ 1 ! (n+1) n
fla) - ;} e —w) = ni (t) (=) dt, (8.35)
wobei x,xy € (a,b).
Beweis: (vollstandige Induktion)
n = 0O: N
F@) — Fla) = / Fdt ok (8.36)
xo
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n+1 V) o
_ — [V () , ST () n+1
= f(x) =) (@ 20) —m(x—%)

z ) (n+1)
= [ - L

LV. (n+1)!
1 (:L’ _ t)n-‘rl t=z _ t)n-ﬁ-l f("+1)(:£0)
- (n+1) ¢ . (n+2 SRSV P | A vV . n+1
o U( el ), /f n+1 D &)
—0+ f((LJ:Ji)l()fO)(x_xo)n+1
— n+2 T —t n+1 dt
(n+ 1 / f )
(8.37)
]
Satz 19. (Substitutionsregel)
Sei [ stetig auf I und g : [a,b] — J C I stetig diffbar, dann gilt
g9(b)
/ flg t)dt = f(z)dz. (8.38)
9(a)
Beweis: Sei F' Stammfunktion von f,
g(b) 9(b)
. fle)de = F(x)| = F(g(b)) — F(g(a))
9(a) g(a)
d /
o F(9(®)=F(9(t))g'(t) = fg(t) g'(*)
b b
/ flg(t) g'(t)dt = F(g(t))| = F(g(b)) — F(g(a)) O (8.39)
Beispiele:
1.
g'(t) . 1
dt =lo t), mit f(x) = —, F(x) =log|x 8.40
[ G5 at=toxlatt) fa)= - Fx)=logle| (840)
z.B.
/tanxdxz/smzdx:—log|cosz|, mit g(x) = cosx,
COS T
04 10 (8.41)
x :
/ = loglogz| =loglog10, mit g(x) = logz,
. zlogx .
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2. n# -1

dt
/sin"x cosx,dx sine =t, cosxdr=dt (d—:cosx)
x
8.42
. tn—i—l SiIln+1 (I) ( )
n+1 n+1
3.
/ sin® z dz
0
dt dt dt

sinx =t, cosxdr=dt, dxr= = =
cost /1 _sin2zr V1I—1t> (8.43)
sin =0 t2
—dt =07
=

sin 0=0

Vorsicht: sin® z + cos’>z = 1 Vz,

aber cosz = /1 — sin® z nur dort, wo cosz > 0,
z.B. nicht fir § <z <.

Merke: Vorsicht beim Wurzelziehen!
Ubrigens: Das Integral 16sen wir z.B. mit partieller Integration, siehe Beispiel dort.

Einschub: Ableiten nach oberer und/oder unterer Grenze

q ()
— t)dt 8.44
5 [ o (544
o(x)
Sei F' Stammfunktion von f, d.h. F' = f:
d () q
o [ 10 =1 (F) - Po)) '
b(z) (8.45)
= F'(¢(2)) ¢ (z) — F'(¢(x)) ¢/ (x)
= [ (@) ¥ (z) — f(6(x)) &' (2)
F taucht nicht mehr auf! Geht also auch, wenn wir F' nicht explizit kennen!
Beispiel: .
a4 mxo_t2 dt = e 5% cos (8.46)
= = ST. :
0

Uneigentliche Integrale zunéchst iibersprungen

31.01.2020
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Partialbruchzerlegung

Idee:
/x—llx—Q o /(x—12 x—ll) o

= log |z — 2| — log |z — 1| (8.47)
| T —2
=lo
& x—1

Wie finden wir die Zerlegung? (inkl. weiterer Beispiele)
Ziel: Berechne /

mit Polynomen, P, @, mit reellen Koeffizienten — 0.B.d.A Zahlergrad < Nennergrad (sonst
Polynomdivision). Sei @) von Grad n, d.h.

P(x)
o) dz (8.48)

T

Q(z) =c, [[(z — ;)" Zyj:n, cn 70, (8.49)

j=1
Nullstellen z; mit Vielfachheiten v;:
e Entweder z; € R
e oder z; ¢ R = T ist auch Nullstelle,

denn mit .
Qz) =) az*, ¢EeR, (8.50)
k=0
gilt: Aus Q(z;) = Y/, ey = 0 folgt
0=0Q(z;) =Y @k =) oz’ =QF). O (8.51)
k=0 k=0
Beispiel: Q(z) = 1 + 22, Nullstellen =i.
Nun gilt:
P(x) al! al? al
- St -
Qz) x—x1 (r—m) (x —z)n
(1) (v2)
a
22
T — Ty (x — @)™ (8.52)
at! al”
+ TR
T — T, (x — x, )



mit Koeffizienten aS-k) € C. (Beweis: Auf Hauptnenner bringen.)

Falls Nullstelle komplex, so sind Koeffizienten der komplex konjugierten Nullstelle auch
das Komplexkonjugierte der Koeffizienten (nur dann wird Summe der Partialbriiche wieder
reell).
Partialbriiche lassen sich integrieren
Beispiele
1.
! e ! (8.53)
(x—1)(z—-2) -1 z-2 '

1. Methode: Hauptnenner & Koeefizientenvergleich

a(:B—Q)—I—b(x—1):(a+b)x—(2a+b);1
= a+b=0, 20+b=-1  (LGS) (8.54)
= b= —a, a=—1 = (b=1)

2. Methode: Grenziibergéinge (“Zuhaltemethode”)

1 a b
G—D@—=2) z-1 72 )(56—1) danach z =1 (8.55)
1,
-1
)(56—2) danach z =2 (8.56)
1
S A
1
2.
r+1 a b
G—12 z-1" (@=1p ‘(if—l)z, r=1 (8.57)
‘(af—l), T — 00 (8.58)
z—o00 L — 1
also
1 1 9
e o , & (8.59)
—1 TR
oglr —1| = —
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vt -1 a b a b 2
- — 1 =i (8.60
(22 +1)? $—i+($—i)2+x+i+(x+i)2 ’(x )2, z=i (8.60)
12—1_1_()
i+i)2 2
’(x—i), r—o0 (8.61)
O:a+a = R,ea,:
)$=0 (8.62)
1 1
—1—1a—§—1a_§ < Ima=0
(8.63)

also
/ 2 =1 q 1 / dx N 1 / dx
—  _dx = — — — -
(24 1)2 2) (x—1)2 2 ) (x+1i)?
1 1 1 T
= (—t— | =5
+ 2\z—1 z+1i 2 +1

Da wir uns nicht sicher sind, ob (x) o.k. war, machen wir zumindest den Test:

(8.64)

/ 2 2
1)—z-2 —1
A R ok D e A o.k. (8.65)
2?2 +1 (22 +1)2 (22 4+ 1)2
Ubrigens, auch gut fiir Reihenentwicklung:
1 1 1 1
(r—D@—-2) 1-z 21-2
o0 1 o0 e
=D =5 a2 (3.66)
v=0 v=0
— Z (1 . 2—(1/+1)) v
v=0
Bisher hitten wir das mit dem Cauchy-Produkt gerechnet.
weiteres Beispiel
o Tr+1
1z 8.67
| e o
Nenner-Nullstellen: —1, 1,2, d.h.
Tr+1 A B C
= 8.68
(22 —1)(z —2) 37+1+37—1+37—2’ (8.68)
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Analog: B = —4, C' = 5. Damit

> Tr+1 o 1 4 D
5 do = — — + dx
3 (2=1)(x—2) 3 r+1 -1 x-2

= [— log(x + 1) — 4log(z — 1) + 5log(z — 2>}
_ (-2 1%
— [log @+ 1)(z — 1)4}
=6log?2

o0

w

(8.69)

=logl—1
; og og4.24

8.3 Riemannsche Zwischensummen

Bisher haben wir das Integral etwas unscharf als Fliche unter dem Funktionsgraph defi-
niert. In diesem Abschnitt prazisieren wir, was wir damit genau meinen. Dabei erkennen
wir, dass hinter jedem Integral ein komplizierter Grenzwert steckt, und motivieren neben
auch die Schreibweise “dz”

Definition: (Riemannsche Zwischensummen)
Sei f : [a,b] — R{ beschrinkt und stiickweise stetig (d.h. hochstens an endlich vielen
Stellen unstetig). Zerlege [a,b] in n Teilintevalle [z;_1,z;], j =1,...,n, mit

a=x0<T1 <+ <Tp_1<T,=>o, (Partition) (8.70)

und wéhle aus jedem eine Zwischenstelle

& € [Tj-1, 74 (Belegung) (8.71)

Wir nennen .
Zy =Y (&) (x5 — xjm1) (8.72)

j=1

eine (Riemannsche) Zwischensumme. Die Linge des grofiten Teilintervalls heifst Feinheit
1, der Partition,

fn, = max (r; — Tj_1) . (8.73)
j
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a=x Ty Ta b=ux3 x

Satz 20. Sei alles wie in obiger Definition, dann gilt: Fir jede Folge von Partitionen und

Belegungen mit lim p, = 0 existiert lim Z,, der Grenzwert ist fiir alle solchen Folgen
n—oo n—oo

gleich, und wir schreiben
n b
lim 7, = gggozf(fj)(wj —x) = / flz)da. (8.74)
J:

Bemerkungen:
1. Aus Az = z;,, — z; wird da: infinitesimale z-Anderung.

2. “Stiitzstellen” &; miissen nicht dquvidistant gewidhlt werden (z.B. bei numerischer
Approximation).

3. Funktionen f, fiir die Satz 20 gilt, heift (Riemann-)integrierbar.

A A

a =Ty 1 i) = T3

Beweisidee:
Bilde Ober- und Untersummen,

SO = Z max f(z) - (z; —xj_1) und SV = Z min f(x) -(x; —x;_1), (8.75)
j=1 TE[Tj—1,2;] j=1 TE[Tj—1,2;]
dann gilt
m[iri]f(x) (b—a)<SY<27,<89 < m[eug] f(z)-(b—a). (8.76)
z€la, z€la,
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SY nach oben beschrinkt. Bilden wir das n + 1-te Folgenglied durch Teilen eines Teilinte-
valls, so ist SY,; > SV = Konvergenz. L.A. ist Konvergenz etwas aufwendiger. S analog.
Die beiden Limites sind gleich (und damit auch der von Z,,), da

f stiickweise stetig = max f(z) — min f(z) — 0 fiir fast alle ;. (8.77)

TE€lwj_1,2;] z€lz;_1,2;] VT
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9 Differentialgleichungen (DGLn)

9.1 DGLn erster Ordung mit getrennten Veranderlichen

Beispiel:
y'(z) = 2*(1 +y*(x))
Idee:
y=2
dz’
wir probieren mal. . .
dy
1= (1 +y?)
dy 2 « I : B
T 42 =z de (“getrennte Verdnderliche”)
dy 9
/ 152 = /x dx
3
arctany:§+c, ceR

3
yztan(%—i—c)

Ist das gut gegangen? Test:'2

Y (z) = {1 + tan? (‘%3 + C)J 7

-

:1‘—’|—y2
Allgemein:
y'(z) = f(z)g(y)
1. Gibt es ein yo mit g(yo) =0 = y(z) =yo (konstant) 16st die DGL
2. Daher nun ¢(y) # 0 (wo’s interessiert)

Y~ f@)oty)
dy = xT)axr
L~ fo)d

Definiere nun

12Wdh1 (tan:v)' _ (sinz)/ — cos? x+sin® a =1+ tan2 T

cos x cos? x
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DGL wird dquivalent zu
O(y) = F(z), (9-8)

und

y =2\ (F(x)) (9.9)
16st — falls & umkehrbar!
Wenn g stets das gleiche VZ hat, dann ist ¢ streng monoton und damit umkehrbar.

Betrachte nun das Anfangswertproblem (AWP)

y'(r)=f(x)g(y),  y(xo) =yo- (9.10)
Definiere neu
Flz) ;:/ fBdt, ) ;:/ %, (9.11)

falls g(t) > 0V t € [yo,y| (oder g(t) <0Vt € [yo,y]).
Behauptung: y(z) = @ (F(z)) 16st AWP.
Beweis: y(z9) = ¢~ (F(2)) = ¢7'(0) = yo, da ®(yo) = 0.

1 ) — L
(O (F(x))) (@), ¥ly) = q(y) (9.12)
T
= g(y(z)) f(x)
O
Beispiele:
1.
y =y, y(0) =1 (9.13)
= % =dx, y(0) =1
vdy [T
= /1 ? = . dl’
5,
54 —= =x
Y11
& —l +1=x
Yy
1
< s = 1—=
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2. homogene lineare DGL (s.u.) ist auch von diesem Typ

v+ fx)y=0, y(0) =3 (9.14)
iy [t
& T /Of(x)da:
& logy—long—/ f(t)dt
0
& y=3e wa f(t)dt

9.2 Lineare DGLn erster Ordnung

Y (z)+ f(z)y(z) = g(z) (9.15)
heift lineare inhomogene DGL 1. Ordnung.
y(x)+ f(z)y(z) =0 (9.16)

heifit zugehorige homogene lineare DGL 1. Ordnung.
Bemerkungen: (Linearitét)

1. Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen Gleichung, so ist
ayy + Bya, a, B € R (oder C), (9.17)
ebenfalls Losung der homogenen Gleichung; also ist die Losungsmenge
Ly ={y|y' + f(z)y =0} (9.18)

ein Vektorraum.

2. Sind y; und y, zwei Losungen der inhomogenen Gleichung, so ist y; — yo Losung der
homogenen Gleichung; also ist, mit einer Losung y, der inhomogenen Gleichung, die

Losungungsmenge
Lz - ! e
wly + flx)y=g(x)} (9.19)
={yly=yp+yn. yn € Ln}.
3. Aullerdem
Ly = {y ' y(r) =ce” J7r) dt, c € R (oder C)} (9.20)

da (ce_ JT @) dt>/ = ce 0 dt(—f(x)). Dies sind auch alle Losungen (spé-

ter).!3

13Die Schreibweise = / f(t)dt =: F(x) bezeichnet eine Stammfunktion von f, d.h. F'(z) = f(z).
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Beispiele: (¢ € R oder C, nach Bedarf)

1.y —y=0 = Lh:{y y(x

) =rce JH(=1dt cem}

3 @
2.y —ay=0 = Ly, :{ ‘ y(x) ol Tt T}
 dt
3. y'—i—%:O = ‘ —ce_f 2t = C}
1 msmt
4. y'—i—smxy:O :{y‘y —ce_f }
x
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Bemerkungen:
1. einparametrige Losungsmenge (dim Lj, = 1)

2. Oft hat man ein sogenanntes Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist Losung von

Y+ fl@)y=0 mit  y(zo) = 1yo (9.21)
Losung:
y(@) = goo Jro S A (9.22)
denn y(zo) = yoe v FBdE_ yoe” = Yo
Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung: (Variation der Konstanten)
y' + fl@)y = g(x) (9.23)

Sei F'(x) Stammfunktion von f, d.h. F' = f.
y(z) = ce @ 15st homogene Gleichung.
Ansatz fiir Losung v, der inhomogenen Gleichung:

yp(x) = c(x) e @) (9.24)
y,=ce " —ce”f (9.25)
in DGL
(e " —ce™f)+ fee " =g = d = gel’ (9.26)
also N
clx) = / ef'® g(t) dt (9.27)
und damit -
yy(z) = e F@ / ef'® g(t) dt (9.28)
Losungsmenge

Lizypuh:{y\y(m:e-”” / eF<t>g<t>dt+ae—F<f>,aeR} (oder a € ©).

(9.29)
Will man das AWP mit y(zg) = yo 16sen, so ist Losung eindeutig bestimmt,

y(z) = o Jua SO <yo + /m el F(T) AT g(t) dt) (9.30)
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Beispiele:

Ly —y=3Ly={ylylx) =ce"}
Yp = ew/ e '3dt =e"(—e )3 =-3 (9.31)

Oft einfacher: y, raten.
Also L; = {y|y(x) = =3+ ce” | c € R}.

AWP: y(1) = 5:
y(1)=-3+ce=5 = c:g, (9.32)
und y(z) = —3 4 8! lost AWP.
2.y — 2y =sinz, L,={yl|yx)= ce%}
Yp = o /1‘ e sintdt. (9.33)

9.3 Lineare DGLn zweiter Ordung mit konstanten Koeffizienten

Beispiel: Federpendel

=
. auch Modell fiir Schwingung eines zweiatomigen
Molekiils.
Riickstellkraft: F' = —ks Federkonstante k

Newton: —ks = ms

(Zeit t, s = s(t), § = 2)

DGL: 0

(1) + —s(t) = 0 (9.34)

Masse m
s ¥ Auslenkung
Losungen: s; = sin(wt), sy = cos(wt) mit w = /k/m (und Linearkombinationen), denn

5172 = —w23172 (935)

Allgemein:
Y +ary’ +aoy = f(x) (9.36)

heifit inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, ap; € R oder
€ C; zugehorige homogene Gleichung:

Y +ary +ay =0. (9.37)

Bemerkungen: (Linearitét)
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1. Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen Gleichung, so auch
ayr+ By, o, feC. (9.38)

= Losungsmenge L, ist ein Vektorraum.

2. Sind y; und y, Losungen der inhomogenen Gleichung, so ist y; — yo LoOsung der
homogenen Gleichung, d.h.
Li =y, + Ly (9.39)

wobei y, eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Loésungsmenge der homogenen DGL: y” + a1y’ + agy = 0.
X(7) = 2% + a17 + ag (9.40)

heifst zugehoriges charakteristisches Polynom.
Ist A Nullstelle von x, d.h. x(A\) =0
= y(x) = ce™, ¢ € C ist eine Losung der DGL, denn

y(x)=Ay(z),  '(x)=Ny), (9.41)
in DGL:
Y+ a1y +aoy =y (N +a)+ ao) - (9.42)
x(;);o

Funktioniert natiirlich auch fiir lineare DGLn héherer Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten.

Im obigen Beispiel (Federpendel):

x(z) = 2° + W (9.43)
Nullstellen: A; o = Fiw.
Losungsmenge:
L, = {5 ’ s(t) = e + e cp € (C} (9.44)
Die speziellen (rellen) Losungen sin(wt), cos(wt) sind LK von et
iwt e—iwt
sin(wt) = . ; € =5 = —Cg,
iwt 2 —iwt 2l (945)
cos(wt) = cere g =cy= ! :
2 ’ 2
Relle Losungsmenge:
Lt = {s ’ s(t) = cq sin(wt) 4+ ca cos(wt), c12 € R} C Ly. (9.46)

Allgemein:
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1. x hat zwei verschiedene reelle Nullstellen, \; # Ao:

L;Leell _ {y ) y(x) = cle>‘1m + cze)‘”, Cl2 € C ¢ R}

2. x hat komplex konjugierte Nullstellen, Ay = \: Lj, wie oben.

Reelle Losungen?

)\1 =u+iv
1
yl(f’«“) = B
ale) = o (M
2 21

Federpendel: ©u =0, v = w

(A =u —iv)

(eM* 4 7)) = e"* cos(vx)

— eM7) = e"" sin(vx)

Lreelt — {y ‘ y(x) = c1e"sin(vx) + c2e™ cos(vx), c12 € R}

3. x hat eine doppelte Nullstelle, A € R:

Lzeell — {y ‘ y(x) — Cle)\il? _I_ CoT e)\x , 0172 & C € R}

Bleibt z.z.: y = xe*® lost DGL.

y/ _ e)\x + )\xe)\m

Y = XM 4+ XM 4+ Ngel®

in DGL
Y+ ay +agy = Nae™ + a we + agre™ + 2Xe™ + are’”
~ — ~—_————
=ze M (A24- a1 +ag)=zer x(A)=0 er (2X+a1)=erx/(A)=0
denn

x(z) = 2% + a17 + ag
X () =22+ a;
XA =2\ + a4

Bemerkungen:

(
2
0

X

—\)? (doppelte Nullstelle)
(x = A)

1. Losungsmenge ist stets zweidimensionaler Vektorraum.

2. Fiir ein AWP kann noch y(x¢) = yo und y'(zg) = vy vorgegeben werden.

Beispiel: AWP fiir Federpendel

§4+w?s=0,

(9.47)

(9.48)

(9.49)

(9.50)

(9.51)

(9.52)

(9.53)

(9.54)

(9.55)



allgemeine Losung

s(t) = e’ + et (9.56)
s(0)=ci+c =0 = E— (9.57)
$(0) = iwey — iwey = 1 = 2iwey = 1 (9.58)
also . n(wt)
S w
0 =5—="C = s(t) = - (9.59)

Losung der inhomogenen DGL: Variation der Konstanten

y' +ary +apy = f(x) (9.60)
Seien y; und ys zwei L.u. Losungen der homogenen DGL. Ansatz fiir partikuldre Losung:
y(z) = ai(x) yi(x) + c2(2) ya () (9.61)
Ableiten:
y'(x) = cryy + cays + Cyi + o
—:R() (9.62)
y" (@) = cryi + Ay + ey + yy + B
Einsetzen:

f(x) =y"+ ay + agy
f(z) = glyil + a1y + a001y£+52yé, + ajcoysy + aoC2y2 +cyy + ys + R +a R (9.63)

=0 da yl‘iomogene Los. =0 da y;,I10m0gene Los.
Falls R(z) = 0 (und damit R’ = 0): LGS fiir ¢| und ¢

Ay + chys =0 (R(z) =0)

(9.64)
iy + chyy = f(x)
Losung, z.B. durch Cramersche Regel:
/ 1 <0 y2) ya() f ()
¢ = det = —
U W(x) v W (x) (9.65)
o= 1 det <y1 0 ):yl(l")f(l")
27 W(x) vy f W (x)
mit der Wronski-Determinanten
Y1 Yo
W(z) = det 9.66
(@) ‘3@1%) (9.66)

Falls wir durch W teilen durften!
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Lemma 21. (Wronski-Determinante)
Seien y; und yo Losungen von
y" +awy' +apy =0
_ Y1 Y2 gy
und W (zx) = det ( , ,). Dann gilt:
Y1 Y2
1. W'(z) = —ayW(x) (und damit W (x) = W (zg)e"@=0)),
2. W(x) besitzt keine Nullstelle < vy, und yo sind l.u.

Beweis:
1.
W(z) = 1y — Y1 y2
W' (z) = 15 + 11ys — Vi y2—11 05
e y1(—a1yh — aoyz) — y2(—a1ys — aoy1) (9.67)

= —a1(y195 — Y291)
= —a;W(x)
2. e Wegen Teil 1 gilt W(z) = Ce™™* mit einer Kostanten C.

e Da die e-Funktion keine (reellen) Nullstellen hat, ist W entweder iiberall Null
(falls C' = 0) oder nirgends (falls C' # 0).

e W(x) =0 iiberall < (ZZ) ist Vielfaches von (zi ). (Eigenschaft von det)
U

Also lautet eine partikuldre Losung:

yp(x) = —pn(x) /xwdt—l—yg(x) /xwdt (9.68)

Beispiel:
y" + 5y + 6y = sinx (9.69)

charakteristisches Polynom: x(z) = 22 + 5z + 6

—5:|:\/25—24_—5j:1_{—2
; - -

Nullstellen: \; o =

2 -3
= Ly, = {y ‘ y(z) = e + e ¢ € C} (9.70)
e—2:c e—3x 5 5 _5
W(z) = det (_26_% —3e_3x) =3¢ 42 =—e"" (9.71)
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T (=3l i T =2t o
o e 'sint _3p e “'sint
wee [ [

. N (9.72)
= e_zx/ e sintdt —e_3x/ et sin t dt
NR:
/eo‘x sin z dx = —e* cosx + a/e‘“’ cos x dx
p.L
= —e™ cosz + ae™ sinz — o? /e‘” sin x dz (9.73)
p.L
N /e‘m sin o de — e (asinx — cos x)
1+ a2
...und damit:
2sinx — 3sinx — 1 1
gy — smx5 cosz smxlo COS T :Esinz—l—ocosx. (9.74)

Bemerkung: Ansatz y, = Asinx + B cosx hitte auch zum Ziel gefiihrt.

9.4 Existenz und Eindeutigkeit fiir DGLn 1. Ordnung
Hat das AWP ¢/ = f(x,y), wy(xo) =0, eine Losung und ist diese eindeutig?
Beispiel: y/'(z) = 2y/y(z), y(0) = 0.

Satz 22. (Picard-Lindeldf)
Die Funktion f : R? — R sei im Rechteck

D := {($ay) } |Zl§' - $0| S a, |y - y0| S ba Cl,b € R+ feSt} (975)
stetig und dort stetig nach y differenzierbar.'* Weiter seien M und h durch

M := max |f(z,y)] und h:=min(a,2) (9.76)

(z,y)eD
definiert. Dann gibt es in der Umgebung
Un(wo) == { | |# — x| < h} (9.77)
der Stelle xoy genau eine Losung des AWPs

Y (@) = flzy(@),  ylzo) = vo- (9.78)

Man sagt partiell nach y differenzierbar und meint: Man behandelt = wie eine Konstante und leitet
nach y ab. Dafiir schreibt man g_g — gsiehe spiter.
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Beweisskizze:
Ein gut lesbarer vollstindiger Beweis findet sich z.B. in Burg, Haf und Wille: Hoéhere
Mathematik fiir Ingenieure, Band 111, B.G. Teubner, Stuttgart, 1993, S. 17ff.

(i) Schreibe AWP als Integralgleichung.
(ii) Definiere eine Folge von Naherungen y,(z) fiir die gesuchte Funktion y(x).
(iii) Zeige, dass die Folge wohldefiniert ist.
(iv) Zeige, dass die Folge gegen das gesuchte y(z) konvergiert.
(v) Zeige die Eindeutigkeit der gefundenen Losung.
(

ad (i):
= f@y), v =w e mm=%+éﬁwmmw, (9.79)
denn “="
y@»—%Am;me@»—y@@Hw;myL daﬁL/lfty (9.80)

d T
/ — - =
y (Z) Integ;lgln. 0+ dz /CCO f(t7 y(t>> dt Diff. nach oberer Grenze f($, y(.T)) ’

%0 (9.81)
) =t [y =
ntegralgln. 0
ad (ii): Picard-Iteration
Yo(x) : =yo (also konstant)
y1(x) 1 = yo +/ f(t,yo) dt
b (9.82)

yn(2) = yo +/ F(t, yn_n(t)) dt
zo
ad (iii):
z.2.: Yn(x) bleibt im Definitionsbereich von f falls x € Uy (z0), d.h.
lyn(z) —yo| <b ¥ |z — 20| < .

Vollstandige Induktion:
n=0:
yo(z) —yo| =0 <D
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n—n-+1:

Ynt1(2) — yo| = 1% Mz — xo| < Mh <) O

/ " F(tyal0)) dt

ad (iv) & (v)

e Zeige, dass die Folge konvergiert — dhnliche Abschétzungen wie zu (iii) nur etwas

v qe . . . of .
aufwéndiger, hier geht Stetigkeit von Z- ein.

e So wie die Folge definiert war, muss sie dann gegen eine Losung des AWPs konver-
gieren!

e Zeige Eindeutigkeit — wieder dhnliche Abschétzungen, verwende dabei nochmals Ste-
tigkeit von %.
Beispiel: AWP ¢/ + 7y = 0, y(0) = 42

e berechne Picard-Iterierte yo, y1, ¥2, Y3

e rate Formel fiir y, und beweise mit vollstandiger Induktion

e bestimme lim y, und vergleiche mit Losung nach Abschnitt 9.1 oder 9.2.
n—oo

118



