Prof. Dr. R. Tumulka Wintersemester 2020
Mathematisches Institut, Universitdat Tiibingen 16.2.2021

UBUNGSKLAUSUR ZUR ANALYSIS 2

Informationen zur Klausur/zum Test: Biicher, Notizen und elektronische Hilfsmittel sind bei
der Klausur/dem Test nicht erlaubt. Ich muss Sie darauf hinweisen, dass wéhrend der Klausur/des
Tests die Kommunikation mit anderen Personen eine unerlaubte Verletzung der akademischen
Integritiat darstellt und schwerwiegende Konsequenzen haben kann. Den Stoff der Klausur/des
Tests bilden das Skript ohne Kapitel 7, das Zusatzkapitel 0 und die Ubungsblétter 1-13.

In der Klausur/im Test streichen Sie falsche oder irrefithrende Teile Ihres Aufschriebs, die nicht be-
wertet werden sollen, deutlich durch. Eine uniibersichtliche, unklare oder unleserliche Darstellung
kann zu Punktabzug fithren.

Anleitung zu dieser Ubungsklausur: Diese Aufgaben werden nicht korrigiert. Diese Ubungs-
klausur ist ldnger als die echte Klausur. Es ist vorgesehen, dass Sie keine Biicher, Notizen oder elek-
tronische Hilfsmittel benutzen. Die Aufgaben werden in einem Zusatz-Repetitorium am 2.3.2021
um 11:00 Uhr besprochen.

Aufgabe 1: Wahr oder falsch?

Kreuzen Sie an, wenn die Aussage wahr ist und [F], wenn die Aussage falsch ist. Ein richtig
gesetztes Kreuz gibt 2 Punkte, kein Kreuz gibt 0 Punkte und ein falsch gesetztes Kreuz gibt
—2 Punkte. Insgesamt wird die Aufgabe mit mindestens 0 Punkten bewertet. Sie brauchen keine
Begriindungen anzugeben.

Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

Beliebige Schnitte offener Mengen sind offen.

Sei f, : [0,1] — R eine Folge stetiger Funktionen. Konvergiert (f,) punktweise, dann
konvergiert (f,) auch gleichmafig.

Sei f,, : [0,1] — R eine Folge stetiger Funktionen. Konvergiert (f,,) gleichméfig, dann
ist die Grenzfunktion stetig.

Die Vereinigung zweier konvexer Mengen in R" ist konvex.
Die Euklidische Norm || - || : R — R ist eine konvexe Funktion.

Aufgabe 2: Taylor-Polynom
Berechnen Sie das Taylor-Polynom 2. Grades von f(x,y) = e % 72% im Punkt (0, 0).
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Aufgabe 3: Optimierung

Bestimmen Sie Lage und Art der lokalen Extrema der Funktion f : R? — R,

fla,y) =22° — 6y +y° + 4.

Aufgabe 4: Limes

Sei f(z,y) = (52 — 2y?)/(T2* + 3y?) fiir (x,y) # (0,0). Existiert lim, ) (0,0) f(x,y)? Begriinden
Sie Thre Antwort.

Aufgabe 5: Differenzierbarkeit

Untersuchen Sie die Funktion

e
=

_ iiﬂ/i fiir (z,y)
fla,y) = {0 b fiir (z,y) = (0,0)

auf partielle und totale Differenzierbarkeit in (0, 0).

Aufgabe 6: Tangentialebene

Zeigen Sie, dass die Tangentialebene an die Fliche 2° + y° + 2° = 8 im Punkt P = (a,b, ¢) durch
die Gleichung
a‘r + bty +ctr =8

gegeben ist.

Aufgabe 7: Optimierung unter Nebenbedingungen

Warum besitzt die Funktion f(z,y,2) = x + 3yz Maximum und Minimum auf der Sphére x? +
y? + 2% = 1?7 Benutzen Sie Lagrange-Multiplikatoren, um diese Maximal- und Minimal-Werte zu
finden.

Aufgabe 8: Lineare Differentialgleichung
(a) Finden Sie die allgemeine reelle Losung der Gleichung & + 44 + 4z = 0.

(b) Nach dem Prinzip der Variation der Konstanten, nehmen Sie die Konstanten in Ihrer Losung
zu Teil (a) als variabel an, um die allgemeine Losung der Gleichung

F4n 4o =12 (t > 0)

zu finden.



Aufgabe 9: Integrationsreihenfolge

Sei I = f02 f; xy dy du.

(a) Berechnen Sie [.

(b) Zeichnen Sie das Integrationsgebiet im R2.

(c) Schreiben Sie I als Summe eines oder mehrerer dz dy-Integrale. Sie brauchen diese Integrale
nicht auszuwerten.

Aufgabe 10: Schwerpunkt

Sei s = (s, s,) der Schwerpunkt der (abgeschlossenen) Region D C R?, die eingeschlossen wird
vom KEinheitskreis und den zwei Radien, die symmetrisch bei den Winkeln +6 von der y-Achse
liegen, so dass ein Stiick der positiven y-Achse in D liegt.

(a) Skizzieren Sie D.
(b) Berechnen Sie den Flacheninhalt von D mittels Polarkoordinaten.

(c) Begriinden Sie, warum s, = 0, und berechnen Sie s, mittels Polarkoordinaten.

Aufgabe 11: Kurvenintegral

Die Kurve v : [0, 27] — R? sei gegeben durch «(t) = (sin 2t, cos 3t, t*), das Vektorfeld v : R? — R3
Tol3

durch v(zy, z9,23) = | x123 |. Berechnen Sie das Kurvenintegral fvv(x) - dx (auch geschrieben
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als f7 v - ds). Hinweis: Manche Losungswege sind leichter als andere.

Aufgabe 12: Integration in Kugelkoordinaten

Sei W die Region in R?, die durch die Bedingungen 0 < z und 2% 4 3% + 22 < 1 definiert wird. Die
Funktion f sei auf W gegeben durch f(z,y,2) = 1/y/2? +y? + z2. Kugelkoordinaten sind (wie
auf Ubungsblatt 11) definiert durch

(x(r,@, gp),y(r,@,gp),z(r,@,gp)) = (r sin 6 cos o, rsin fsin @, T cos 0)

fir (r,0,p) € (0,00) x (0,7) X (—m, 7). Die Jacobi-Determinante betréigt r?sinf (kein Beweis
erforderlich).

(a) Skizzieren Sie W.

(b) Driicken Sie W in Kugelkoordinaten aus, d.h. geben Sie die Grenzen fiir 7,0, ¢ an.
(c) Driicken Sie f in Kugelkoordinaten als f(r, 6, ¢) aus.

(d) Berechnen Sie [, f(z,y, z) d(z,y, z) in Kugelkoordinaten.



Aufgabe 13: Beweis
Fiir beliebige (c, 3,7) € R? hat die Gleichung

2’ +ar®+Br+y=0

mindestens eine reelle Losung (kein Beweis erforderlich). Sei g(«, 3, 7) die kleinste reelle Losung.
Zum Beispiel ist ¢(0,0,1) = —1 (kein Beweis erforderlich). Zeigen Sie, dass g in einer Umgebung

von (0,0, 1) stetig differenzierbar ist, und dass Vg(0,0,1) = (—3, 5, —3)-

Aufgabe 14: Beweis

Sei S := B1(0,0) C R? die abgeschlossene Einheitskreisscheibe. Zeigen Sie: Ist f : S — R stetig
differenzierbar, dann ist f Lipschitz-stetig.



