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5.4 Unterraume, Dimension und Basis

Definition: (Dimension)
Sei V' ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in V' heift
Dimension von V', dim V.

Beispiel: dimR" =n  https://youtu.be/RZf1_DEwO1E (4 min) (1)

Definition: (Unterraum)

Sei V' ein Vektorraum (iiber K). U heifst Unterraum von V, falls gilt:
(i) U CV, und

(i) U ist ein Vektorraum (iiber K).

Bemerkungen:
» Abgeschlossenheit - - .
> dim U < dim V https://youtu.be/AgOrdXxsjXE (2 min) (2)
Beispiele:
» triviale Unterrdume .
https://youtu.be/440hqk4ZWPI| (4 min) (3)

> %

Definitionen: (Lineare Hiille, Erzeugendensystem, Basis)
Sei V' ein Vekorraum iiber K und a;,...,a, € V.

» Die Menge aller Linearkombinationen,

span (dy, ..., d,) = {:fe %

f:ZAjaj,AjeK}, (4)

j=1
heifst lineare Hiille (oder Aufspann) von ay, ..., ay,.
» Die Vektoren dy,...,d, heifen Erzeugendensystem von V, falls gilt
span (a@y,...,d,) =V . (5)
Wir sagen dann auch, sie spannen V' auf.
» Sind die Vektoren @y, ..., d, l.u. und bilden ein Erzeugendensystem von V', so nennen
wir sie eine Basis von V.
Bemerkungen:
» span (dy,...,a,) ist ein Unterraum von V.

» Die Anzahl der Vektoren einer Basis von V ist gleich dim V.


https://youtu.be/RZf1_DEw01E
https://youtu.be/Ag0rdXxsjXE
https://youtu.be/44Ohqk4ZWPI

Beispiele:

S (1 - [0y . [1 )
T e el () o
https://youtu.be/pNw8uco9PdE (2 min)

» Die kanonischen Einheitsvektoren €; € R™.
https://youtu.be/fe4yTOoNxqI| (2 min)

Uberlegen Sie: Bilden die folgenden Vektoren ein Erzeugendensystem des R3?
Falls ja, sind sie auch eine Basis?

1 1 0
flz 1 ) _‘2: 0 ) 53: 1 €R3
0 1 1

Bestimmen Sie die Losungsmenge %, von

01 110
1 01 20
1 10 3|0
Was ist dim .%,? Nennen Sie die Spalten des LGS dj, ..., dy.
Was ist die Dimension von span (dy, . ..,ds)?
Satz 10.
Seien dy, . ..,d, € R™. Die Dimension von span (@, ...,dy,) ist gleich der

Anzahl der B in der Zeilenstufenform von
(@ a@ - a@l0).
Begriindung:

https://youtu.be/FnSrunJqSAQ (4 min)

Bemerkung:
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen

https://youtu.be/yUK1DrKeFHO (4 min)

(10)

(11)

(12)

Verstindnisaufgabe: Betrachten Sie den Raum aller Polynome vom Grad < 3. Wir
nennen diesen Raum V. Was ist dim V7 Geben Sie auch eine Basis an. Nun definieren wir
die lineare Abbildung L : V — V durch L(P) = P’, d.h. wir bilden ein Polynom auf seine

Ableitung ab. Begriinden Sie, dass

ker L={P eV |L(P)=0} und imL={Q €V |3IP eV sodass L(P)=Q} (13)

Vektorrdume sind, und bestimmen Sie jeweils die Dimension.


https://youtu.be/pNw8uco9PdE
https://youtu.be/fe4yT0oNxqI
https://youtu.be/FnSrunJqSAQ
https://youtu.be/yUKlDrKeFH0

