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Ubungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 01. Sei K ein Korper. Ein 4-Tupel (A, +, x,-) heifit eine (assoziative) K-Algebra,
wenn +,* innere Verkniipfungen auf A sind, also 4+,*%: A x A — A, und - eine duflere Ver-
kniipfung auf A ist, also -« K x A — A, so dass gilt: (i) (A4, +, %) ist ein Ring; (ii) (A, +,-) ist
ein K-Vektorraum; (iii) A - (z*xy) = (A-z)xy=x % (A-y), fir alle A € K, 2,y € A.

(a) Sei Fy = {0,1} der Korper mit zwei Elementen und X eine beliebige Menge. Definieren Sie
auf allen Abbildungen von X nach Fy, A := Abb(X,Fs), in naheliegender Weise Verkniipfungen
(+, *, ), mit denen (A, +, *, ) zu einer Fy-Algebra (mit Einselement) wird.

(b) Wir definieren nun fiir jede Teilmenge Y C X ihre charakteristische Funktion xy: X — Fy
durch yy(z) =1, falls z € Y ist, und xy(z) = 0, falls z ¢ Y ist. Zeigen Sie, dass die Zuordnung
O:P(X) — Abb(X,Fs), Y — xy, bijektiv ist.

(c) Welchen mengentheoretischen Verkniipfungen auf §B(X’) entsprechen nun via ® die inneren
Verkniipfungen + und * von Abb(X,Fy) auf PB(X)? Zeigen Sie: Eine Teilmenge 2 C PB(X) ist

beziiglich der induzierten Strukturen (4, *,-) via ® genau dann eine Fy-Unteralgebra mit Eins,
wenn gilt: (1) X € A; (ii) VY e A: Y e A; (iii) VY, Yo e A YUY, € A

Aufgabe 02. (a) Recherchieren Sie zunéchst den sogenannten Groflen Umordnungssatz fiir
absolut kovergente Reihen, formulieren und erldutern sie ihn.

(b) Sei nun X eine abzéhlbare Menge (endlich oder unendlich) und ¢: X — [0, 00| eine beliebige
Funktion (die wir als Gewichtsfunktion interpretieren). Zeigen Sie, dass durch p,:PB(X) —
[0, 0],

pe(A) = (@),

r€A

ein Maf auf (X,P(X)) definiert wird.

(c) Sei X wieder abzdhlbar. Zeigen Sie, dass jedes MaB p auf (X,PB(X)) wie unter (b) zu
Stande kommt und dass ¢: X — [0, 0o] mit p = p., eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 03 (Schrumpfungsformel). (a) Sei 2 eine o-Algebra auf einer Menge X und p ein
Maf auf (X, Q). Zeigen Sie: Sind A, € A (k € N) mit Ay O Agyg, fir alle £ € N, und ist
p(Ar) < oo, so gilt fiir A := (), oy A

H(A) = lim (A,

k—o00

(b) Sei p das ZéhlmafBl auf N sowie Ay := {n € N : n > k} (k € N). Zeigen Sie, dass die
Schrumpfungsformel (a) fiir (Ax) nicht gilt.



Aufgabe 04. (a) Zeigen Sie, dass R und P(N) gleichméchtig sind. (Hinweis: Zeigen Sie
zunéchst, dass R und [0,1) gleichméchtig sind und driicken Sie dann jedes z € [0,1) durch
seinen Dualbruch 0,aqas ... (mit a; € Fo, k € N) aus.)

(b)* Sei 9B,, C B(R™) die Borel-Algebra (n € N). Zeigen Sie, dass B,, gleichméchtig zu R ist
und damit, dass B,, # P(R"™) sein muss.

Hinweis: Benutzen Sie die Sétze von Schrider-Bernstein und Cantor aus der Analysis-1.
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