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Ubungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 09. Sei \* das duflere Lebesgue-Mafl auf R und M C R eine A\*-messbare Teilmenge
(d.i.: eine Lebesgue-Menge). Sei weiter € > 0 beliebig.

(a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U C R gibt mit U O M und \*(U \ M) < e. (Hinweis:
Betrachte zunéchst den Fall A*(M) < oo und im Fall M*(M) = oo dann die Durchschnitte
M, = M N [—n,n] (n € N). Denken Sie auch immer an den ,,27"e-Trick*“.)

(b) Zeigen Sie, dass es eine abgeschlossene Teilmenge A C R mit A C M und M (M \ A) < ¢
gibt. (Hinweis: Betrachte M¢ und Teil (a).)

Aufgabe 10. Sei \* das duflere Lebesgue-Mafl auf R und A seine Einschrinkung auf die Bo-
relsche o-Algebra 8 C P(R).

(a) Zeigen Sie: Fiir jede Teilmenge A C R gibt es eine Borelsche Teilmenge B C R mit
B D Aund A\(B) = M(A). (Hinweis: Wihlen Sie eine Minimalfolge ((Qnk)ren)nen von Qua-
dertiberdeckungen fiir das duflere Maf3 A*(A).)

(b) Sei nun £ C *B(R) die Lebesguesche o-Algebra der A*-messbaren Teilmengen von R und
B die \*-Vervollstindigung von B (siche Aufgabe 07). Zeigen Sie: £ = B. (Hinweis: Suche fiir
M € £ mit Aufgabe 09 eine Borelmenge B C M mit \*(M \ B) = 0.)

Aufgabe 11. Die Cantormenge C' C [0, 1] wird so konstruiert: Im ersten Schritt nimmt man
aus Cy = [0,1] das (offene) mittlere Drittel heraus, C1 := Cy \ (3,2). Im zweiten Schritt
nimmt aus den verbleibenden Intervallen [0, 3] und [2, 1] wiederum das jeweils mittlere Drittel

heraus, Cy == [0,3] U [3,5] U [3,Z] U [5,1]. Bei jedem weiteren Schritt nimmt man aus den

verbleibenden Intervallen jeweils das mittlere Drittel heraus und erhélt so im n-ten Schritt
Cp C [0, 1]. SchlieBlich setzt man C' := (1, o Cn-

(a) Zeigen Sie, dass C' kompakt (und damit eine Borelmenge) mit \(C') = 0 (und A, wie immer,
dem Borel-Lebesgueschen Ma$) ist.

(b) Zeigen Sie, dass C' gleichméchtig zu [0, 1] ist. (Hinweis: Betrachte die Darstellung der Zahlen
in C im terndren System).

(c) Zeigen Sie, das die Lebesguesche o-Algebra £ C P(R) gleichméchtig zu P(R) ist.

Aufgabe 12. Sei \* das duflere Lebesgue-MaBl auf R™ (n € N).
(a) Zeigen Sie, dass A\* translationsinvariant ist.

(b) Sei £ C P(R™) die Lebesguesche o-Algebra der A*-messbaren Teilmengen in R™. Zeigen
Sie, dass das Beispiel einer Teilmenge A C [0, 1]™ aus der Vorlesung, das nicht Borelsch ist,
auch nicht in £ liegt.



(c) Zeigen Sie, dass A* nicht o-additiv sein kann.
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