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Ubungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 21. Seien (X, ) und (Y,B) Messrdume und ®: X — Y messbar. Sei weiter p ein
MaB auf (X,2). Dann definieren wir v: 98 — [0, oo] durch v(B) = u(®~(B)).

(a) Zeigen Sie, dass v ein Ma$ auf (Y, B) ist. (Wir nennen v das Bildmafi von p unter ¢ und
notieren es so: v =: ®, .)

(b) Sei nun ¢: Y — [0, oo] messbar. Zeigen Sie, dass dann auch f := go ®: X — [0, co] messbar
ist und fiir alle B € 9B gilt (vgl. Aufgabe 17):

/gdu:/ fdpu.
B »-1(B)

Aufgabe 22. Sei (X, 2, 1) ein Mafiraum und 2 die bzgl. p vervollsténdigte o-Algebra von 2
(siche Aufgabe 07).

(a) Sei g: X — R A-messbar und f: X — R eine Funktion mit f = g u-fast-iiberall. Zeigen Sie,
dass f dann 2A-messbar ist.

(_b) Seinun f: X — R 2l-messbar. Zeigen Sie, dass es dann 2-messbare Funktionen gy, go: X —
R gibt mit g; = go p-fast-iberall und g, < f < go. (Hinweis: Zeigen Sie das zuniichst fiir
2A-messbare Treppenfunktionen.)

Aufgabe 23. Sei X ein Mafiraum, I C R ein offenes Intervall und f: X x I — R eine Funktion,
so dass folgendes gilt:

(i) Fiir jedes s € I ist die Funktion f(-,s): X — R, x — f(z,s), integrierbar;

(i) fiir jedes y € X ist die Funktion f(y,-): I — R, t — f(y,t), differenzierbar.

Zudem existiere eine integrierbare Funktion ¢g: X — [0, 00], so dass fiir alle z € X und t € [
gilt: |%(w,t)| < g(x). Zeigen Sie: Dann ist

(a) die Funktion %(', ):X >R z— %(m, t), fiir jedes ¢ € I integrierbar (also insbesondere
messbar),

(b) die Funktion h: I — R, t — [ f(-,t) dp, differenzierbar,

& [reodn= [t

und es gilt fiir alle ¢t € [I:



Aufgabe 24. Sei f:[0,00) — R eine Funktion, so dass fiir alle n € N die Einschrankung f|[0, n]
Riemann-integrierbar ist.

(a) Zeigen Sie, dass f Lebesgue-messbar ist. (Hinweis: Bitte verwenden Sie die (unbewiesene)
Bemerkung aus der Vorlesung, dass (fiir alle n € N) f][0,n] Lebesgue-messbar ist.)

(b) Zeigen Sie nun: Ist f > 0, so ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn das uneigentliche
Riemann-Integral [ f(z) dz = lim,, [, f(x) dz existiert und dann gilt:

d\ = - dx.
i /0 f(z) dz

Abgabe: Sonntag, 13. Dezember 2020, 18 Uhr via ,,urm® an Thren Tutor



