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Übungen zur Integrations- und Maßtheorie

Aufgabe 29. Sei X ein Maßraum.

(a) Sei f ∈ L1(X) und g ∈ L∞(X) (vgl. Aufgabe 28). Zeigen Sie, dass dann f · g ∈ L1(X) ist
und die Hölderungleichung auch für die Fälle p = 1 und q =∞ gilt:

‖f · g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖∞.

(b) Zeigen Sie, dass auch (L∞(X), ‖·‖∞) (vgl. Aufgabe 28) vollständig ist. (Hinweis: Vergleichen
Sie auch die

”
Pfingstaufgabe“ (Aufgabe 32) aus Analysis-II.)

Aufgabe 30. Sei (X,µ) ein Maßraum und 1 ≤ p < q ≤ ∞.

(a) Sei p < r < q und λ ∈ (0, 1) durch die Bedingung 1
r

= (1− λ)1
q

+ λ1
p

gegeben. Zeigen Sie:

Ist f ∈ Lp(X) ∩ Lq(X), so ist f ∈ Lr(X) und es gilt:

‖f‖r ≤ ‖f‖λp · ‖f‖1−λq .

(Hinweis: Wenden Sie Hölders Ungleichung auf geeignete Potenzen von |f | an.)

(b) Sei nun µ(X) <∞ und f ∈ Lq(X). Zeigen Sie, dass dann f ∈ Lp(X) ist, für alle 1 ≤ p ≤ q,
und es gilt:

‖f‖p ≤ µ(X)
1
p
− 1

q · ‖f‖q.

(Hinweis: Die konstante Funktion 1 ist jetzt in Lr, für alle r ∈ [1,∞].)
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