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Ubungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 33. Sei (X, 2, ) ein o-endlicher Mafiraum und f: X — [0, 00| eine messbare Funkti-
on. Sei weiter A das Borel-Lebesguesche Mafl auf der Borel-Algebra 8 von R. Zeigen Sie, dass
der Subgraph von f, d.i. die Teilmenge

Gy ={(z,t) e X xR: 0<t< f(x)} € X xR,

in ARV CP(X x R) ist und beziiglich des Produktmafes p ® A auf A @ B gilt:

/fdu=u®>\(Gf)-

Aufgabe 34. (a) Sei K ein Kreiskegel mit einer Grundscheibe vom Radius r > 0 und Hohe
h > 0. Berechnen Sie mit Cavalieries Prinzip das Volumen von K.

(b) Sei f:]a,b] — [0,00) stetig (—oo < a < b < c0) und K C [a,b] x R? der Rotationskorper,
der entsteht, wenn man den Graphen von f um die z-Achse rotiert,

K ={(z,y,2) € a,b] x R*: y* +2* < f(x)*}.

Begriinden Sie, warum K C R? Borelsch ist und bzgl. des Borel-Lebesgueschen MaBes A auf R?
gilt:

ANE) = w/abf(:v)Qd:v.

Aufgabe 35. Zeigen Sie, dass fiir das Volumen V' eines Torus’ 7" mit Radien 0 < r < R gilt:

V = 27%r?R.

Aufgabe 36. (a) Sei K C R? kompakt mit K # 0. ( K bezeichnet hier das Innere von K )
Begriinden Sie, dass K Borelsch ist und fiir das Lebesguesche Mal A3(K) = V gilt: 0 < V < oco.

(b) Der Schwerpunkt S = (s1, 52, 53) € R? eines Kérpers K C R? (d.h.: K ist kompakt mit
[O{# () wird definiert durch (vol(K) := A3(K))

1
i = zd = 1,2, .
’ vol(K) /Kx = (0 3)

Sei nun S = S]Bﬁ = (s1,52,53) € R® der Schwerpunkt der oberen Halbkugel B3 = {z € B? :




(i) Begriinden Sie mit Hilfe der Transformationsformel fiir lineare Diffeomorphismen, dass
s1 = s9 = 0 ist.

(ii) Berechnen Sie mit Hilfe von Tonellis Satz s3.
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