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Ubungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 37. Wir betrachten die Kugelkoordinaten ®: G — R3 mit G = (0, 1) x (0, 7) x (0, 27)
und
O(r,0,p) = (rsinf cos p, rsinfsinp, rcosf).

Wir benutzen von Aufgabe 44.b aus Analysis 11, dass ® injektiv ist.

(a) Berechnen Sie die Jacobische Jg: G — [0,00), argumentieren Sie moglichst sauber mit
dem Umkehrsatz, dass D = ®(G) ein Gebiet ist, bestimmen Sie D und begriinden Sie, warum
®: G — D ein Diffeomorphismus ist.

(b) Begriinden Sie, warum B? \ D eine Borelsche Nullmenge ist. (Hint: Z.B. mit der Transfor-
mationsformel oder auch mit Cavalieri wie in der Musterlosung-10 von Aufgabe 35.)

(c) Zeigen Sie nun (erneut) mit Hilfe dieser Kugelkoordinaten, dass fiir das Volumen V' der
Einheitskugel B® = {z € R3: ||z|| < 1} gilt:

V = -m.

Aufgabe 38. Wir betrachten nun die Polarkoordinaten ¢: G — R? mit G = (0, 00) x (0, 27)
und

O(r, p) = (rcose, rsinp).

(a) Berechnen Sie die Jacobische Jg von @, das Bild D C R? von ® und begriinden Sie, warum
®: G — D ein Diffeomorphismus ist.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten die Integrale
/ eV dady, / e~V dady,
B2 R?

und zeigen Sie mit Hilfe des 2. Integrals (erneut):

/ e dy = Nz
R

Aufgabe 39. (a) Sei A das Borel-Lebesguesche Maf§ auf R" (n € N), @ C R" ein (achsen-
paralleler) Quader und sei ¢ > 0. Zeigen Sie, dass es ein 7 € N und (achsenparallele) Wiirfel
Wi, ...,W, CR" gibt mit Q CW;U---UW, und

ZA(WJ-) <MQ) +e.



(Hinweis: Priifen Sie das zunéchst fiir Quader mit rationalen Eckpunkten und approximieren
Sie dann ) mit solchen von aufien.)

(b) Zeigen Sie nun, dass man das duflere Lebesgue-Maf3 \* auf R” auch mit Wiirfelitberdeckun-
gen an Stelle von Quaderiiberdeckungen definieren kénnte, d.h.: fiir alle A C R" ist

A(A) = inf{z AW;) €10,00] = (W;)jen ist eine Wiirfelitberdeckung von A}.

JjEN

Aufgabe 40. (a) Sei N C R” eine Nullmenge (bzgl. des dufleren Lebesgue-Mafles auf R") und
e > 0. Zeigen Sie, dass es eine Kugeliiberdeckung (Bj)ren von N gibt mit D, A(By) < €.

(b) Zeigen Sie, dass man das duflere Lebesgue-Mafl auf R™ auch mit Kugeliiberdeckungen
bekommt: Fir alle A C R"™ ist

A (A) = inf{z A(B;) € [0,00] : (Bj)jen ist eine Kugeliiberdeckung von A}.

JEN

(Hinweis: Benutzen Sie das (noch unbewiesene) Lemma aus der Vorlesung, dass man einen
Quader @) zu einem gegebenen £ > 0 so mit einer Kugeliiberdeckung (By)reny von @ versehen
kann, dass Y, A(By) < A(Q) + ¢ ist.)
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