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Ubungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 05. Sei X eine Menge sowie A, B € P(X) und M := {A, B} C P(X).

(a) Sei mindestens eine von den vier Mengen AN B, AN B¢, A°N B, A°N B¢ leer. Zeigen
Sie, dass dann das von 2N erzeugte Dynkin-System © mit der von 9N erzeugten o-Algebra 2A
tibereinstimmt, ® = 2. (Hinweis: Suchen Sie einen durchschnittsstabilen Erzeuger fiir ©.)

(b) Seien nun die Mengen AN B, AN B¢, A°N B und A°N B¢ allesamt nicht-leer. Zeigen Sie,
dass dann das von 901 erzeugte Dynkin-System ® nicht mit der von 9 erzeugten o-Algebra 2
tibereinstimmt, © # A. (Hinweis: © ist sehr klein.)

(c) Geben Sie ein Dynkin-System an, welches keine o-Algebra ist.

Aufgabe 06. Sei X eine Menge und (X)) versehen mit ihrer Ringstruktur aus Aufgabe 01.
Zeigen Sie: Eine Teilmenge R C P(X) ist genau dann einen Mengenring, wenn sie ein (alge-
braischer) Unterring von (X)) ist.

Ein Mafiraum (X, 2, 1) heifitvollstiandig, falls fir jedes M € 2 mit u(M) = 0 auch alle Teil-
mengen N C M in 2 liegen.

Aufgabe 07. Sei (X, 2, p) ein Mafiraum. Wir setzen N := {N € P(X) : es gibt ein M € A
mit N C M und pu(M) =0} sowie A:={AUN: AecAund N € N}.

(a) Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra mit A C A ist.

(b) Definiere ﬂQil — [0, 00] durch (AU N) = p
tes Mafl auf (X, Q) mit 4|A = p ist, und dass (X,
Vervollstdndigung von (X, 2, 11).)

(A). Zeigen Sie, dass fi ein wohldefinier-

~

2, i) vollstindig ist. ((X,%2, /i) heift die

Aufgabe 08. Sei X eine Menge und v:P(X) — [0,00] ein duBleres Mafl auf X. Sei weiter
2A CP(X) die o-Algebra der v-messbaren Mengen und p := v|2L.

(a) Zeigen Sie, dass (X, 2, u) vollsténdig ist.

(b) Sei p*:P(X) — [0,00] das von p induzierte duBere Mafl nach Caratheodory. Zeigen Sie,
dass i.A. p* = v nicht gilt. (Hinweis: Versuchen Sie es mal mit einem geschickten dufleren Maf
v auf der Menge X = {0, 1}.)
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