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Vorwort

Da offenbar unter den Horern der Vorlesung der Wunsch nach einem ordentlichen Script besteht,
mochte ich hiermit an das vergangene Semester ankniipfen und dieses Script wihrend der Vor-
lesung ,Mathematik fiir Physiker IV des laufenden Semesters (SS2005) erstellen. Es wird dabei
nicht garantiert, dass sich keine Fehler, sowohl in Formeln, als auch in den Formulierungen von
Definitionen, Sitzen oder auch Beweisen einschleichen. Der Leser sollte daher entsprechend kritisch
damit umgehen und gefundene Fehler weitergeben, damit diese korrigiert werden kénnen.

In der Mathematik unterscheiden sich die verwendeten Symbole zum Teil grundlegend von der Phy-
sik, so zum Beispiel die komplexe Konjugation, Adjungtion oder auch die Schreibweise des Skalar-
produktes (Dirac-Notation in der Quanten-Mechanik! (f,g) = [ fg du = [¥T® dz = (V|®)). In
diesem Script wurde die Notation aus der Physik iibernommen. Als gleichwertig fiir die Transposi-
tion sind zu werten 7 A, AT, A’. Die Wahl der Notation wird so gewihlt, dass Fehlinterpretationen
vermieden werden.

Wer die schonen Bilder aus der Vorlesung vermissen sollte, ist hiermit aufgerufen diese in digi-
taler Form (png, eps, 0.4.) zu erstellen, damit diese integriert werden kénnen. Gleiches gilt fiir
anderweitige Mitarbeit am Gesamtwerk. Kenntnisse im Umgang mit IXTEX2e sind dabei hilfreich.
Vorschlige zum Script des 3. Semester werden weiterhin eingearbeitet. Verweise auf Sétze und De-
finitionen aus anderen Scripten der Serie, die hier ebenfalls fiir die Beweise verwendet werden, sind
mit MfPh... markiert.
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Kapitel 1

Maf3e

Motivation

Ordne moglichst vielen Teilmengen A C R™ eine Maf$zahl u(A) € [0, oo] zu, ihren Fldcheninhalt (ihr
Volumen). Eigenschaften der messbaren Mengen A € A C P(R™) und des Mafies p : A — [0, 0]
sollten (mindestens) sein:

1. Sind A und B € Amit ANB =0, soist AUB € A und es ist
#(AUB) = p(A) + pu(B) .
Wir schreiben AU B fiir AU B, wenn zusiitzlich AN B = () ist: disjunkte Mengen.

2. Besser noch wire:
Sind Ay € A fiir k € IN mit Ay N A; = 0 fiir k # [, so ist

Uke]N Ak €A

und es ist

m (Ukem Ak-) = n(Ag) .

keN

Wir vereinbaren dazu ¢ + oo = oo Ve € [0, 00]. Vorsicht bei co — co: Ist nicht definiert! Auch
soll fiir Summen ) ;° ; a;, nicht-negativer reeller Zahlen aj, > 0 der uneigentliche Grenzwert
oo zuléssig sein (welcher sich sofort einstellt, wenn ay = oo fiir ein k € IN ist).

1.1 o-Algebren

Definition 1.1.
Sei X eine Menge. Eine Teilmenge A der Potenzmenge P(X), A C P(X), heifit eine o-Algebra
auf X, wenn gilt

(a) X € A4;
b) Ac A= A°:— X\A = {z € X|z ¢ A} € A;
(C) AkEA,/{GINﬁukE]NAkEA.

12.04.2005



2 KAPITEL 1. MASSE

1.1.1 Beispiel

Sei X eine Menge.

(1) Dann ist A = {0, X} (die kleinste) o-Algebra auf X.
(2) A="P(X) ist (die groBte) o-Algebra auf X.

(3) A={M € P(X)|M abzihlbar oder M¢ abzihlbar} ist eine o-Algebra auf X.

1.1.2 Bemerkung

Fiir jede o-Algebra A C P(X) gilt:

(1) D e A;

(2) Ap e A ke N=(,cn Ak €A

(3) ABe A= B\A:={z € Blr g€ A} € A;

i? Beweis ;!

(1) 0 =Xx°

(2) ﬂke]N Ap = (Uke]N AZ)C
(3) B\A=Bn A°
QED

Unmittelbar aus der Definition ist folgendes klar: Ist (A;);c; Familie von o-Algebren auf X, A; C
P(X) (i € I), so ist auch
A=A CPX)
i€l

eine o-Algebra.

Definition 1.2.
Sei X eine Menge und M C P(X) eine beliebige Teilmenge. Man nennt

A:=(){B < P(X)|B o-Algebra und B 2 M}

die von M erzeugte o-Algeba. Es heifit dann M ein Erzeugendensystem fiir A .

1.1.3 Kommentar

(1) Es ist dann also A die kleinste o-Algebra von X, die M enthilt.

(2) Erzeugendensysteme koénnen erheblich kleiner sein als ihr Erzeugnis, z.B. ist M = {{z} €
P(X)|z € X} ein Erzeuger fir A = {M € P(X)|M abzihlbar oder M¢ abzihlbar}.

Definition 1.3.
Sei n > 1 und Y C P(R™) die Familie aller offenen Mengen im R™. Die von U erzeugte
o-Algebra B heifit die o-Algebra der Borel-Mengen (oder Borel-Algebra) auf R™.




1.1. 0-ALGEBREN

Definition 1.4.
@ C R™ heiflt ein Quader, wenn es a1,b1,a2,b2,...,a,,b, € Rgibt mit a; <b; (j=1,...,n),
so dass

Q:={z € R"|a;Sx;Sbs, j=1,...,n}

wobei sowohl abgeschlossene, offene und halboffene Quader zuléssig sind.

1.1.4 Bemerkung

Bezeichne Q = {Q € P(R")|Q ein Quader}. Dann ist die Borel-Algebra B auf R™ bereits von Q

erzeugt.

i? Beweis ¢!

Jede offene Menge U C R" ist abzdhlbare Vereinigung von Quadern, z.B. solche mit rationalen
Eckpunkten a;,b; € Q (j = 1,...,n). Das Erzeugnis A von Q erfiillt also: A DU = A D B nach

Definition der Borel-Algebra B . Weil Q C B ist, ist trivialerweise A C B. Also ist A = B.
QED

Definition 1.5.
Sei X eine Menge und A eine o-Algebra auf X. Eine Funktion p : A — [0, 00] heifit ein Maf
auf (X, .A), wenn gilt:

(a) u(0)=0;
(b) sind Ay € A, k € IN, paarweise disjunkt, Ay N A; = 0 Vk # [, so ist

m <Uk€]N Ak> = u(Ay) (o-Additivitit)

kelN

Es heifilen dann die Elemente A € A die messbaren Mengen, das Tripel (X,.A, u) heifit ein
Mafraum, und p(A) das Maf von A, fiir A € A.

1.1.5 Kommentar

Ein Maf} 4 auf A ist insbesondere additiv, d.h. ist n € IN und A4,..., A, € A paarweise disjunkt,
soist u(A;UAsU ... UA,) = u(Ar) + -+ + pu(A,). Wihle ndmlich Ay := 0 fiir & > n und wende

die o-Additivitat an.

1.1.6 Beispiel

Sei X eine abzéhlbare Menge und ¢ : X — [0, 00] eine (Gewichts-) Funktion. Definiert man auf

A:=P(X)

z€A

so ist p ein Maf8 auf A . (Vereinbarung: Die ,leere Summe* sei definiert durch ), := 0 das ,leere

Produkt* durch IIy :=1.)
Spezialfille sind

e o(x) =1Vz e X: p heifit dann das Anzahlmafl auf (X, P);

e Sei xg € X fest. Definiert man dann

1  wenn x = x ist,
p(r) = :
0 wenn x # x ist,

so spricht man vom Dirac-Mafl im Punkt zg € X.

14.04.2005
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1.1.7 Bemerkungen/Rechenregeln
Fiir einen Mafiraum (X, A4, u) gilt:

(I) Ist A, B € Amit A C B, so ist
p(B) = u(A) + u(B\A) ,

insbesondere ist
u(A) < pu(B) (Monotonie)

(IT) Fiir alle A, B € Aist
u(AU B) + (AN B) = p(A) + u(B) .

(ITI) Sind Ay € A k€ N und ist Ay C A, fiir k <1, so gilt fiir A := (J, oy Ax die Ausschopfungs-
formel:

p(A) = lim pu(Ag).
Dabei heifit (A) eine Ausschdpfung von A.

(IV) Sind A, € A k€ N und A C (J,cy Ax, S0 ist

p(A) <> u(Ag) -

keN

i? Beweis !
() B = AU(B\A) Additjvitat
1(A).

(IT) Aus AUB = AU(B\A) und B = (B\A) U (AN B) folgt

w(B) = p(A) + p(B\A) und weil pu(B\A) > 0 ist, folgt: u(B) >

Add. von p

#(AUB) + u(ANB) 1(A) + p(B\A) + p(AN B) = p(A) + u(B) .

=u(B)

(IH) Setze B; = Al, Bk+1 = Ak+1\Ak (k > 1) = Ak =B U By U... UBk = A= Uke]N Ak :UkelN
By. Dann ist

k
o-Add. . .
u(A) "= ZM(Bk):k@ Zu(Bl) :khm w(Ag) .
kEN * = >
——
Add.:van;LM(Ak)

1V) Wegen der Monotonie (Teil 1.1.7(I)) darf man annehmen, dass A = Ag. (Sonst A =
g keN
Uren(Ar N A) = w(A) < > u(Ap N A) < > u(Ayg)). Setze wieder: By := Ay, By =
Apr1\Ar (k>1) = A={J,cn Br, Br C Ay, also (wegen 1.1.7(I))

U;&id' 1.1.7(I)
p(A) TS (B <> u(Ag) -

keN kelN

QED



1.2. DYNKIN-SYSTEME )

1.2 Dynkin-Systeme

Definition 1.6.
Sei X eine Menge. Es heifit D C P(X) ein Dynkin-System, wenn gilt

(a) X € D;
(b) Ae D = A°eD;
(C) A, €D, kelN, AyNA =0 vk # 1,

Uke]N Ay €D.

1.2.1 Kommentar
(1) Jede o-Algebra A ist offenbar ein Dynkin-System.

(2) Ist D ein Dynkin-System, und ist A, B € D mit A C B, so ist B\A= BN A°= (B°UA)° =
(B°UA)® €D.

(3) Ist D ein Dynkin-System und zudem durchschnittsstabil, d.h. mit A, B € D ist auch AN B €
D, so ist D auch eine o-Algebra. Sei namlich A = (J, oy Ar , Ar € D. Setze By = Ay,
Bri1=AppiNAfN AN ---NAj (k> 1). Dann folgt A =J, . Br und By € D, also A € D.

(4) Beliebige Durchschnitte von Dynkin-Systemen sind offenbar wieder Dynkin-Systeme. Deshalb
erzeugt jede Teilmenge M C P(X) ein Dynkin-System, nidmlich das kleinste welches M
enthalt.

D= ﬂ{ﬁ C P(X)|75 ist Dynkin und D D M}

Lemma 1.7.
Sei X eine Menge und M C P(X) durchschnittsstabil. Dann stimmen die von M erzeugte
o-Algebra A und das von M erzeugte Dynkin-System D iiberein, A = D.

i? Beweis !

Weil A insbesondere Dynkin-System ist folgt, dass A D D. Zeige: D ist durchschnittsstabil (denn
dann folgt, dass D auch o-Algebra ist, also D D A). Setze fiir jedes B € D

Dp:={A€DANBeD}CD.
Zeige nun Dp =D V B € D. (Dann ist D durchschnittsstabil.)
Behauptung:
Dp ist selbst ein Dynkn-System, denn
1. aus A € Dp folgt A°N B = B\(ANB) € D, also A® € Dp;

2. es ist (U Ak) NnB :U (Ak N B) € Dp, wenn Ay € Dp ist. Also gilt U Ay € Dp.
——
)
Ist B=MeM = M C Dy (weil M durchschnittsstabil ist). Daher ist Dy = D (weil Dy
Dynkin ist mit M C Dy und D das kleinste Dynkin-System, welches M enthiilt). Ist nun B € D
beliebig, so ist also fiir M € M stets:
MNB=BNMeD=Dy = MCDg.

Also Dg =D VB e D.
QED
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19.04.2005

1.3 Eindeutigkeit des Mafles

Satz 1.8. Eindeutigkeitssatz

Sei X eine Menge, A eine o-Algebra auf X und M ein durchschittsstabiles Erzeugendensystem
fir A . Weiterhin gebe es M}, € M, k€ N -~ mit My, C M1, k€ N —und {J, ey Mr = X.
Sind nun pq, g2 : A — [0, 00] zwei Mafle auf A mit:

(&) p1lm = p2lm,
(b) w1 (My) = pa(My) < oo fir k € IN,

so gilt bereits
M1 = 2 -

i? Beweis !

Sei Ae A. Esist AN M, C AN Mgyq und

U@anag) =4an (UMk> =A.

k

Mit der Ausschopfungsformel (vgl. 1.1.7) folgt
pi(A) = lim p;(ANMg)  j=12.
Es geniigt also zu zeigen:
(AN Mk) = MQ(Aka), VkeN.
Setze fiir jedes kK € IN
Dy, = {A S A‘/Jl(AﬂMk) = /J,Q(AﬂMk>} cA.

Zeige Dy, = A.

Behauptung
Dy, ist ein Dynkin-System.

1. X € Dy, denn pq (My) = pua(My) nach Voraussetzung.

2. AeD, = A° € Dy, denn:

p (AN M)+ p (AN M) = p((A°N M) U(ANDMy))
=M,
1 (My)
= pa(My)

p2(A° N My) + p2 (AN My).

Weil py (AN M) = pa(AN M) ist, da A € Dy und pe(A N M) < po(My) < oo ist (nach
Voraussetzung), folgt
1 (A°N My) = pa(A° N M)

also A€ € Dy.
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3. Seien Ay € Dy, und A N A, = 0 fiir | # m. Dann ist

73 ((Ol Al> ka> = “1<Oz (Aka))
El:ul(Aka)

Z,U'Q(Al N ]\/[k)
l

p2 (( Uz Al) N Mk)
Damit folgt |J A; € Dx.

Nach Voraussetzung ist M C Dy, weil M durchschnittsstabil ist. Dann folgt mit Lemma
1.7. Dy, = A. Dies zeigt p1 = po.

QED

Definition 1.9.
Sei X eine Menge. Eine Teilmenge R C P(X) heifit ein Ring auf X, wenn gilt:

(a) 0 eR;
(b) R,SER = R\SETR;
(¢c) R,SER = RUSER.

1.3.1 Kommentar

(1) Wegen RN S = R\(R\S) folgt, dass R auch durchschnittsstabil ist.

(2) Ist zusitzlich X € R, so heifit R eine Algebra. Jede o-Algebra ist insbesondere eine Algebra.

1.3.2 Beispiele

Eine Teilmenge E C R"™ heifit Elementarfigur, wenn es endlich viele Quader @1, ...,Q, C R" gibt
(reNg)mit E=Q1UQaU---UQ, Esist dann E(R") = {E C R"|E Elementarfigur} ein Ring
auf R™ (klar?). (0 € E (r =0).)

1.4 Pramafle

Definition 1.10.
Sei X eine Menge und R C P(X) ein Ring. Eine Funktion p : R — [0, 00] heifit ein Primafs
auf R , wenn gilt:

(a) p(@) =0;

(b) Sind Ry, € R k € IN paarweise disjunkt und ist |,y Rr € R, so gilt:

m (L.Jkem Rk) = u(Re) .

keN
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1.4.1 Kommentar

Wie in 1.1.7 sieht man, dass ein Primafl notwendig monoton ist (R,S € R, RC S = u(R) <
u1(S)), die Formel

WRNS) + p(RUS) = p(R) + p(S)
fir R, S € R erfiillt und auch subadditiv ist, d.h. sind Ry € R k € N und |J Ry € R, so ist:

u(LkJRk> < ;M(Rk) .

1.4.2 Beispiel

Sei R = £(R™) der Ring der Elementarfiguren im R™. Jedes E € £ kann sogar als disjunkte
Vereinigung von Quadern dargestellt werden,

E=QU...UQ,.

Fiir
Q= {l‘ S R”|aj(§)xj(§bj, j=1,... ,n}

setzt man nun

(unabhiingig von der disjunkten Zerlegung in Quader ® fbung &), X : £(R") — [0, 0).

Proposition 1.11.
Esist A : E(R™) — [0,00) ein Pramafl auf dem Ring der Elementarfiguren.

i? Beweis !

Nach Definition ist A(§) = 0. Seien nun Ej, € £ k € IN und

E::UkEkE(S.

Teil 1
Behauptung

AE) <Y MER)
k

Sei ¢ > 0. Es existieren dann offene Elementarfiguren Gy € £ und ein abgeschlossenes (und
beschrinktes) F' € £ mit: Gy, 2 Ey, FF C E und

MGR) SANER) +27%.c | MNF)>MNE)—¢.

Esist F C E ={J Ey C J, Gr und F ist kompakt (— Heine-Borel, vgl. MfPh3Diff Satz 3.5.) =
N eN
FCGiU---UGN .
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Daher gilt nun:

Monotonie
vonA

Subadd.
vonA

INA
[]=
>
&
z
+
)
=
LY
+
)

INA
K
>
=
_l’_
-~
NE
DN
-
SN———
o
+
o

WEeil € > 0 beliebig war, folgt sogar

Teil 2
Es ist nach Definition fiir Eq, Ey € £ mit E1 N Ey = :

AE1L U Ey) = A(Ey) + A(Bs)

Deshalb ist fiir E =|J, o Ex € &:

N e}
AEL) + -+ AMEx) = A ( Ek) <AE) = > AMEy) < MNE) .
k=1 k=1

Tatsdchlich ist damit

MNE) =Y MEy),

k=1

also A ein Pramafl auf & .

QED, 21.04.2005

1.5 AuBlere MaBle

Definition 1.12.
Sei X eine Menge. Eine Funktion p* : P(X) — [0, oo] heiit ein dufleres Maf auf X, wenn gilt

(a) p(0) =0
(b) ist A C B, so ist u*(A) < p*(B);

(c) ist A € X ke NN, soist p*(JAr) <> p*(Ar).
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1.5.1 Konstruktion (Caratheodory)
Sei X eine Menge, R C P(X) ein Ring und g : R — [0, 00] ein Préamaf auf R .

(a) Sei A C X beliebig. Eine Familie (Ry)72; mit R, € R fiir alle k € IN, so dass A C (J;—, Ry
ist, heifit eine R -Pflasterung von A.

(b) Man definiert nun p* : P(X) — [0, oo] folgendermafen:

(4) = inf {Zumk)

k=1

(Rg) ist R -Pflasterung von A} .
(u*(A) := oo, falls es keine R -Pflasterung von A gibt.)

1.5.2 Bemerkung
Es ist dann p* ein duBeres Mafl auf X und p*|g = p

i? Beweis !
(1) Sei R € R und (Ry)y eine beliebige R -Pflasterung von R. Wegen R = | J;—, (Rx N R) ist nun

ZuRMQ<2MRk
- <u<Rk>
Daher ist
1(R) < p*(R) .

Andererseits ist insbesondere (R,{,0,...) auch eine R -Pflasterung, also ist
P (R) < p(R) + p(0) +p(0) +-- - = p(R)
—~ ~~
=0 =0
und damit
plrR = p

(2) (a) DaheR = p*(0)=p® =0.
(b) Sei A C B. Jede R -Pflasterung von B ist auch eine R -Pflasterung von A. Daher ist

pr(A) < p*(B) .
(c) Sei A=Jp=, Ay und p*(Ag) = oo fiir ein k € N. Dann ist

A) <00 =) pu*(Ax) .

Also ist ohne Einschrankung p*(Ax) < co Vk € IN.
Sei e > 0. Fiir alle k € IN existiert eine R -Pflasterung (Ry); von Ay, so dass gilt

ZM(RM) < pt(Ap) +27F
=1

Weil nun (Rgi)k,en ein R -Pflasterung fir A ist, folgt nach Definition
p(A) < > (R

- Slym)

(p*(Ak) + 27’“5)

IA
[z -

el
Il

1

I
NE

p(Ag) +¢

>
Il

1
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Fiir alle € > 0. Daher gilt:
= pt(A) < p(Ag)
k=1
QED

1.5.3 Kommentar
(1) Man nennt dann p* die natirliche Erweiterung von p auf P(X).

(2) Man beginnt also bei der Definition des Mafles auf moglichst vielen Teilmengen des R™ mit der
elementargeometrischen Inhaltsdefinition auf Quadern, erweitert diese dann mit Caratheodorys
Uberdeckungskonstruktion auf alle Teilmengen des R™ und , bezahlt“ mit der Aufgabe der o-
Additivitat.

In einem letzten Schritt versucht man nun das Mengensystem (so sparsam wie moglich) zu
verkleinern, dass die o-Additivitdt wieder hergestellt wird.

1.6 Messbare Mengen

Definition 1.13.
Sei X eine Menge und p* : P(X) — [0, 00] ein dufleres Mafl. Man sagt, dass A C X p*-messbar
ist (bzw. die Zerlegungseigenschaft bzgl. u* hat), wenn fiir alle B C X gilt

p(B) =p (BNA)+p"(BNAY) .

1.6.1 Kommentar

Man beachte, dass wegen B = (BN A)U(B N A¢) und der Subadditivitéit eines duferen Mafies

stets gilt:
Wi(B) < @' (BAA) + 1" (BN A°) .

Lemma 1.14.
Sei p* : P(X) — [0, 00] ein duBeres Mafl auf X und

A" :={A € P(X)|A ist u* — messbar}

Dann gilt:
(a) A* ist eine o-Algebra auf X;

(b) die Einschrénkung p*| 4+ : A* — [0, 00] ist ein Mafl (auf A*).

i? Beweis !
(a) o X € A* denn VB e P:

p(BNX)+p (BNXS) =p"(B)+0=p"(B).
=B =0

e Sei A € A*, wegen A°° = A ist dann VB € P:
i (B) = 1*(B 0 A) + i (B0 A) = i (B (A%) + " (B (4°)°)

also ist auch A° € A*.
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e Scien A, € A, k € IN zeige |JAr € A* (nicht triviall) Zunéchst nur fiir zwei Mengen

Ay, Ay € A* VB € P gilt:
(i) p*(B) = p* (BN Ay) + p* (BN AS), denn A; € A*;

(i)
WBNAS) = p*(BNASNAy) + (BN AN AS)
= p"(BNA{NA)+ " (BN (A1 UA)),
denn A, € A;
(ii)

denn A; € A* insbesondere ist fiir A1 N Ay = 0;
(iv) pw* (BN (A1UAs)) = p*(BNAy) +p* (BN Ay) .
Zusamimen ist
,u*(B n (A]_ U Ag)) + /,I,*(B n (A]_ U AQ)C) + /J/*(B N Ai N AQ)
p* (BN A1)+ p"(BNAs N AT) + p(B N AY)
D (B) + u(B N Ay 1 AS)

@&0)

—

Falls (B N Ay N AS) < oo ist, folgt damit
u* (B0 (A1 U Ag)) + (B 1 (A 1 A3)) = i (B)

und diese Gleichung gilt auch fiir den Fall p(B N Ay N A§) = oo, weil sie dann co = o0
lautet. Daher ist gezeigt
AiUAy € A* d
wenn A, A; € A* ist.
Es reicht nun zu zeigen, dass A* ein Dynkin-System ist, denn A* ist durchschnittsstabil

wegen
Ay N Ay = (AS U AS)®

Sei deshalb nun Ay N A; =0 fiir k 41 k€ IN und A, € A*.
Fiir jedes N € IN ist nun wegen (4):

(BN (AU ... UAN)) = g*(BNAL) + -+ p* (BN Ay) .

Es folgt weiter fiir alle B C X:

(weil Aq,..., Ay € A* und damit A; U ... UAy € AY)
N

= Y w(BOA)+p (BN (AU ... UAy)Y)
k=1
N

> Y p (BN A +pt(BN( UAk ,VNelN.
k=1 k=1

Damit gilt

w*(B)

A%

> (BOA) + (BN ( UAk
k=1 k=1

> BmUAk + p*( BmU
k=1
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Die Ungleichung

wi(B) < B0 JAn+w B0 ) A
k=1 k=1

gilt sowieso (siehe Kommentar 1.6.1). Damit gilt die Gleichheit und .A4* ist eine o-Algebra. | 26.04.2005

(b) Sei A =] Ay, A € A*, A e A*, k€ IN. Aus (vi.)folgt mit B = X fiir alle N € IN, dass

e’} N
() A = (U A) = 1 (Ar) + -+ 1 (An) -
k=1
Damit ist -

1 () Aw) = 3w (4r)
k=1 k=1

Daher ist auch p*| 4+ ein Maf.
QED

Satz 1.15. Fortsetzungssatz

Sei R = P(X) ein Ring auf einer Menge X und A die von R erzeugte o-Algebra. Weiter sei
R — [0,00] ein PramaB und p* : P(X) — [0, 00] seine natiirliche Erweiterung. Dann ist die
Einschrinkung von p* auf A ein Ma#f.

i? Beweis ;!

Sei A* C P(X) die o-Algebra der p*-messbaren Mengen (vgl.Lemma 1.14.a).
Zeige: R C A* (denn dann ist A C A* und nach dem Lemma dann p*| 4 ein Maf).
Sei also R € R und B € P beliebig. Zu zeigen:

p*(B) = p* (BN R) + p* (BN R)
Sei (Ry) eine R -Pflasterung von B, B C |J;-; Ry. Dann gilt:
¢ (Rp N R)pen ist R -Pflasterung von B N R;
¢ (RN R)gen ist R -Pflasterung von B N RE.

WEeil p ein Pramaf ist, gilt
/L(Rk) = ,u(Rk N R) + ,u(Rk N R°)

Damit folgt

> wR) = > p(RiNR)+ p(Rp N R
k=1 k=1
= Y u(RiNR)+ > u(RixN R
k=1 k=1

2 p(BOR)+p (BN EY)

nach Definition von p* fiir jede R -Pflasterung von B. Daraus folgt direkt
p*(B) = p*(BNR) + p*(BNRY) .

QED
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1.6.2 Kommentar

(1) Man nennt ein Prama$l g : R — [0, 00] o-endlich, wenn es eine Ausschépfung (Ry) von ganz
X gibt, dh. Ry € R, URr = X, Rr C Rgy1, mit u(Ry) < oo. Aus dem Eindeutigkeitssatz
(Satz 1.8.) folgt dann:

Ist p: R — [0, 00] o-endlich, so ist u*|4 das einzige Maf auf A (Erzeugnis von R ), welches
u fortsetzt.

(2) Angewendet auf den Ring der Elementarfiguren £(IR™) im R™ mit seinem natiirlichen o end-
lichen Pramafl A : £(R™) — [0,00) sehen wir nun, dass die Borel-Algebra B C P(R") ein
natiirliches Maf} (ebenfalls mit A bezeichnet) A : B — [0,00) hat, dass gegeben ist durch das
Borel-Lebesque-Majfs

A(A) = inf {Z A(Qx)

k=1

(Qk)ken Quader-Pflasterung von A} ,
ER™) CBC A* CPR")

(3) Die o-Algebra A* der \*-messbaren Mengen ist aber grofler. Sie heifit die Lebesgue-Algebra L
und \*|. heifit das Lebesguesche Mafi auf L . X fvung &

1.7 Das Borel-Lebesguesche-Maf3

Definition 1.16.
Sei A C P(X) eine o-Algebra und B C P(Y) eine o-Algebra auf Y. Eine Abbildung f: X — Y
heifit (A - B )-messbar, wenn fiir alle B € B das Urbild f~!(B) € A ist.

1.7.1 Bemerkung

Sei f: (X, A) — (Y,B) wie oben und sei N' C B ein Erzeuger fiir B . Ist nun f~1(N) € A, fiir alle
N € N, so ist f bereits messbar.

i? Beweis ;!

Betrachte
B :={BCY|f'(B)ec A} .

Dann ist B’ ist eine o-Algebra (klar?!) und N' C B’. Deshalb ist B C B’, also f messbar.
QED

1.7.2 Beispiel

Sei B,, € P(R"™) die Borel-Algebra auf R™ und f : R™ — R™ eine stetige Abbildung, also f~(V) C
R"™ offen fiir V'C R™ offen. Dann ist f messbar, denn die offenen Mengen in R™ erzeugen (nach
Definition) B,,.

Insbesondere: Ist p € R™ ein fester Punkt und 7}, : R® — R" die Translation um p,
Tr—=xT+p,
so gilt
B CR™ Borelsch <« B+ p={z+ p|r € B} Borelsch

(denn B+p=T_)(B), B=T,(B+p))
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1.7.3 Bemerkung
Das Borel-Lebesguesche-Maf3 A ist translationsinvariant, d.h. fiir jedes p € R™ und jede Borel-
Menge B C R™ gilt

AB+p)=AB) .

i? Beweis ;!
Sei p € R™. Fiir jeden Quader @ C R™ gilt nach Definition A\(Q + p) = A(Q). Setzt man p: B —

[0, o0
w(B) == AB +p) ,

so folgt: p ist ein Mafl und ple = Mg mit dem Ring der Elementarfiguren £ C R™. Nun folgt mit

Satz 1.8. direkt: ¢ = A, denn & ist durchschnittsstabiler Erzeuger fiir B und R" =, W}, mit
Wy, = [k, k]™ sowie A(W}) < co Vk € IN. Also ist A translationsinvariant.

QED, 28.04.2005

1.7.4 Erinnerung

Sei X eine Menge. R C X x X heifit eine Aquivalenzklassenrelation auf X, z ~ y <€ R, wenn
gilt

o ~ ist reflexiv, d.h. z ~ z fiir alle x € X;
e ~ ist symmetrisch, d.h. x ~y = y ~ z fiir alle 2,y € X
e ~ ist transitiv, d.h. x ~y,y ~ 2 = & ~ 2 fir alle z,y,z € X.

Es heift [z] = {y € X|z ~ y} eine Aquivalenzklasse von X. Zwei Aquivalenzklassen [z],[y] € X
sind entweder disjunkt oder gleich X fbung €. X ist also damit disjunkte Vereinigung seiner
Aquivalenzklassen. Man setzt dann

X/ ~={[z] e P(X),z € X} .

Beispiel:

o X=Z,z~y = x—y€cl2Z =
[0] ={0,12,24,...},[1] = {1,13,25,... },...
7] ~=:7/127 = {[0],[1],[2], ... [11]} (, Z modulo 12¢.

e X=R,z~y = 2—yecQ
Wir setzen R/Q = R/ ~.

1.7.5 Beispiel

Sei n > 1 und W := [0,1]". Sei A ein vollstindiges Reprisentantensystem von R"™/Q" (Aus-
wahlaxiom!), d.h. A enthalte aus jeder Aquivalenzklasse [z] € R" (bzgl. der Aquivalenz-Relation
x ~ 1y y—x € Q") genau ein Element. Seien I, J die folgenden abzihlbaren Mengen: I = Q"NW
und J = Q" N[-1,2]".
Es ist nun

A+ N(A+d)=0VaqdeQq#q ,

U, a0 €0 €] _ g,

((#)firgelistVae A:0<a;<1,0<¢; <1 = 0<a;+¢; <2, firi=1,.
(*) ist € [0,2]™, so folgt: Ja € A, € Q" : z = a+q. Wegen0<aj<1und0<;vj<2folgt
1—0—1<qj—ajj—aj§2—0—2)
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Angenommen A ist Borelsch. Dann folgt

STaA) =Y M+ g A( qul (A+ q)) < A([0,2]") = 2" < 00

qel qel
Weil I oco-viele Element besitzt, folgt weiter:
AA)=0.
Andererseits ist dann
TransInv A Maf3 *
0 ;A(A) ;A(AH) A (quj (A+q)> > A ([0,2]") =2
q

4 Widerspruch %
Also kann A nicht Borelsch sein (und auch nicht Lebesgue-messbar).

Satz 1.17. Eindeutigkeit fiir A
Ist p ein translationsinvariantes Mafl auf der Borelalgebra B € P(R"™), welches auf dem Ein-
heitswiirfel W = [0, 1]™ den Wert 1 hat, so ist u bereits das Borel-Lebesguesche-Maf .

i? Beweis !

Weil in W oo-viele disjunkte Translate von [0,1]"~1 x {0} liegen, ist sicher u(S) = 0, wobei
S C W eine beliebige Seite ist; insbesondere ist auch u (]0,1)™) = 1 Die Borel-Algebra wird von
den halboffenen Quadern @) mit rationalen Eckpunkten erzeugt. Nach Satz 1.8. reicht es daher fiir
solche Quader zu zeigen:

Sei nun 0.B.d.A. wegen der Translationsinvarianz von p
Q=1[0,r1) X [0,79) X - -+ X [0,7,)
wobei r; € Q4. Damit folgt
Jdaq,...,an €N, beN, r, =2 (j=1,...,n).
Daher ist @ die disjunkte Vereinigung von Quadern der Form
[zl 11+1) " [zz 12+1> ‘o [ln ln+1>
b’ b b’ b b’ b '

mit 0 <l; <a; —1, j=1,...n. Die Wiirfel haben wiederum wegen der Translationsinvarianz das

gleiche Maf} wie
1 n
Qb = |:07 b) .

Es reicht also zu zeigen, dass u(Qp) = \N(Qs) = ()" ist, fiir alle b € IN. Aber W = [0, 1)" hat eine
disjunkte Zerlegung in b™ Wiirfel, die alle Translate von @ sind. Daher ist

Bu@) = p(W) =1 (1)
S @) = o (12)
= wo= A+ . (1.3)

QED
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Sei nun T : R™ — R™ ein linearer Isomorphismus, 7' € Gl,(R). Weil T stetig ist und 77! : R — R
stetig ist, gilt auch hier:

B C R" ist Borelmenge < TB:=T(B)CR" ist Borelmenge

Satz 1.18.
Sei T': R™ — R™ ein linearer Isomorphismus. Dann gilt fiir jede Borelmenge B C R™

ANTB) = |det T| \(B)

i? Beweis !

Setze p: B — [0, 0]
1
B) = ——
HB) = e
Dann gilt: p ist ein Mafl auf B und p ist translationsinvariant: Vp € R™ und VB € B.
1
—
|det T|

ATB) .

wB+p) = (T'(B +p))

—NTB+T
ez LB+ TP)
1
= ANTB
|det T| (TB)

= wu(B).
Nach Satz 1.17. reicht es daher zu zeigen, dass
ist. Betrachte dazu ¢ : Gl,,(R) — (0, c0)

o(T) =XTW) .

Weil T'(((0,1)™) offen ist, enthélt némlich TW einen offenen Wiirfel. Es ist damit A(TW) > 0 und
weil TW C R™ beschrénkt ist, ist auch A(TW) < oco.

Behauptung
¢ ist ein Homomorphismus (d.h. o(T'S) = ¢(T) - ¢(S) VT,S € Gl,(R) ).
Denn
Setze )
i(B) = ———=A(TB) .
H(B) = s NTE)

Dann folgt i ist translationsinvariant (wie oben) und f ist normiert, (W) = 1. Daher folgt mit
Satz 1.17.:

g=A.
Insbesondere ist fiir jedes S € S1,,(R) = {T € Gl,,(R)|det T = 1}:

A(SW) = f(SW) =

S TS

also
(S) - p(T) = o(T'S) , VI,5 € Gl,(R) .

Nach Lemma 1.19. ist jeder Homomorphismus ¢ : SL,,(R) — (0, 00) trivial (d.h. ¥(S) =1 VS €
S1,,(R)). Betrachte deshalb schliefilich
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fiir & # 0 (d.h. det T,, = «). Dann ist
T.W =1[0,1]""' x [0,a] = MT,W)=|a| .

Fiir a := 31 > 0 ist nun 7,7 € SI,(R), denn det(T,T) = det(Ty) - det(T) = - det(T) = 1 und

daher ist nun

Hom 1
L= G(LT) "B GT)A(T) = MIW) - (1) = lal ¢(T) = rgomelT)
Daraus folgt
P(T) = |det T|
und damit 1 .
W)= —=ANITW) = ——=¢(T) =
HV) = (o W) = e e@)
Somit ist p also auch normiert und nach Satz 1.17.: = A.
QED,
Lemma 1.19.

Ist ¢ : Sl,,(R) — R ein Homomorphismus, so ist ¢ bereits trivial, d.h. ¢/(S) = 1 VS € S1,(R).

i? Beweis ;!

Aus der linearen Algebra ist die Kommutatoruntergruppe bekannt und es gilt:
C=(ABA™'B™',A,B € GlL,(R)) =SI,(R) ,
d.h. jedes S € Sl,,(IR) lisst sich schreiben, als
S=]]4;B;A;'B;' mit A;,B; € GlL,(R) .
j=1
Damit folgt:

w(S) = o [T 48,4187 ) V2™ TLwA)w(By)w(A; (B ) =1

j=1

QED



Kapitel 2
Integrierbare Funktionen

2.1 Grundlagen

2.1.1 Bezeichnungen

(1) Sei R := [—00,+00] und B C R. Sei B € P(R) die Borel-Algebra auf R . Wir setzen
BeL & BNR e Bmit A(B) :i= A(BNR).
Es ist dann (R, B, \) ist ein Mafiraum.

(2) Setze Va € R

a+o0 = o0
00+ o0 = 0
a—00 = —0
—00—00 = —00
0 falls a >0
aree = {—oo falls a <0
000 = 0
0-+oc0 = 0

Vorsicht bei oo — oo! Dies ist nicht definiert.

2.1.2 Kommentar

fl(Eoo) C X messbar

(1) Es ist f X — IR messbhar < ] .
fly-1wy : f71(R) = R messbar

(2) Fiir Funktionen f,g : X — R ist also f-g : X — R stets definiert, withrend f + g nur auf
X\ [ (f~1(00) Ng=1(~=00)) U (f~1(~00) N g—l(oo))] erklirt ist.

2.1.3 Bemerkung
Sei A eine o-Algebra auf der Menge X. Fiir eine Funktion f : X — R sind #quivalent:
(1) f ist messbar

(2) VaeRist {f >a}:={z e X|f(x) >

(3) Vae Rist {f >a}:={z e X|f(z) >

(4) Vae Rist {f <a}:={z € X|f(x) < a} ist messbar
(5) Va e Rist {f <a}:={z € X|f(z) <

a} ist messbar

a} ist messbar

a} ist messbar

19
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i? Beweis !

Die Mengen {y > a} = {y € Rly > a}, {y > a}, {y < a}, {y < a} sind Erzeuger der o-Algebra B.
Mit (1.7.1) folgt die Behauptung,.
QED,

2.1.4 Bemerkung
Es seien f,g: X — R und a € R. Dann sind - f, f + ¢, f - g messbar.

i? Beweis ;!

(f+9)7 (00) = [fH(00) N g (=00, 00]] U [f~!(—00,00] N g~ (c0)] ist messbar.

(f-9)7 (o0) = [fHoo) Ng™(0,00]] U [fH(—o0) N g~ [—00,0)] U... (f,g vertauscht) ist auch
messbar.

Daher sei ohne Einschrankung f,g: X — R.
Essind +, - : RXR — R stetig, also messbar. Kompositionen messbarer Abbildungen sind messbar,

(f,9) : X > RxR, (f(x),g(:z:)) ist messbar, weil Rechtecke Ba erzeugen. Es folgt daher:

f+g,f g sind messbar und mit g = const = « auch « - f.
QED,

2.1.5 Bemerkung
Sei (fn X — IR)
(1) sup,,(fn), inf,(f,) sind messbar;

nen €ine Folge messbarer Funktionen. Dann gilt:

(2) limsup,,(fn), liminf, (f,) sind messbar.

i? Beweis !
(1) {sup,, fn < a} =(,en {fn < a} und der Schnitt messbarer Mengen ist messbar
inf(f,) = —sup(—f,) und daher messbar.

(2) gn 1= supg>, (fi), limsup,, . (fn) = inf, gn.
QED,

Korollar 2.1.
(a) (fn) — f punktweise, f,, messbar Vn € IN. Dann ist auch f messbar.

(b) fi,..., fn messbar, dann ist max(fi,..., f,) messbar.

(c¢) f messbar, dann |f| messbar.

i? Beweis !

|f] = max(f,—f)
QED,

2.2 Treppenfunktionen und Integral

Definition 2.2.
Eine messbare Funktion s : X — [0, 00) heifit eine nicht-negative Treppenfunktion, s € T, wenn
sie nur endlich viele Werte annimmt.
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2.2.1 Kommentar

Fiir jede Teilmenge A C X definiert man die charakteristische Treppenfunktion (Indikatorfunktion)
durch

1 fir z€ A

: X - R, .
xa JE’_){O fir x¢ A

Ist nun s € 7(X) und I'mg(s) = {aa,...,a,}, so ist A; := s7!(a;) C X messbar und offenbar

T
s = E anAj-
j=1

Umgekehrt ist jeder solcher Ausdruck (mit A; € A, a; > 0) ein Element in 7 (X).

Definition 2.3.
Sei s : X — [0,00) in 7(X) und also s = }*; ajxa; mit a; >0, 4; € A(j =1,...,7) wobei
A eine o-Algebra auf X ist. Ist u ein MaBl auf A , so setzt man (das Integral)

/8 dp = é:ozju(Aj) :

2.2.2 Bemerkung
Sei (X, A, 1) ein Mafiraum s,¢ € 7(X) und o > 0. Dann gilt:

(1) a-se€T und [asdu=afsdy;
(2) s+teT und [(s+t)du= [sdu+ [tdy;
(3) Aus s <t folgt: [sdu < [tdp.

i? Beweis ¢!
Sei

T m
s = § aiXA; t= E AiXA; -
i=1 j=1

Setze Cij = Al n Bj 5 Ctij = Oy, /61']' = ﬂj'

Dann folgt
s=Y aixe, » t=>_ Bixc, -
4,J

2]

0.B.d.A. sei also 7 =m und A; = B;.
e s— Zj ajxa, = as =y (aaj)xa, = [asdu = (ao;)u(A;) =a [sdu
o t =3 Bixa, = [(s+1)du =3 (o +B;)u(Aj) = [sdu+ [tdu

* 5= Zj ajxa;, t= Zj Bixa,;- Aus s <t folgt a; < 3; Vj. Damit gilt
/8 du =) a;u(A;) <Y Biu(4;) < /t du .
J J

QED
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Definition 2.4.
Sei f: X — [0, 00] messbar. Man setzt

/fduzsup{/sdu‘sé?’,sﬁf}6[0700].

Lemma 2.5.

Sei f: X — [0,00] eine messbare Funktion. Dann gibt es stets eine monoton wachsende Folge
($n) in T(X), sp < Spy1 (n € IN) von Treppenfunktionen mit s, — f.

Bezwichnung: (s,) " f.

i? Beweis ;!

Setze s, : X — [0, 00),

(o) = [ 37 wemn 3 < f@) S mith<n-2 ke,
SplT) = ’
n  wenn f(z)>n
Damit gilt:
1 _
[sn(2) = f(2)] < 5 Vo€ fH(0,m)) -
Daher folgt

Ve >0 Vz € f7([0,00)) Ing(e,z) >0 Vn > ng: |sp(z) — f(z)| <.

Fiir x € f~!(c0) folgt auch (sn(x)) /" f(x) = co. Insgesamt ist damit s,, € 7 und s, " f.
QED

Lemma 2.6.
Sei f : X — [0,00] messbar und (s,) in 7 eine Folge von Treppenfunktionen mit (s,) /" f.

Dann gilt
/fd,u— lim /s,, du .

10.05.2005

i? Beweis ;!

Nach Def von [ f dp ist
/sndus/fdu,\mew

/fduzsglp(/sndu) .

Weil s,, < sp,41 ist, folgt (f Sn du)nelN ist monoton wachsend, also ist

o ()i f )< f

Es reicht daher zu zeigen:
Ist t € T(z) , t < f beliebig, so folgt:

/tdughm/sndﬂ.
n

also auch
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Es sei
t=) ojxa,
j=1
und wéhle ein 3 € (0,1) beliebig. Setze nun
Cp:={x¢€ X|s"(x) > Ot(x)} .

Dann ist C,, messbar und s,, > Stxc, . Mit (2.2.2) folgt

/snduZ/ﬂtXCn du=ﬂ/t><cn dp

Wegen s,, < sy,41 ist nun C,, C C,,+1 und wegen (s,) — f punktweise und § < 1 ist

Cp=X

n=1
(kurz: (Cy) / X). Damit folgt:
(CnNAy) A j=1,...,r.

Mit der Ausschopfungsformel (1.1.7) ist

T T
/t dp = Zaj,u(Aj) = Zaj nlingou(Cn NA;) .
j=1 j=1
Wegen t = ) x4, ist andererseits:

tXCn = Za] XA]‘XCn = ZanAjﬁCn ) aber
——

=XA;NCn

/tXCn dp = Zaj/,t(Aj NnCy) .
= /t dp = lim Zaj,u(cn NA;)= lim /tch dp .
= lim Sp(z) du > 0 lim /tXCn dp = ﬁ/t du VB e(0,1).

n——oo

= lim [ sp(z)du> /t du .

n——oo

QED

2.2.3 Bemerkung

Seien f,g: X — [0, 00] messbar, a > 0. Es gilt dann:
(1) Jafdu=affdy
©2) J(f+g)du=[fdut [gdy

(@) f<g= [[fdu< [gdu

23



24 KAPITEL 2. INTEGRIERBARE FUNKTIONEN

i? Beweis j!

(1) Sei (sp) in T(X), (sn) /" f (existiert gemé Lemma 2.5.). Dann ist (as,) / af und as, €
7(X). Nach 2.2.2 ist dann

/afduznhjlw</asndu>:n@w<a/sndu):anli_)moo/sndu:a/fdu.

(2) #hnlich wie (1);

(3) seis, € T(X), (sy,) / f.Dannist s, < f < g Vn € IN. Nach Definition folgt [ s, du < [ g du

= /fduzlim/sndug/gdp.

QED

Satz 2.7. Satz iiber monotone Konvergenz von B. Levi
Seien f, : X — [0, 00| messbar, f, < f,+1 und f = lim, . f, Dann gilt:

/fd,u: lim /fndu.
n——oo
i? Beweis ;!

Wegen (2.2.3) und f, < f gilt: lim,—oo [ fr du < [ f dp. Konstruiere nun s, € 7(X) mit
(sn) /' f, aber s, < f,.
Dann folgt mit Lemma 2.6.

/fdu: lim s, du < lim /fndu

und die Behauptung ist bewiesen.

Zur Konstruktion: Sei (tpx)kenN /" fr mit tpx € T(X) nach Lemma 2.5. und setze

Sp = max(tin, ton, - - - tnn) € T(X) .

t11 tig 1z tia ... 7 fa
o1 taa tag tos ... 7 fa
t31 taz taz taa ... 7 f3
tag taz taz taa ... " fa

Dann ist:

o tin < f; < fr fur 1 < j <n. Damit:

o wegen tj, <tjpn4q ist

Sp = max{tlnv o 7tnn} < max{tl,nJrly v atn,n+1} < Sn41 -
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e Wegen f; =1lim, .o (tj,) und t;, < s, fir n > j ist
fi < lim (sp) VjelN.

Daher ist auch
f= lim (f;) < lim (s,) < lim (f,)=f,

Jj—o0 n—s00
also
lim(s,) = f .
QED,
2.3 Integrierbarkeit
Definition 2.8. -
Sei X ein Mafiraum und f : X — R = [—00, 00| eine messbare Funktion. Es heifit f integrierbar,

wenn fiir

f+ :=max{f,0} und f_ := max{—f,0}
(also f = fy — f-) gilt: [ f4 du < oo und [ f- dp < co und man setzt dann:

[au=[edu= [ 1 du cr.

2.3.1 Bemerkung

Sei f: X — R messbar. Es sind dquivalent:

(1) f ist integrierbar;

(2) |f| ist integrierbar;

(3) Es gibt ein integrierbares g : X — [0, 00] mit |f| < g.

i? Beweis !
o (1) = (2) : [f| messbar und [f|_ = fi + f—, |f|_ = 0 Daher ist |f| integrierbar, denn

SVl du= [(fs+ F) du= [ £ dut [ 1 dp< oo

—_——— ~—\

<oo <oo

e (2) = (3) Wilhle g := | f];

e )= |flI<g=>fr<g,f <g=[frdu<[gdu<oound [f du< [gdu<oo.
QED,

2.3.2 Bemerkung

Seien f,¢: X — R integrierbar, a € R. Dann gilt

(1) af ist integrierbar und [ af du= o [ f dy;

(2) (Ist f+g auf ganz X definiert, so gilt:) f+g ist integrierbar und [(f+g) du = [ f du+ [ g du;
(3) Ist f <g,soist [ fdu< [gdy
(4)

0115 dul < J 151 de
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i? Beweis ;!
(1) Fiir o > 0 gilt
(af)+ =afy, (af-)=af-.
Wegen [afi du=a [ fy dpund [af- du= af- du nach (2.2.3). Also ist af integrierbar

und
J@nydu=[@prdu- [@n-du=a [fedu~ s du=a [rau.

(2) Wegen |f + g| < |f|+ |g| und (2.3.1) folgt f + g ist integrierbar und mit h := f + g gilt

hy —ho=h=(fy = f-)+(9+ —9-) .

daher auch
hy+f-+g9-=h_+fr+9+

und mit (2.2.3) weiter:

/h+du+/ffdu+/gfdu=/hfdu+/f+du+/g+du-

Daraus ergibt sich

foefie fiom(f e o) (e fo) - f e fo
(3) Aus f < gfolgt fr <gy , f- >g . Alsomit (2.23): [f= [frdu— [f du< [gy du~—
J9-dp=[gdu

(4) £ <Ifl , —f < |f| daber [ fdu < [1f] du, — [ f du < [|f] dps. Insgesams

’/fdu‘</|f|du~

QED

Definition 2.9.

Sei X eine Menge und 7 eine Aussage iiber die Elemente von X (die fiir jedes x € X entweder
richtig oder falsch ist). Ist u ein Maf auf einer o-Algebra A , so sagt man n gilt u-fast iberall
(kurz: n f.4i.) wenn es eine u-Nullmenge N C X gibt, so dass 7 fiir alle © € N€ richtig ist.

2.3.3 Beispiel

Ist f: X — R = [—00,0c] integrierbar, so ist f(z) € R fast iiberall, denn sei N := |f] ™' (c0).
Dann folgt axny < |f| Vo > 0, daher ap(N) = [axy du < [|f] dp < co. Es folgt p(N) = 0.

2.3.4 Bemerkung

f:X — [0,00] sei messbar. Dann gilt

/fdu:Oc)f:Ofastiiberall.
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i? Beweis !
Setze N = {z € X|f(x) # 0}.
= Setze A, = {z € X|f(z) > %} und damit 4,, C A,4; und JA, = N, kurz (A,) / N, und

1 1 1 2.3.2(3)
fon§f=>fu(An)=/fXAndu < /fdu=0~
n n n

Es folgt
1(An) =0

< Setze s, :=nyy und g := sup,,(s,). Dann ist g messbar und (s,) /" g. Also

/9 dp""="" lim [ spdu= lim (n pN) ) =0.
n—>00 S~

n——:uoQo

=0, weil f=0
fast iiberall

/fdug/gdu=0~

Wegen f < g is also

QED

2.3.5 Kommentar

(1) Andert man eine integrierbare Funktion auf einer Nullmenge ab, so bleibt sie also integrierbar
und ihr Integral &ndert sich nicht.

(2) Insbesondere darf man dies fiir die Nullmenge |f 7! (c0) annehmen, d.h. fiir integrierbare
Funktionen f: X — R darf man annehmen, das ihre Werte in R liegen. Man setzt dann

B(p) :={f: X — R|f ist integrierbar} .

(3) Die Bedingung 2.3.2(2) ist also redundant, denn f + g ist offenbar fast iiberall definiert und
das reicht aus.
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Kapitel 3

Konvergenzsitze

Motivation

Erinnere an den Konvergenzsatz von B. Levi f,, : X — [0, co] messbar, n € IN und wenn (f,,)  f,
folgt f ist messbar und
[rdu= 1 [ 7. de
n——-mao90

3.1 Konvergenzsitze

Lemma 3.1. Lemma von Fatou
Seien f,, : X — [0, 00] messbar, n € IN Dann gilt

/lim inf(f,,) du < liminf (/ fn d,u)

i? Beweis ¢!

Setze ¢, := infi>n(fx) = gn messbar und (g,) /' f :=lim,— o (gn) = liminf,, o (fn)

= /f dp = lim /gn du (Levi).

Andererseits ist g, < fr Vk > n. Daher ist

Jondu< int [ foau.
/fd,u: lim /gn dp < lim <I%r>1f/fk d,u)zliminf(/fn du) .

Insgesamt

QED

3.1.1 Beispiel

Aus dem ersten Semester ist bekannt: Im Allgemeinen kann aus blofler punktweiser Konvergenz
(fn) — f nicht folgen

/ﬁm(f) du = lim/fn du

z.B. gilt fiir die Funktionen f,, : R — R mit folgendem Graph

29
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(fn) — 0, also /lim(fn) du=0,

fig ([ g i) =1

1/n 2/n

3.2 Majorisierte Konvergenz (Lebesgue)

Satz 3.2. majorisierte Konvergenz von H. Lebesgue
Seien f,, : X — R messbar und (f,,) — f punktweise. Es sei g : X — [0, 00| integrierbar mit
|fn] < g, fiir alle n € IN. Dann sind f,,, f integrierbar und es gilt

[du= tm_ [, de

Weil |f,| < g und daher auch |f| < g ist, folgt f,, f ist integrierbar. Es ist nun f,, + ¢ > 0 und
deshalb mit Fatous Lemma (Lemma 3.1.):

/gd,u—&-/fdu

i? Beweis !

Ja+ndu= [ m (9+ 1) du
< it (o4 £2) ) =t [ g @+ [ 5, dn)
- )

/f dp < liminf (/fn du) .
Es ist aber auch g — f, > 0 und liminf, o (= [ f, du) = —limsup,,__, . ([ fadp), also:
/gdu—/fdu = /nliglm(g—fn) dpu
Fatou
< limin </g d,u—/fn du)
/g dp + lim inf (—/fn du)

/ g dj — lim sup (£, dp)

n——ao0

Wegen [ ¢ du < oo also:

Damit folgt:
fdu > limsup (f, du)

n——-o0
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und damit:
/f dp < liminf </fn du) < limsup (/fn d,u) < /f du .

Es folgt insgesamt [ f, du ist konvergent und lim, .o ([ f, dp) = [ f dp.

QED,

Satz 3.3. parameterabhingige Integrale

Sei X ein Mafiraum und Y ein metrischer Raum (z.B. eine offenen Menge im R™). Sei f :
X xY — R derart, dass gilt:

(a) fiir jedes y € Yist fy, : X = R, « — f(x,y) integrierbar;

(b) fiir jedes x € X ist f,: Y — R, y— f(z,y) stetig;

(c) es gebe eine integrierbare Funktion (Majorante) g : X — [0, 0c], so dass

f(z,y)| < g(x) ,
firallez e X,y €Y.
Dann gilt F: Y — R
P [ fedn (= [ 1) auto)

ist stetig.

i? Beweis !
Sei yp € Y und (y,,) Folge in Y mit (y,) — yo. Setze fr, : X = R, fo(z) = f(z,yn) = fy. (z) =

(fn) — fo := fy, punktweise wegen (b). Weil |f,| < g (Majorante) wegen (c) Vn € N, folgt mit

Lebesgue:
Fon) = [ fodu=1m [ o du= lim_F(y).
——
=F(yn)
QED,
Satz 3.4.

Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist f auch Lebesgue-integrierbar

und es gilt
/fd)\:/abf(x) dx

3.2.1 Kommentar

(1) Erinnere, dass fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R das Ober- bzw. Unterintegral

b f(x) dx bzw. b f(x) dx wie folgt definiert war:
a ax g

/Gi flz) dx :sup{/abs(x) dx

Natiirlich ist fiir s = ) qiX[2,_, 2

/ab s(z) dx = Zai(zi — zi_1) :/ s d\

[a,b]

S =31 (iX[s_,,z) fiir eine Zerlegung
Z = (z0,...,2n) von [a,b] , s < f

19.05.2005
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f heifit dann Riemann-integrierbar, wenn

ab*f(x)dwz/aif(x) dx:i/abf(x)dx.

Es gilt dann: Ist Z(") = (x(()"), . ,335,?)) Folge von Zerlegungen mit Feinheit (§,,) — 0 (wobei
die Feinheit 6 von Z = (2o, ..., zm) erklirt ist durch ¢ := max?_;(z; — z;—1)) und ist

v = inf{f(a:)‘xe[zi_l,zi]} : U(f,Z):i%X[ZH,Z,i],
=1

r, = bup{f(x)‘x € [zi_l,zi]} , O(f,2) = iFiX[zifl,z/i] ,
i=1

so folgt:
b

b b
im [ Un(f,2)de= lim / On(f, 2) do :/ (@) d .
n——oo a n—-mo<Q0 a a

(2) Erinnere, dass die Lebesgue-Algebra £ C P(R) etwas grofler als die Borel-Algebra B C
P(R) war, nimlich genau die Vervollstindigung ( £ ist bzgl. des Lebesgue-Mafles A = \*|.
vollsténdig, d.h. ist M € £ mit A(M) = 0 und N C M, so ist auch N € £). f : [a,b] - R
heifit Lebesgue-integrierbar, wenn f~1(U) € L fiir alle offenen Mengen U C R. Insbesondere
gilt: Ist f : [a,b] — R B -messbar und g : [a,b] — R erfiille f = g fast iiberall, so ist g noch
L -messbar.

Satz 3.5. Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integral
Sei f : [a:b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist f auch Lebesgue-integrierbar
und es gilt:

b
d\ = dz .
y / f(z) de

i? Beweis ;!

Fiir eine Zerlegung Z = {a = 20 < -+ < 2z, = b} von [a,b] setze v;,T; (i = 1,...,m) und
U(f,q),0(f,g) wie oben. Dann gilt

U(f,2) < f<0(f,2).

Sei nun (Z,,) eine Folge von Zerlegungen mit Feinheit d,, und (J,,) — 0 und auflerdem Z,, 14 feiner
als Z,, (d.h. jedes Intervall von Z,,1; ist in einem von Z,, enthalten). Setze nun

b
[t = (- 2)
[

Dann gilt (0, — u,) — 0 und f(f f(z) de = lim, o (uy). Weil Z,; feiner als Z, ist, gilt:
U, < Ups1, Op > Opyq. Damit ist O, — U, < 0 und (O,, — U,) ist monoton fallend. Setze
Q :=1lim,_ (0, —U,) > 0. Dann ist @ B -messbar und mit Fatous-Lemma (Lemma 3.1.) gilt:

Un

On

0< /Q d\ = /Hm(On —U,) dA < liminf [ (O, — U,) dA

n—uoo
Treppen- b
Funkti s
RO iminf [ (0, — U,) dz
n—-uoo

a

= lim (o, —u,)=0.

n——:oQ
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= [Qd\=0.
= Q = 0 Mfast iiberall. Setze nun f := lim(U,).
= f ist B -messbar und f = f A-fast iiberall.

= f ist wenigstens £ -messbar und es ist

/fd)\:/fd)\.

Weil f Riemann-Integral ist, ist f insbesondere beschriankt. Sei M > 0 mit |f| < M = |U,| <M
und die konstante Funktion [a,b] — R, # — M ist integrierbar. Dann folgt (Lebesgue):

/fd)\:/fd)\:nli_r)noo Und)\zlim(un):/abf(:c)dx.

QED

n
3.2.2 FErinnere

(X, A, u) Mafiraum, so setzten wir

L(p) ={f: X — R|f integrierbar} .

Wir wissen bereits: £(u) ist ein R -Vektorraum.

Beachte aber: Sind f,g € L(u), so ist zwar f - g messbar, aber im Allgemeinen nicht mehr in £(u)
enthalten, z.B. ist im Allgemeinen f? & £(u). Man setzt daher fiir 1 < p < oo allgemeiner:

LP(p) :={f: X — R||f|" integrierbar} .

3.3 ,,p-fach® Integrierbarkeit

Definition 3.6.
Eine messbare Funktion f : X — R heiBt p-fach integrierbar, wenn [ |f|* du < oo ist. Man
setzt dann [|—||, : £P(n) — [0, 00) fest durch

11, = (17 au)”

3.3.1 Kommentar

|- erfiillt zunéichst die folgende Homogenitétseigenschaft einer Norm: Ist f € £P(u) ,A € R so
ist auch Af € £P(n) und es ist [[Af[l, = [A[[f[l, denn N7 = [IAfI" du = [INPIfI" du =
AP ST d = (AP £IL-

3.3.2 Beispiel

Sei X = N und p : P(IN) — [0,00] das Zdhlma$ auf IN (u({n}) = 1 Vn € WN). Eine reelle
Zahlenfolge (ay) ist eine Funktion f : IN - R, f(n) = a,. Jede davon ist messbar und fiir p > 1
genau dann p-integrierbar, wenn

o> [UF du=3"la,l

n=1
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ist. Man schreibt
IP(N) = LP(IN, 1)

Lemma 3.7.
Fiir alle s,¢ > 0 und fiir alle p,¢ > 1 mit % + % =1 gilt:

11 s ¢t
sp-te < — 4 — .
p q
i? Beweis ;!
Fiir In : (0,00) — R ist offenbar
d? 1
@ln(s) = Y <0,

also ist In konkav, d.h. VA € [0,1] und s > 0,¢ > 0 ist:

(1=X)In(s) + Aln(t) <In((1 = A)s+ At) .

Mit A:= £ € (0,1) ist (1 =A) =1~ ¢ = 7. Deshalb ist
1 1 t
—In(s) + —In(¢) < In (8 + )
p q P q
und damit
1 1 S t
In(s?) +In(t7) < In <+> !
(s7) +In(t7) i
Exponenzieren der Ungleichung liefert
11 st
sP-ta < — 4 —
p g
und das ist offenbar auch fiir s = 0 oder ¢t = 0 richtig.
QED,

Satz 3.8. Holder
Seien p,q > 1 aus R , so dass % + é = 1 ist. Fiir alle messbaren Funktionen f,g: X — R auf
einem Mafiraum (X, A, ) gilt dann:

I£glly < [1£1, - llgllg -

3.3.3 Kommentar

(1) Diese Héldersche Ungleichung zeigt erneut die Niitzlichkeit von 0 - oo := 0 in der Mafitheorie.
Ist zum Beispiel Hf||p = 0, so ist wegen 2.3.4 f = 0 u-fast iiberall und damit auch f-g = 0 fast
iiberall, also || f - g||; = 0. Also ist Holders Ungleichung richtig, auch wenn g nicht g-integrierbar
ist.

(2) Fiir den Fall X = {1,...,n} mit seinem Zéhlma p kommt die Ungleichung auf die klassische
Hilder Ungleichung im R™ herunter: Ist f = (z1,...,2,) =tz und ¢ = (y1,...,Yn) =: Yy SO ist

Q=

(@, 0) = [(Fr 9l = fglly < W1, - Nlglly = (2, ah) - ()

Insbesondere erhiilt man fiir p = ¢ = 2 die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(@, 0)] = llzlly lyll,  Ve,y € R™.

24.05.2005
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i? Beweis !

Wegen || f[|, = [[[f[l, kann man offenbar f, g > 0 annehmen. Ist || f||, = 0 oder ||g[|, = 0, so ist die
Aussage offenbar richtig. Ist || f||, = oo oder [|g]|, = oo, so ist sie ebenfalls richtig.
Sei 0.B.d.A. deshalb

O0<a:=|fll,<oc , 0<b:=]g|, <oc.

Fiir beliebiges z € X setze nun

Mit Satz 3.8. folgt

1 Lemma 3.7. §

—fg=sits < =
ab

¢ P q
L
p q paP qal
Integration iiber z liefert

1 1 1 11
. < P d R 9 dy = = Z=1.
= 1fall fpa,,/f u+qbq/g w=oty
—— ——
—aP —ba

Dann folgt
Ifglly <a-b=1l1l, llgll, -

QED

Korollar 3.9. Minkowski
Sei 1 < p < oo und f,g : X — R seien p-fach integrierbar. Dann ist auch f + g p-fach
integrierbar und es gilt

1 +gll, < IIf1l, + llgll,, -

i? Beweis !
0O.B.d.A. sei f,g > 0, denn wenn die Aussage fiir |f]|, |g| gilt, so auch fiir f,g. Wegen
(f +9)" < (2-max(f,g))" = 2" max(f*,g") < 27 (f" + g")

folgt, dass mit f,g € LP(u) auch f+ g € LP(u). Sei 0.B.d.A. auch p > 1. (Fiir p = 1 gilt sogar
die Gleichheit.) Nun ist

If + gl ‘/U+yydu

= /(f +9)(f+9)P " du
= /f(erg)”‘1 du+/9(f+g)”‘1 du.

= e +9r7 + ol + 97y

BRI G+ 9P+l [+ 977,

mit % =1- %, also (p — 1)q = p. Deshalb gilt

1 p—1

I +or-l, = | [ oo ran) = [ fireora] T =i

Also ist )
17+ gl2 < (71, + llgll, ) 11F + gl

Es folgt die Behauptung ||f + gll, < [If[l, + [lg]l,-
QED
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3.3.4 Kommentar

(1)

(2)

Minkowskis Korollar beschreibt also eine weitere Eigenschaft einer Normfunktion fiir .||, :
LP () — [0,00). Als letzte Eigenschaft fehlt die Aussage ||f|| =0 < f =0, was aber i.a nicht
erfiillt ist. Wir wissen aber, dass ||f|, =0 < f =0 fast {iberall. Daher betrachtet man den
Unter-Vektorraum (Minkowski zeigt auch, dass £P(u) ein Vektorraum ist)

N(p) ={f € LP(u)|f = 0 fast iiberall}

und setzt
LP(u) .= LP(u)/N(p)  (Quotientenvektorraum) .

(Zwei Funktionen werden als gleich angesehen, wenn sie sich nur auf einer Nullmenge unter-
scheiden.) Dann ist auch |-, : LP(u) — [0, 00),

1A, = A1,
wohldefiniert und macht ||—|| zu einer Norm auf L ().
(LP(), [|=1l,) ist im Allgemeinen ein normierter Vektorraum unendlicher Dimension, z.B. fiir

P(IN) = {(2,)| 2 |zn|P < oo} ist das System (1, @9, ...) mit
on=(0,...,0,1,0,...)

(1 an n-ter Position) linear unabhéngig.

3.3.5 Vollstindigkeit der L”-Raume

Definition 3.10.
(a) Man nennt eine Folge (fn)new in LP(n) im p-ten Mittel konvergent gegen f (kurz p-

(b) Es heifit (f,) in £P(u) eine Cauchy-Folge in L£P(p), wenn es zu jedem € > 0 ein ng > 0 gibt,

konvergent) (fy) £, f, wenn es zu jedem £ > 0 ein ng > 0 gibt, so dass fiir alle n > ng
gilt:
Ifn—Fll, <€

so dass fiir alle n > ng gilt

an - fm” <e

3.3.6 Kommentar

Der Grenzwert einer Folge (f,) in £P(u) ist offenbar im Allgemeinen nicht eindeutig. Ist ndmlich
(fn) £, fund f = g fast iiberall, so ist

n

[fn =gl < [ fn = fll, +1F —9gl, <=0,

—_—— ~———
=0

n
—+ 0
00

also auch (fy) £, g.
Umgekehrt: Strebt (f,,) auch im p-ten Mittel gegen g € LP(u), so muss f = g fast iiberall gelten.
Der Grenzwert einer Folge ([fn])nen in LP ist natiirlich eindeutig bestimmt.

Frage: Ist jede Cauchy-Folge (f,) in £P(n) auch gegen ein f € LP(u) konvergent?
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Definition 3.11. Hilbert Raum
(a) Sei (B,||—||) ein normierter Vektorraum. Man nennt dann (B, |—||) vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in B konvergiert. Ein vollstdndiger normierter Raum heifit ein Banachraum.

(b) Sei B ein reeller Vektorraumund (—, —) : B x B — R ein Skalarprodukt. Ist || f|| = \/{f, f)
und ist B bzgl. dieser Norm vollsténdig, so nennt man (B, (—, —)) einen Hilbert Raum.

3.3.7 Beispiel
Auf L?(p) definert man (—, —) : L?(u) x L*(u) — R durch

(Ll = / Foldl

Wegen Holders Ungleichung (p = ¢ = 2) ist

old

Holder
(r.ol< [15sl du= gl "< Il gl < oo
(—, —) ist offenbar ein Skalarprodukt (Bilinearitét, Symmetrie, positive Definitheit) und
1Flle = V<F f) -

3.3.8 Kommentar

In ganz analoger Weise sagt man, dass ein komplexer Vektorraum ein komplexer Banachraum
ist, wenn er vollstindig ist. Ist (B, (—, —)) ein komplexer Vektorraum mit hermiteschem Produkt
(—,—) : Bx B — C, so dass bzgl. der induzierten Norm || f|| = +/(f, f) Vollstidndigkeit vorliegt,

so heifit (B, (—, —)) ein komplexer Hilbert Raum.
3.3.9 Beispiel

Sei (X, A,pn) ein MaBraum und f : X — C messbar (d.h. f~}(U) € A VU C C offen). Ist
u=R(f), v=S(f),sodass f =u+i-vist, u,v: X — R messbar, so heifit f integrierbar, wenn
u und v es sind und man setzt dann

/fd,u::/udu—i-i/vd,u

Alle bisherigen Konzepte dehnen sich dann in natiirlicher Weise auf C -wertige Funktionen aus,

z.B.
J1s du< oo}
11, = ([ 11 ae)”

Es ist dann LP(X,C) = LP/N(n) zusammen mit |||, ein komplexer normierter Raum fiir alle
p > 1. Schliellich ist (L?(X, C), (—, —)) mit

(f9) = [ T duin der Physik = [ 11y dy)

LP(X,C) = {f : X — C messbar

mit

ein komplexer Vektorraum mit Hermitescher Form (—, —).

Lemma 3.12.
Sei (f,) Folge nicht-negativer messbarer Funktion auf X, f, : X — [0,00) und p > 1. Dann

gilt
Sl <SR, -
n=1 n=1

p
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i? Beweis !

Setze g, = f1 +---+ fn , n € IN. Dann ist

lgnll, = 1fs + -+ fall, < Al + -+ W fall, < D Nfell, YneN
k=1

und damit -
tim_llgall, < Sl -
k=1
Weil (g2) monotone Folge ist und gegen g? konvergiert mit
9:=> fr,
k=1
g: X — [0,00], gilt nach Levi’s Satz (Satz 2.7.):
> fn
n

lgll,

v _ R . o0
= </g” du) = (nh_r{loo/gﬁ du) = lim (/gﬁ du) = lim_|lgall, <> Ifull, -
n=1

p

QED

Satz 3.13. Fischer-Riesz
Sei (fn) eine Cauchy-Folge in LP(u) ((X, A, u) ein Mafiraum). Dann gilt:

k
(a) Es gibt ein messbares f : X — R und eine Teilfolge (f,, )ren, so dass (fn,) — f punkt-
00

weise fast iiberall konvergiert.

(b) Es ist dann f sogar in £P(u) und (f,,) konvergiert gegen f im p-ten Mittel, (fy) £, I

i? Beweis !

(a) Weil (f,,) Cauchy-Folge, existiert zu jedem k € IN ein ng > 0, so dass fiir alle n,m > ny, gilt:

1
”fn - mep < 27k .

0O.B.d.A.sei auch ng41 > ng. ~
Setze nun gy := fr, ., — fo, und f:=>"7" |gk| : X — [0, 00]. Nach dem Lemma ist

oo oo 1
g, < Y lgll, <D gz =1 <00,
k=1 k=1

also g € LP(u). Es folgt, dass g(z) € R fast iiberall. Setze nun N := §g~*(c0) und g : X\N —
[0, 00)

g(x):=> gr(x) €R
k=1

(existiert, weil > gr(z) sogar absolut konvergiert). Wegen Zle 9j = frgsr — [, (alle anderen
[n,; heben sich gegenseitig weg) folgt nun

(fnk(‘r))ne]N — g(x) + fn, Vo € X\N .
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Setzt man nun etwa f : X — [0, 00),

f(z) = {g(m) + fn, firze X\N

b

0 firz e N
k
so folgt (fn,) — f punktweise fast iiberall. f ist auch messbar, weil N messbar ist und
00
flx\w = lme—oo fry- 02.06.2005

n

(b) Behauptung: f € £P(u) und [|f, — fll, — 0.
00
Erinnere: (o + 3)” < 2P (a? + 3P). Dann ist

|fnl? = 1(far + 91+ + g1’
2P (| fna [P+ (gal + - 4 lgr—1])")
28 (| fu” +1317)

und fp,, g € LP(u). Man kann deshalb den Satz von Lebesgue Satz 3.2. (in der fast iiberall-
Version) anwenden und findet, dass aus (f,,) — f punktweise fast iiberall auch folgt, dass
f € LP(u) und || fn, ||, — [If||,, insbesondere f € LP(x). Setze nun

hnk = 2p(|fnk|p + |f|p) - |fnk - f‘p .

Daher ist h,, > 0und (h,,) — 2PT1|f|” punktweise fast iiberall. Mit Fatous Lemma Lemma
3.1. (in der fast iiberall-Version) ist deshalb weiter

2p+1/|f‘p du

timinf [ (2 (foul? + 117) = £ = ) d
3 i p p . ,
= 9P khl,nw (Hf’ﬂk”p + Hpr) — 1}518)1;01)”‘70"’“ + f”p

= 27| fII - lim sup 1 fr + £1I5
—00

IN A

2 IF11

IN

und deshalb
limsup || fn, — flI; <0,
k—s o0

also ist limg—.oc || fn, — fll, =0, d.h. gerade (fy,) £, f.

Schliefllich: Wenn eine Cauchy-Folge einen Haufungspunkt hat, so konvergiert sie bereits gegen
diesen, denn: Ist € > 0 und 7ig > 0 so groB, dass || fn — fimll, < 5, fiir alle n,m > 7y wihle nun
ein ko € IN so grof}, dass ng, > g ist und || f,, — f| < 5. Dann gilt fiir alle n > ng, =: ne:

€

1 = £ < 1 = Frolly + 1fna = £1l, < 5 + 2

Also konvergiert tatséichlich die ganze Folge (f,,) im p-ten Mittel gegen f.
QED,

=£.

3.3.10 Kommentar

(1) Wir haben Fatous Lemma und Lebesgues Satz in der fast {iberall-Version benutzt. Die Aussa-
gen gelten ndmlich auch, wenn nur (f,,) — f punktweise fast iiberall (und f,, > 0 fast iiberall
im Fatuos Fall bzw. |f,| < g fast iiberall im Lebesgue Fall) ist, in dem man die Aussagen auf
X\N fiir eine geeignete p-Nullmenge betrachtet.

(2) Esist also £P () fiir alle 1 < p < oo ein Banchraum und fiir p = 2 sogar ein Hilbertraum!
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Kapitel 4

Produktmafle

Motivation

Seien (X7, u1) und (Xa, po) Mafirdume. Kann man auf X, Xs in ,natiirlicher Weise“ ein Maf,

[13
» 1 ® M2,
definieren?

4.1 Existenz und Eindeutigkeit

Definition 4.1.
Sei A; eine o-Algebra auf X; und Ay eine o-Algebra auf Xs. Mit A; ® Ay C P(X; x Xo) wird
die von allen Mengen A; X As, wo A; € A; und As € A ist, erzeugte o-Algebra bezeichnet.

4.1.1 Kommentar

A x Ay = {A1 x Ay € P(X1 X Xo)|41 € A1, Az € Ay} ist im Allgemeinen keine o-Algebra.
Deshalb muss die nun von 4; x As erzeugte o-Algebra mit einer anderen Bezeichnung versehen
werden: A; ® As.

4.1.2 Bemerkung

Sei M; C A; ein Erzeuger von A; (i = 1,2) und es gebe eine Ausschopfung (M} ),en / X; (i =
1,2). Dann ist M; x My = {M; x Ms|M; € My, Ms € My} ein Erzeuger fiir A; ® A,.

i? Beweis ¢!
Sei B C P(X; x X5) das Erzeugnis von M; x My. Da M7 x My C A; ® Ay =: A ist, ist klar:
B C A. Andererseits betrachte By := {By C X;|B; x X3 € B}. Dann folgt: B ist o-Algebra und
fir My € My gilt
M1 XXQZ U M1><M5€B.
——

neN eEMi X Mo

Also My € By VMy e My = My C B = A C By dh: VA € A; gilt also Ay x Xy € B.
Ahnlich sieht man X1 x Ay € B VA, € As.

$A1XA2=(A1XX2)0(X1XA2)EB
~—— ~————

eB eB
A Erzeugnis

A1><AQQB vonééx.Ag .AQB

QED

41

02.06.2005
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Korollar 4.2.
Bezeichnet B™ C P(R") die Borel-Algebra auf R™ , n > 1, so gilt

B"=B'9B'®---@B' .

n-mal

i? Beweis !

Bezeichne Q™ C B™ den Erzeuger aller Quader. Es besitzt Q™ auch eine Ausschépfung von R™ und
Q" x QM = Q"™ Mit Bemerkung 4.1.2 folgt B" @ B™ = B*"*™ V¥Yn,m > 1.

Induktion liefert B! @ - -- ® B! = B™.

QED

4.1.3 Frage

Seien nun w1, e MaBle auf (X1, A1) bzw. (Xs, As). Kann man nun ein Mafl yy ® po auf A; ® Ay
finden, welches fiir alle A1 € A; , Ay € Ay erfiillt:

p1 ® pip(Ar X Az) = p(Ar) - p(Az) 7

Erinnere: Ein Mafiraum (X, A, ) heifit o-endlich, wenn es eine Ausschopfung (4,) in A, (4,) /
X, gibt mit

w(Ay) <oco YnelN.

4.1.4 Bemerkung

Sind (X7,.A41,11) und (Xs, Ag, p2) o-endliche Mafiriume, so gibt es hochstens ein Mafi p auf
A1 ® As, welches fiir alle A1 € A; , Ay € Ay erfiillt:

p(Ar X Ag) = i (Ar) - p2(Az) -

i? Beweis ;!

Die Menge M = A; x As ist ein durchschnittsstabiler Erzeuger von A1 ® Az und besitzt auch eine
mafBendliche Ausschopfung von X; x X5. Ist ndmlich (Agf)) mit (Agf)) X, ,ui((ASf))) <oo (i=
1,2) , so ist (Asll) X Ag)) Auschopfung von X; x X5 und /J(A%l) X Agf)) = (ASP)M (Ag)) < 0.
Dann folgt mit Satz 1.8.: p ist durch seine Werte auf M bereits festgelegt.

QED

| |

4.1.5 Notation

Fir A C X7 x X5 und x7 € X1, 29 € X5 bezeichne

sz = {.’L‘l € X1|(.Z'1,.’172) S A} C Xy,

Az, = {2 € Xo|(21,22) € A} C Xy

den x1- bzw. xo-Schnitt von A in X7 bzw. Xs.

Lemma 4.3.
Sei A; eine o-Algebra auf X; (i = 1,2) und z; € X;. Fir jedes A € A; ® Ay ist dann der
Schnitt A,, € A; baw. A,, € As.
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i? Beweis ;!
Fir zo € X5 setzt man
B:= {B - X1 X X2|B$2 S Al} .

B ist o-Algebra und A; x Ay € B VA € Ay VA € Ay, denn

(Ay x Ay),, = {Al wenn ro € Ag €A .

0 wenn zy ¢ Ay

Also ist A; x A C B und damit A; ® A2 C B, d.h. VA € A; ® Ag: A, € A;.
QED

Lemma 4.4.
Seien (X7, Ay, 1) und (Xo, A, o) o-endliche Mafiriume und A € A; ® Ay. Dann sind die
Funktionen s : X; — [0, oq],

s(a) = pa(Aey) 8§ (2) = i (Asy)

(¢ =1,2) A;-messbar.

i? Beweis !
Bezeichne sy := 5541) : X7 — [0, 00] und betrachte zunéichst den Fall us(Xs) < cc.
Bezeichne dann weiter mit ¢ das System

¥:={A € A; ® As|sa messbar} C 4; ® Az .

Behauptung: 9 ist Dynkin System.
Denn

o X =X x Xy €0, well sx(z1) = po(X,,) = u(Xz) = ¢ = const. , also ist sx messbar.
~—
=%

o D e, zeige D¢ € ¥:
Es ist (D), = (Dg,)¢ und daher wegen pus(X2) < oo

spe(x1) = p2 (Dg,) = pa(Xa) — p2(Ds,) = ¢ — sp(z1) ,
~——
X2\Da,

also ist mit sp auch Spec messbar.

e D, (neN), D,ND, =0 Vm #n, zeige |J D,, € ¥:
Denn

30, (1) = i (( Un.) ) ~ (U <Dn>ml> =3 e (D)) = X saln)
o nelN nelN
wobel s, := sp, . Also ist SOD messbar. Damit ist ¥ ein Dynkin-System.
Weiter gilt A; x Ay C 9, denn fiir Ay € A, , Ay € Ay ist
SAIxA; = M2(A2)XA1 )

also messbar. Weil A; x Ay durchschnittsstabil ist, gilt fiir das von A; x Az erzeugt Dynkin-
System ¥ nach Lemma 1.7.: ¢ C ¥ C A; ® Ay und ¢ = A; ® As, denn A; ® A, ist die von
A1 x Ag erzeugte o-Algebra. Daher ist ¥ = A; ® Ag, d.h. s4 ist messbar VA € A; ® As.
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Betrachte nun den Fall ps(Xs) = oo. Sei (By,) ,* Xo und ps(B,,) < co. Setze dann fiir A € A1 @A
Sam X1 —[0,00] , san(z)=p2(Az, NBy) .
Damit ist auch s4, messbar (nach erstem Fall) und

sa =sup(san)
nelN
(nach der Ausschopfungsformel). Also ist auch s4 messbar.

QED

Satz 4.5. Existenz und Eindeutigkeitssatz von Produktmaflen
Seien (X7, Ay, u1) und (Xa, A, o) Maflirdume, die o-endlich sind. Dann existiert auf der Pro-
duktalgebra A; ® As genau ein Mafl p, so dass fiir alle A; € A; und Ay € A, gilt:

1(Ar x Ag) = p(Ar)u(Az) .

i? Beweis !

Eindeutigkeit: Siehe 4.1.4
Existenz: Man setze fiir A € 4; ® As

w(A) = /X,uz(Aml)dMl»

AA) = /X 11 (Aay) diiz

Behauptung: p ist ein Ma8B.

Denn zunéchst ist () = 0. Sei nun A = UpenAn, Ap € A1 ® As, s4 1 X7 — [0, 00] wie in Lemma
4.4.. Dann folgt s4 = Y .54, (weil uo Mafl). Die Partialsummen bilden eine monotone Folge
nicht-negativer, messbarer Funktionen, also gilt mit Satz 2.7. (Levi):

M(A) = / sa dpy = /ZSAn duy
X1 n

Levi
<0 3 [ s, din
T N e e
:H(An)

= Z 1(An) -

nelN
Also ist p ein Mafl auf A; ® As. Wegen
SA %A, = M2(A2)Xxa,
ist
p(As % Ax) = [ pa(Aahxa, din = pa(Ae) [ xay din = p(Ana(ds)
—_—
=p1 (A1)

Ahnlich sieht man: /i ist auch ein Maf mit ji(A; x Ag) = p1(A1)p2(Az). Wegen der Eindeutigkeit
gilt dann gt = p.
QED,

4.1.6 Kommentar

Man bezeichnet das Produktmafl y = g mit 1 ® po. Der Beweis zeigt, dass es die Formeln erfiilt:

(11 ® iz (4) = / a(Ay,) dpy = / 11 (Aqy) i

Xl X2
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Korollar 4.6. Cavalieris Prinzip
Seien m,n € IN und fiir p = m,n, m + n bezeichne NP das Borel-Lebesgue’sche-Maf} auf der
Borel-Algebra von RP. Fiir jede Borelmenge A C R™ x R™ ist dann

Ay ={y e R"|(z,y) € A}

bzw.

Ay ={z e R"|(z,y) € A}

Borel-messbar, fiir alle x € R™ | y € R™ und es gilt

) = [ dae) = [ AT, dv)

i? Beweis ;!

Nach Korollar 4.2. ist B"*™ = B" @ B™ (wo BP C P(RP) die Borel-Algebra auf R? bezeichne).

Und weil A" und A" ® A auf den Quadern Q™™ iibereinstimmen, folgt mit Satz 1.8.
AT = AT @\

Die Behauptung liefert daher Satz 4.5. (bzw. Kommentar 4.1.6).
QED

4.1.7 Beispiel (Kugelvolumen)

Bezeichne fiir n € IN mit
wy, = A"(B")

das Volumen der n-dimensionalen Finheitskugel

B" = {z e R"|||z|| <1} .

Dann gilt
%ﬂ-k fur n — Qk
Wn = : ok+1 & . )
T35kt " fiirn =2k +1
Insbesondere ist wy = 2, wy =T, W3 = 47, Wy = %W?

3

Setze B"(r) := {x € R"|||z|| < r} , r > 0. Nach Satz 1.18. folgt mit 7: R" — R" , z +— rz
A" (B™(r)) = A" (T(B")) = [det T| A" (B") = w,r™ .

Mit Korollar 4.6. (Cavalieri) folgt nun

1
Wit = ATTHBH :/ A" (IB"(\/I - t2)) dA"(t) = / wn(1—12)% dt = cpwy

[—1,41] -1

mit ¢, := fjll(l —u?)% du. Daher folgt mit u = cost, du = —sint dt:

0 n T
Cn = —/ [(1—c052t)%} sintdt:/ sin"*t dt .
T 0
Partielle Integration mit

u(t) =sin™ ¢ v(t) = —cost
!/

u/(t) = nsin™ ! tcost v'(t) = sint

09.06.2005



46 KAPITEL 4. PRODUKTMASSE

liefert:
Cn = —sin"tcost\g—i—/ nsin" ! tcos®t dt
0
= n/ (sin" "'t —sin"t'¢) dt  (n>1)
0
= n(cp—2 —cp) -
Daraus ¢, = ;7cn2. BEsist ¢y = foﬂ dt =7, ¢y = fow sint dt = —cost|J = 2. Daher
1 1
€l =—-Cc_1 ==
1 9 1 27T
Weiter ist
2% 2%k -1
Cok * Cok—1 = Y] of C2k—2 C2k-3
2k—1 2k—3 1
. CL e = cpe—
2k+1 2k—1 3 0t
_ 2w
2417
2%+l 2%
Cok+1 - C2k = % +2 2%+1 Cok—1 * C2k—2
2k 2k — 2 2
= . T
2k+2 2k g
21
2k +2°
= 2T neN
CnCno1 = n )
1 —1 0
Mit wp = 1 und w; = 2 folgt daher
Wok = Cogp—1-Cok—2 " Wak—2
_ 2
= g5 W2k—2
27 2 2
T % 2%k—2 9 0
T o ™
—_— P—— . —_ w
k k—1 1
ok
= 7' cwo
2 2T
= =W
s % +1 3 “
ok gk
k+1)-....3
2k+1
= ok

4.2 Der Satz von Fubini

4.2.1 Notation
Fiir f: X; x X2 — R bezeichne fiir 1 € X1 , 22 € X»

fml : X2_>]R'7 xQ’_}f(xlva)v
foo ¢+ X1 =R, 21— f(z1,29) .
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4.2.2 Kommentar

Wegen
p2(Azy) = / XAy, dpe bzw. p1(Ag,) = / XA, din

lesen sich Cavalieris Formeln so:

/ xadin ® ) = (n ® p2)(A)
= /Mz(Axl) dpy
X1

= /ﬂl (Az,) dps
X2

= / (/ XA, du2> duy
X1 X2

= / (/ XAq, du1> dusz .
Xo X1

Deshalb ist Cavalieris Prinzip Spezialfall des folgenden Satzes:

Satz 4.7. Tonelli
Seien (X7, u1) und (Xs, ug) o-endliche Mafirdume und p3 ® pe das Produktmaf auf X; x Xs.
Sei f: X1 x Xy — [0, 0] eine messbare Funktion. Dann gilt:

(a) Fiir allezy € X, z2 € X, sind auch die Funktionen f,, : Xo — [0, 00] und f,, : X3 — [0, 0]
messbar;

(b) die Funktionen X; — [0, 00] bzw X2 — [0, 00| mit

T — fz, dpa bzw. a9 — fan dia
X2 Xl

sind messbar;

/ < Ja dm) dp =/ ( fa, dm) dpo =/ fd(pn ® p2)
X1 X2 Xo X1 X1xXo

i? Beweis ¢!

Teil 1:

Sei f = s eine nicht-negative Treppenfunktion s = 2;1 a;Xxa; mita; >0, A; C X5 x Xy messbar
(reN,i=1,...,r).

Behauptung: Toneli’s Satz gilt fiir s:

Es ist némlich sz, = > ai(x4,)z, = D @iX(a,),, eine Treppenfunktion (und damit insbesondere

messbar) auf X5 und es gilt
/San dps =Y cipa((Ai),,) -

Nach Lemma 4.4. ist damit auch x; — f X, Sz1 dpe messbar. Nach Cavalieris Prinzip (Korollar 4.6.
bzw. der Definition von (p; ® ug)) ist daher

/X1 (/Xz S, du2> duy = Zai/uz((Ai)m) dpy = ai(m ® p2)(A;) :/ s d(jn ® pa) -

X1 X Xo
/ (/ Sy dm) dus = / sd(puy @ ps) .
X X1 X1 xXo

Ahnlich sieht man
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Teil 2:

Sei nun f : X3 x Xo — [0, 00] messbar, sonst beliebig. Wéhle nun eine Folge (s,,) von Treppen-
funktionen mit (s,) /" f. Dann gilt (s,)s, /" fz,, also ist f,, messbar. Nach Levis Satz (in X)
(Satz 2.7.) ist

fu, duo = lim ($n)z, dus .

X n—oo Jx,

Wegen Lemma 4.4. ist u, : X1 — [0,00] , w(x1) = [(Sn)as; dus messbar und wegen Levi’s Satz
(Satz 2.7.) ist (u,) / g1 wobei g1(x1) = [ fu, dpo. Also ist auch g; messbar und erneut mit Levi’s

Satz ist
/ < Jx, dﬂz) dpy = / g1 duy
X1 X2 Xl
Levi .
= lim Uy, dpty
n X,
= lim (/ (Sn)z, d,ug) duy
noJx, Xs
AL im Sp d(pr ® p2)
e X1 ><X2
gk
e[ fdmeow).
X1 X X9
QED,

4.2.3 Beispiel

+oo .
/ eV dt =+/1

— 00

Denn: Setze I := fooo e~t" dt. Dann ist mit ¢t =: xy fur festes y > 0 zunéchst dt = y dz, also
o0 2,2
I:/ ye Y dr Vy>0.
0
Es folgt

IQ

Tonelli

Mit u = y%(1 + 22) bei festem x > 0 folgt

du = 2(1+ 2%)y dy
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und damit y dy = ﬁ. Es folgt

o0 o 1
I’ = / (/ ‘“d)d
0 0 2(1+372)e v
1 [ 1 i
= 7/ —_— / e “du)| dx
2 0 1+CC2 0
N——

=—e U|§°=1
1 [ de
2y 1422
1
= Qarctamad0
1 7 s
EEEIC I
Damit folgt
1
[=yr,
2
also
+oo 5
/ et dt=+1.
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Satz 4.8. Fubini
Seien (X7, 1) und (Xs, uo) o-endliche Mafirdume, p = p1 ® po das Produktma$ auf X; x Xy
und f: X; X Xs — R eine integrierbare Funktion. Dann gilt:

(a) Fiir pq-fast alle 1 € X; bzw. po-fast alle zo € X5 sind auch die Funktionen f,, : Xo — R
bzw. fz, : X1 — R integrierbar;

(b) die (fast tiberall definierten) Funktionen g; : X; — R bzw. g2 : Xo — R,

g1(z1) == for dpz  g2(x2) = Sy dpa
X2 Xl

sind integrierbar und es gilt

/gldm:/ gzduzz/ fdp .
Xl X2 X1 XX2
i? Beweis ;!

Esist | f|,, = |fe,| und (f7)e, = (fo) s (f )2y = (f2,) - Mit Tonelli ist nun

Tonelli
o> [ ™ (/ Ifmld/m) s -
X1XX2 Xl X2

Also gibt es eine Nullmenge N7 C X1, so dass sz |foy| dua < oo ist, fir alle z; € X7\ N;. Die

Funktion f,, ist also fiir ;1 € X7\ N, integrierbar.
Nach Definition des Integrals ist nun fiir alle z; € X7\ Ny:

glm):/ r duz—/ fr dus .
X, X,

Erneute Anwendung von Tonelli’s Satz impliziert, dass z1 — [ X fjl dpo messbar ist und sogar

integrierbar, denn

/ (/ o dm) e A R
X1 X2 X1 xXo

14.06.2005
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S fam) an™= [ <o,
X1 Xo X1 XXo

Also ist g1 : X1\N1 — R integrierbar und es ist

/ gdp = / ( I dm) dul—/ ( fan dm) dpa
X1 X1 Xz Xl X2
Tonelli _
. / f* du - / fdu
X1><X2 X1><X2

= / fdu.
X1 ><X2

Ahnlich ist

QED

4.2.4 Kommentar

Fubinis Satz sagt insbesondere, dass es nicht auf die Reihenfolge der Integration ankommt. Zum
Beispiel fiir das Borel-Lebesgue’sche Maf3 A™ auf R™ und jeder stetigen Funktion f : R"™ — R mit
kompakten Triger (nur auf einem Kompaktum von Null verschieden) folgt, dass fRn f d\" als
iteriertes Riemann-Integral berechnet werden kann:

/ £\ //.../f(a:l,a:g,...,xn) dAL o dAL AL
n RJR R

/_Z(/_Z...(/_C:f(m,xg,...,xn)dxl)... drn_t) dy |



Kapitel 5

Die Transformationsformel

14.06.2005

Motivation

Sei D C R”™ ein Gebiet, Ap das Borel-Lebesgue’sche Maf3 auf der Borel-Algebra von D und f :
D — R eine Ap-integrierbare Funktion. Das Integral

/Df(x) dx::/Dfd)\D <= ]Rnfd)\ mitf::{ é Zﬁ IPJP\D )

mochte man héufig durch einen Koordinatenwechsel
®:G—->D,y—®(y) =z, GCR" Gebiet

ausrechnen.
Frage: Wie transformiert sich das ,,z-Integral® f p f(x) dz in ein ,y-Integral® fiir f o @ iiber G?7

5.1 Die Transformationsformel fiir lineare Transformatio-
nen

5.1.1 Erinnere

1. Seien G, D C R"™ Gebiete. Eine bijektive Abbildung ® : G — D heifit ein Diffeomorphismus,
wenn ® und @1 : D — G stetig differenzierbar sind.

2. Fiir jedes y € G ist D®(y) : R™ — R™ eine (invertierbare) lineare Abbildung. Die Operator-
norm fir lineare Abbildungen 7" : R™ — R"™ ist gegeben durch

|T|| := max {|Tx|||z| =1}

und erfullt | TS| < ||T|| - |S]| und |Tz| < ||T|| - || fir alle T, S € End(R") , z € R"
Stetige Differenzierbarkeit von ® impliziert dann, dass

D — (0,00) , y+— || D®(y)] ,

stetig ist.

5.1.2 Notation

Ist D C R™ ein Gebiet (oder auch nur Borelsch), so bezeichnet Bp die Borel-Algebra auf D, d.h.
A € Bp & A Borelsch und A € D und Ap stets das Borel-Lebesgue Mafi auf (D, Bp). Eine
messbare Funktion f: D — R meint stets Borel-messbar und integrierbar meint Ap-integrierbar.

51
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5.1.3 Bemerkung

Sei T': R™ — R™ ein linearer Diffeomorphismus, D C R" ein Gebiet und G := T~!(D). Dann gilt
fiir jede messbare Funktion f: D — R, dass auch g : G — R,

g(y) = |detT|- foT(y)

messbar ist und f ist Ap-integrierbar, so ist auch g Ag-integrierbar. In diesem Falle gilt dann

/Df(x) dw:/Gg(y) dy

i? Beweis ;!

Wir wissen bereits aus Satz 1.18., dass fiir jede Borel-Menge A C G gilt
AT (A)) = |det T A(A) .

Ist daher s = !, Bixp, eine Treppenfunktion auf D, 8; > 0, B; = T'((A;) messbar, so gilt

/sdeZm(Bl Sl | e tT\ZﬂZ ;) |detT|/sony
D i=1

wegen soT =5 Bi(xp, oT)=>_Bixa, und xp, 0T =xa, (i=1,...,7).

Ist nun f : D — [0, 00| messbar, so auch foT : G — [0,00], denn T ist als Homéomorphismus
(Ag — Ap)-messbar. Schreibt man f = lim(s,,) mit (s,,) / f fiir geeignete Treppenfunktionen s,
(m € IN), so zeigt Satz 2.7. (Levi), dass mit g := |det T| (f o T) gilt:

/Dfd)\:/ng)\,

denn (|detT| (sm o T)) /g

Fiir integrierbare Funktionen f : D — R beweist man nun die Aussage durch Ubergang zu f, und
I
QED,

5.1.4 Kommentar

Ist ® : G — D ein beliebiger (nicht notwendig linearer) Diffeomorphismus, yo € G , so ist D®(yo)
(bis auf eine Verschiebung) in einer Umgebung Vi C G eine gute Approximation von ®. Uberdeckt
man G disjunkt mit solchen Umgebungen V, := V(y;) k € IN, so wird in etwa gelten:

[t@a - X o s

kelN
|y, ~D(ys)
e Z/ fo®)|det T DB (yy)| dy
keN Y Ve
~ Z/ (f o ®)(y) |det DD (y)| dy
keN ¥ Ve

/(fo(l))|detD<I)| dy .
G
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Definition 5.1.
Ist ® : G — D ein Diffeomorphismus zwischen Gebieten D, G C R", so nennt man die stetige
Funktion Jp : G — (0, 00),

Jo(y) = |det DP(y)|

die Jacobische von ®.

Satz 5.2. Transformationsformel
Seien G, D C R™ Gebiete, ® : G — D ein Diffeomorphismus und Jg : G — (0, 00) die Jacobische
von ®. Fiir jede messbare Funktion f : D — R ist dann auch die Funktion

g:G—R, g(y) = fo®(y) Ja(y)

messbar und es gilt: Ist f integrierbar, so auch g und man erhélt

/Df(x) dw:/Gg(y) dy .

5.1.5 Kommentar

(1) Symbolisch merkt man sich die Transformation so

de = Js(y) dy .

(2) Fiir n = 1 ist die Transformation gerade die Substitutionsregel, denn ist G = («, ) und
D = (a,b) und ® : G — D ein Diffeomorphismus, so ist & monoton wachsend (®’ > 0) oder
monoton fallend (&’ < 0). Fiir &’ < 0 etwa ist dann ®(«a) := b und ®(F) := a eine stetige
Fortsetzung von ® auf [a, 8] — [a, b] und es ist dann

Ja(y) = |det @' (y)| = —@'(y) .

Also ist

/ab f(z) dz = /(a,b) f(z) dz

Trans:form. / f 8 (I)(—(b/) dy
(a,)

g
- — [ fo®(y)®'(y) dy

I
~
0]
i

<
~—
e
—
P
(o8
<

(sogar fiir jedes f € £L1((a,b))).

Korollar 5.3.
Sei ® : G — D ein Diffeomorphismus und Jg : G — (0, 00) ihre Jacobische. Fiir jede Borelmenge
A C G gilt dann, dass ®(A) C D auch Borelsch ist und

A(®(A)) = / Ja(y) dy .

A
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i? Beweis !
Mit f = xa(a) ist natiirlich f o ® = x4 und deshalb

ransform.
Mo = [ o o™
D

Xade dy — / Jo dy
G A

QED

5.1.6 Beispiel
Sei A C R? die Einheitskreisscheibe,
A={(zy)* +y* <1}, D=A\{(z,y) € Aly =0, = >0}
und
®:(0,1) x (0,27) — D
gegeben durch
D(r,0) = (rcosf,rsind) .

Dann ist @ offenbar bijektiv und sogar ein Diffeomorphismus, weil ® stetig differenzierbar ist und
fiir die Jacobische von ® gilt:

cos) —rsinf
sinf rcos6

a(y) = [der )|=iri=r#0

und damit ist nach dem Umkehrssatz auch ®~! stetig differenzierbar. Weil nun A\D eine Borel-

Nullmenge ist (warum?) gilt mit f = 1 erneut:

_ Weil
A(A\D)=0

wy = AB? (D) o= / Jo(r,0) dr df
G

Fubini 27 1 1 27 1 1
= / /rdrdﬁz/rdr d027r|0-27r:7r.
0 0 0 0 2

5.2 Mafle mit Gewichten und Bildmafle

Definition 5.4.
Sei (X, A, ) ein Mafiraum und p : X — [0,00] eine messbare Funktion. Man nennt dann
g A— [0, 00]

A(A) = /Apdu

das Maj$ der Dichte p bzgl. p. Bezeichnung i = ppu.

5.2.1 Kommentar

Fiir p = 1 ist natiirlich @ = p. Man stellt sich fi so vor, dass (im Vergleich zu p) nun jeder Punkt
x € X ,,das Gewicht“ p(z) > 0 bekommt.
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5.2.2 Notation
Ist F: (X, A) — (Y, B) messbar, und p ein Maf auf .4, so nennt man das Mafl v : B — [0, o0],

das Bildmaf$ von p unter F Bezeichnung v = Fi(u).

Mit diesen Begriffen wird nun Korollar 5.3. zu der folgenden Aussage: Ist ® : G — D ein Diffeo-
morphismus und Jg seine Jacobische, so gilt fiir das Borel-Lebesgue-Mafl A\p bzw. Ag:

d; (A\p) = Jala , (5.1)

denn

(@.1(Ap))(A) = Ap(®(A)) =™ /AJ<1> d\¢ = (JoAc)(A) VA€EBg .

5.2.3 Bemerkung
Die Gleichung (5.1) (als Gleichheit von Mafien auf (G, Bg)) ist dquivalent zur Transformationsfor-
mel.
i? Beweis !
e Die Transformation liefert die Gleichung.

e Die Gleichung zeigt die Transformationsformel fiir charakteristische Funktionen f = xa(a),
A C G Borelsch. Wie in 5.1.3 sieht man dann, dass die Transformationsformel fiir Treppen-
funktionen s = Y., Bixg, gilt, mit Satz 2.7. (Levi) fiir messbare f : D — [0, oo] und schlief-

lich durch Zerlegung in f; und f_ auch fiir beliebige integrierbare Funktionen f : D — R.
QED

Lemma 5.5. ]
Sei Q@ C R" ein Quader und ¢ > 0. Dann gibt es eine Uberdeckung von abgeschlossenen Kugeln
(Bk)ken, so dass gilt

D ABE) =AQ) +¢ .

kelN

i? Beweis !
Elementar, aber lang.

QED

5.2.4 Bemerkung
Sei A C R™ beliebig und € > 0. Dann gibt es eine Kugeliiberdeckung (By)ren von A, so dass gilt

> A(Bg) < A (A) +€ .

kelN

i? Beweis !

Sei (Qi):en eine Quaderiiberdeckung von A, so dass gilt:

iA(Qi) <X(4) + 5
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nach Definition des dufleren Lebesgue Mafies A* : P(R™) — [0, oo]. Fiir jedes ¢ € IN sei nun (B;;) jen
eine Kugeliiberdeckung von @); nach Lemma 5.5., so dass

= €
;A(sz) < )\(Qi>+2i+1

ist. Es ist dann (B;;); eine Kugeliiberdeckung von A und

i A(Bij) = i (A(Qi) + 21%)
(4945
A*(A)+e.

IN

QED

5.2.5 Kommentar

Hitten wir bereits am Anfang gewusst (oder festgelegt), wie groff das Volumen der Einheitskugel
ist, hétten wir wegen Lemma 5.5. also die Lebesgue Mafitheorie auch mit Kugeln anstelle von
Quadern aufbauen konnen, also etwa:

A*(A) = inf {i A(Br)

(B)rew Kugeliiberdeckung von A} .
k=1

5.3 Beweis der Transformationsformel

5.3.1 Erinnere

Man nennt eine Abbildung F : G — R™ ; G C R" ein Gebiet, Lipschitz-stetig, wenn es eine
Konstante L > 0 gibt, so dass fiir alle z,y € G gilt

|[F(z) = F(y)| < L-|z—vy| .

L heifit dann eine Lipschitz-Konstante fiir F'.

Proposition 5.6.
Sei F' : G — R" eine Lipschitz-Abbildung mit Lipschitzkonstante L > 0 und \* das Lebes-
gue’sche duflere Mafl auf R™. Dann gilt fiir jede Teilmenge: A C G

N (F(A)) < L™ - X*(A) .

(Insbesondere fiir Nullmengen!)

i? Beweis ;!
Ist B C R™ eine Kugel vom Radius r > 0, sagen wir B = B(yo,7) = {y: |y — yo| < 7}, so ist
MN( F(BNG) ) <AB(F(yo)),L-r)=(L-r)" w, =L"\(B),
(S —
CB(F(yo),LT)

wobei w,, das Volumen der Einheitskugel bezeichnet. Ist nun A C G beliebig, so wihle zu € > 0
eine Kugeliiberdekung (Bj)ren von A, so dass

D> ABR) SA(A) +e
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ist. Dann ist
F(A) C|JF(B:nG)

und damit also

N (F(A)) < A (U F(By N G)) <Y N (F(BnG))
k

< LMY ABR)SLM(A(A)+e)=L"-X(A)+ L' .

Da e > 0 beliebig war, folgt A*(F'(A4)) < L"\*(A).
QED

i? Beweis ;! der Transformationsformel

VA C G Borelsch gilt:

A(@(4)) :/ Jo dy .

A

Sei € > 0 beliebig vorgegeben.

Schritt 1

Weil fiir die Operatornormen ||.|| auf End(R"™) gilt [|TS]| < | T]| - ||S]| und |Tz| < ||T - || und weil
die Funktionen y — [|[D®(y)|| und y — HD<I>(y)_1H stetig sind, gilt folgendes: Zu jedem yy € G
existiert eine offene Umgebung V5 C G von yg, so dass fiir alle y € V} gilt:

| D®(yo) - DR(y) || < 1+e
|D®(y)  DB(yo) || < 1+e.

Schritt 2

Bezeichne nun ¥ := &~ ! und zy = ®(yg). Wihle zunichst eine Kugel Cyp um x, so dass Cy C
®(Vp). Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt mit Ly = D®(yg) (vgl. MfPh2LinA
Satz 0.0.)

Lo 0 W(x) — Ly o W(wo)| < sup [ D(Lo o W)(E)] - |z — o] |
£eCy
fiir alle zg € Cp. Wegen DLg = D®(yo) und DY (&) = D®(n)~! mit n = ¥(€) folgt daher mit
Definition 5.1.
|Lo o W(z) — LoW(zo)| < (1 +¢) |z — ol .

Wihlt man daher eine Kugel By = B(yo) um yo so klein, dass By C Vp und ®(By) C Cj ist, so
gilt wegen Proposition 5.6. (denn 1+ ¢ ist nun Lipschitz-Konstante fiir Ly o ¥|g(p,)):

MLo®@H(C)) < (142)"AC) , (5.4)
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fiir alle Borelmengen C' C ®(By). Ahnlich sieht man, dass (nach evtl. Verkleinerung von By) auch
fiir alle Borelmengen C' C Lo(By) gilt (nach Gleichung (5.3)):

M@o Ly () < (1+e)"AC) . (5.5)

Schritt 3
Behauptung: Man kann B mit abzahlbar vielen solchen By’s iiberdecken, denn setzt man

K = {y € G|dist(y,0G) > — ; |y| <m},

1
m

so ist nach Heine-Borel K,,, kompakt und G C |J;>_, K., (Auschépfung!).

Weil K1 C Uyo€K1 B(yo) ist, existieren daher yy,...,y,, € K1, so dass

Fiir K5 finde yn, 41, .-, Yn, € Ko usw. und schliefilich folgt (ng :=1)

G=JKn=J Um B(ye) = | B(w) -
m=1 m=1 k=n,,_1+1 k=1

Schritt 4
Sei nun A C G beliebige Borel-Menge. Setze nun A; := AN B,

Ak+1 = (A N Bk+1)\Ak (k’ > 1)

wobei By, := B(yy) sei. Es ist dann Ay, C By und A = |J Ay und es gilt:
k=1

1 1
(1+5)n+1/Ak Jo(y) dy < (1+5)”/Ak Jo(yr) dy .

Denn wir diirfen auch noch annehmen, dass By so klein um g, gewahlt ist, dass (Stetigkeit von
Jo)

Jo(y) < Ja(yr)(1+¢) (5.6)
Ja(yr) < Jo(y)(1 +¢) (5.7)

ist. Zusammen: Es folgt

1
(14 ¢)ntt

J. AA
itor o (yr) A(Ag)
|det L]

/ Ja(y) dy <
Ag

Transform fiir 1

lineare ’gansform
(1+¢e)m
1
= ———— AL @07 (4
(1+¢e)m (L _(,_/k))
=:C

)\(LkAk)

Gleichung (5.4)

< A(®(Ay))
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mit Ly := D®(yy). Nach Gleichung (5.5) ist weiter
M®(Ar)) < MPLy Li(Ar))

Gleichung (5.5)
(14 )" A(Li(Ar))

Transform fiir

lineare 'Igansform (1 + S)n ‘det Lk|(Ak;)
N——
Jo (yx)

(1+€)"/A Jo(yr) dy

<(1+e)Jg
Gleichung (5.7)

(1+¢&)m+ /A Jo(y) dy .

IN

Summation iiber k liefert

1

(1+¢e)ntt A

Lasse nun € — 0 gehen. Dann folgt

A(@(A)):/AJq) dy .

QED

/ Ja(y) dy < A(@(4)) < (1 + &)+ / Ja(y) dy
A

99
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Kapitel 6

Integration auf
Untermannigfaltigkeiten

Motivation
Bisher haben wir Mafle kennengelernt, mit denen sich das Volumen eines Korpers berechnen lésst.
Die Oberflache des Korpers lidsst sich damit allerdings nicht berechnen.

6.1 Parametrisierungen

6.1.1 Erinnerung

Eine regulir parametrisierte Kurve ist gegeben durch eine stetig differenzierbareAbbildung « :
(a,b) — R™ mit ¢(¢) = 0 fiir alle ¢ € (a,b). Ist C = a((a,b)) und f : C — R stetig, so setzt man
(unabhéngig von der Parametrisierung)

/Cf(s) ds = /abfoa(t) |a(t)] dt .

Weil: Ist § = « o 7 mit einem Parameterwechsel 7 : (¢,d) — (a,b) (sagen wir mit 7/ > 0, also 7
mit 7(¢) = a und 7(d) = b stetig fortsetzbar), so ist nach der Substitutionsregel

b d
/ foa(t)|a(t)| dt:/ f o a(r(w)) [&(r(u)| 7'(u) du .

fopB(u) 18" (w)]

Insbesondere ist fiir die Bogenldinge von C":

b
L(C):/ ()] dt

Frage
Wie soll man reguldr parametrisierte Fliche S C R™ oder allgemeiner reguldr parametrisierte
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™ definieren?

6.1.2 Idee

Verwende Parametrisierung ¢ : V — R™ , V C R¥ offen, ¢ stetig differenzierbar,

t=(t1,...,tx) = (z1(t),...,za(t)) = o(2) .

Welche Eigenschaften sollte man von ¢ verlangen?

61
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Definition 6.1.
Sei M C R". Eine Teilmenge U C M heifit offen in M (oder relativ offen bzgl. M), wenn gilt:
Es gibt eine offene Menge U C R®" mit U = M NU.

6.1.3 Kommentar

(1) Ist X eine Menge, so nennt man eine Teilmenge U C P(X) eine Topologie auf X, wenn gilt
(i) 0,X eU;
(11) U1,U2 Eu@UlﬂUQEU;
(iii) U,eld,iel = UieIUieu'

Das Paar (X,U) heiit ein topologischer Raum. Jede Teilmenge Y C X erbt dann durch
V=(UnY)veu

eine Topologie und diese heifit Spurtopologie. Obige Definition zeigt damit, dass U = (U N
M)ucrr offen €ine Topologie auf M definiert.

(2) Eine Abbildung zwischen topologischen Riumen f : (X,U) — (Y,V) heifit stetig, wenn
F~YV) e U, fiir alle V € V. Sie heifit ein Homdomorphismus, wenn es ein stetiges g : ¥ — X
gibt, so dass go f = idx , fog= idy ist.

Forderungen an :
e p:V — M sollte Homéomorphismus sein,

M :=¢(V)CR";

e M sollte ,keine Ecken und Karten“ haben; deshalb verlange, dass ¢ : V. — M C R"

stetig differenzierbar ist mit (g—z, e g—t‘i) linear unabhéngig im R"”, fiir alle ¢t € V, d.h.
dp1 9p1

rang(Dp(t)) =k , Dyp(t) = : :
Opn Oon
oty < Oty

Definition 6.2.

Sei 1 <k <nund V C RF ein Gebiet. Eine regulir parametrisierte Untermannigfaltigkeit der
Dimension k des R™ ist gegeben durch eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : V' — R", so
dass gilt:

(a) Ist M = ¢(V), so ist ¢ : V — M ein Homdophismus (insbesondere ist ¢ injektiv);

(b) fiir alle t € V' ist rang(Dep(t)) = k.
(k = 1: Kurve, k = 2: Fliiche, k = n — 1: Hyperfliche)

6.1.4 Kommentar

Ist V C R offen und f: V — R™ stetig differenzierbar, so dass Df(t) : R¥ — R™ injektiv ist, fiir
alle t € V, so nennt man f eine Immersion. Definition 6.2.b bedeutet also, dass ¢ eine Immersion
ist.



6.2. FLACHENINHALTE 63

6.1.5 Beispiel

(I) Ebene:
Seien (u,v) im R? linear unabhiingig und E = span(u,v) C R3. Esist dann ¢ : R? — E C R?

(p(tl,tg) = t1 U+ ﬁg -V
eine reguldr parametrisierte Flache.

(IT) Zylinder:
Durch ¢ : V := (0,27) x R — R?

(p(tl, tg) = (COS(tl), Sil’l(t1>, tg)

wird der Kreiszylinder
Z = {(:L’l,xg,xg) €R3 ‘ 22+ 25 = 1}
ohne die Mantellinie {z; = 1} regulér parametrisiert:

22 (t) = (—sin(t1), cos(t1), 0) } _ (ago dp

—_— ist linear unabhéangig VieV .
92 (1) = (0,0,1) at1 8t2> 28

(III) Sphére:
Durch ¢ : (0,7) x (0,27) — R3?
©(t1,t2) = (cos(t2) sin(t1), sin(t) sin(tz), cos(t1))
wird die Sphére
§* = {(@1,22,23) € B® | 2 +05 423 =1}

(ohne den halben Nullmeridian) regulér parametrisiert ® Ubung &.

6.1.6 Kommentar

Die ganze Sphire S? kann nicht homéomorphes Bild einer offenen Menge V' C R? sein, denn
V C R? ist nicht kompakt, S? sehr wohl und Kompaktheit ist eine Eigenschaft der Topologie.

6.2 Flacheninhalte

6.2.1 Motivation fiir die Volumendefinition von M

Seien (u,v) im R? linear unabhingig, ¢ : R? — R3 |, (t1,t2) — tju + tav und sei W C R? der
Einheitswiirfel, W = [0, 1] x [0, 1]. Wie gro8 ist der , Flicheninhalt“ von (W) C R3?
Sei S : R?® — R3 eine orthogonale Transformation, also S'S = 1 so dass

S(E) = {(E S ]R?’ ‘ T3 = 0} R E = Span(u7v) .
Sei weiter
T IR?’ — IR2 , (xl,xg,xg) — (:pl’xQ)

und setze schlieBlich!
T:R*—-R?*, T=70So0¢p.

Wegen Bild (S o ¢) C R? und 7ir|ge = id g2 folgt

T'T = (¢'os'om')(moSop)=¢' 08 08op=¢p'op.
=1

4

IDa alle Abbildungen linear sind, ist es auch moglich ,,0“ durch ,,-“ zu ersetzen.
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Nun ist

vola(p(W)) = voly(T(W))
weil S orthogonal ist und 7|gz = id gz und

vola (T(W)) = N(TW) ,
wobei A\? das Borel-Lebesguesche Maf ist. Insgesamt also

voly(p(W)) = wolo(T(W)) = N(TW) = |det T| \2(W) = |det T|
=1

= /det(T)2 = \/det(T?) det(T) = \/det(t*TT) = \/det(ptp)

Beachte schliellich

Uy U1

usz U3

Definition 6.3.
Sei V' C RF ein Gebiet und ¢ : V — R™ eine reguléir parametrisierte Untermannigfaltigkeit der
Dimension k. Fiir jedes t € V nennt man

G(t) :="Dy(t) - Dp(t) € Maty(R)
der Maftensor von ¢ in t. Es heifit
g(t) := det G(t)

die Gram’sche Determinante und Jy, : V — (0, 00)

Jo(t) = /g(t) = \/det(* Dy - Dy)

die Jacobische von .

6.2.2 Kommentar
Weil die Spalten (019, ..., 0kp) mit 0;¢ = gTi linear unabhéngig sind und die Einschrankung des

Standard-Skalarproduktes (—, —) : R™ x R™ — R auf E = span(0;¢,...,kp) ein Skalarprodukt
bleibt, muss

G(t) = (<ai§073j >)1§i,j§k
notwendig symmetrisch und positiv definit sein,
ve B0}, 0< (0,0 , v =3 Njp=0< (v,0) = SNV (0,0,00) = (GIONA) -

Insbesondere ist g(t) = det G(t) > 0.
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Definition 6.4.
Sei V' C R” ein Gebiet und ¢ : V. — M C R”™ eine regulir parametrisierte Untermannigfaltigkeit

(a) Eine reelle Funktion f : M — R heifit messbar wenn sie Borel-messbar ist, d.h. f~1(U) C M
Borelsch fiir jedes offene U C R.

(b) Eine messbare Funktion f : M — R heifit integrierbar, wenn h: V — R,

h(t) = fop(t) - Jo(t)

Lebesgue-integrierbar ist. Man setzt nun

/Mf 45 = /Vh A= /Vngo(t)Jg,(t) dt,

wobei auf der rechten Seite das Lebesgue-Integral gemeint ist. Insbesondere ist dann fiir
jede Borelmenge B C M

voly(B) ::/ xB dS :/ Jo(t) dt .
M p=1(B)

6.2.3 Kommentar

Sei By, die Borel-Algebra auf M.
(1) Es ist damit H%, : By — [0, 00],
H%,(B) := vol(B) ,

ein MafB und es ist dann tatsichlich fiir eine H*-integrierbare Funktion f: M — R
/deﬁ“w:/fmp-J@d)\:: fds
M 1% M

(sogenannte Flichenformel).

(2) Allgemein kann man das sogenannte k-dimensionale Hausdorf-Maff auf der ganzen Borel-
Algebra B C P(R") definieren. Es ist dann H%,(B) = H*(B) , VB C M Borelsch, wo ¢ : V —
M C R™ parametrisierte Untermannigfaltigkeit ist. Insbesondere ist damit H%, unabhiingig
von der Parametrisierung ¢ : V' — M. Hier wollen wir direkt zeigen, dass dann

| asiciody—n . [ fas.

unabhénig von der Parametrisierung ist.

(3) Im Fall k£ = n ist nach dem Umkehrsatz M = U C R"™ offen, ¢ ein Diffeomorphismus von V'
auf U und daher nach der Transformationsformel

Transf.

My (B) = / xp dS = / . Jo(t) dt = \(B)
e

VB C U Borelsch, weil J,(t) = \/det Dpt Do = /det® D = |det D®(t)| ist.

6.2.4 Bemerkung

Sei M C R"™ eine Teilmenge und seien ¢ : V. — M und ¢ : V — M Parametrisierungen (v, 1%
Gebiete) derart, dass der Parameterwechsel 7: V — V | 7 = =1 0 ¢ ein Diffeomorphismus ist.
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Dann ist fiir eine messbare Funktion f : M — R die Funktion h: V — R, h:= fop-J, genau
dann integrierbar, wenn die Funktion h: V — R, h:= f o ¢ - J3 integrierbar ist und es gilt dann

AM&¢=AMﬂﬁ-

by
Y
). i

7

N

6.2.5 Kommentar

Man kann zeigen, dass der Parameterwechsel 7 = ¢! o ¢ zwischen zwei Parametrisierungen stets
ein Diffeomorphismus ist, so dass die Schreibweise [ a J dS nun in der Tat berechtigt ist, denn der
Wert ist von der Parametrisierung unabhéngig.

i? Beweis ;!
Esist poT =0

= Dp=DporDT

= '‘Dp-Dp="'Dr(Dpot)(D@ort)DrT

= J2 =det ("Dy - D) = det(*Dr) det ((D@ o 7)) det(D o 7) det(Dr)
=det ((Dpo7)(DporT)) - det ("Dr- D7) =JZo7-J2

= Jy=JzoTJ,.

Also ist

/h(t)dt:/fOQDJ@dt:/fO@OTJ@OTOJTdt:/(ngZJ@)OTJTdt,
v v 1% v

:/fo¢J¢dt:/ﬁdf.
1% 1%

mit der Transformationsformel

QED,

6.2.6 Beispiel
Es ist ¢ : (0,7) x (0,27) — S?\{Halbmeridian}

©(t1,t2) = (sinty costa, sinty sinty, costy)
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regulér parametrisierte Fliche.

costy costa —sinty sinty
019 = cos tq sin to , Oop = sin tq cos to ,
— Sint1 0
g1 912
G(t) = t) .
®) ( 921 922 > ®)
g1 = (O1p,01p) =1
g1z = (O1p,00) =0 = gan
g2 = (O20,020) =sin’ty ,
Jo(t) = det G(t)
1 0
= \/det< 0 sint )
= sint; >0

(= ¢ ist reguldre Parametrisierung). Also ist dS = J, dt = sint; dt; dto. Damit folgt

s 27
0012(52) = / J, dt = / / sint; dt; dto = 2w(—costy)| =d4w
v o Jo

0
weil der Halbmeridian eine HQ-NU.HHIGII e in IR3 ist).
g

6.3 Untermannigfaltigkeiten
6.3.1 Motivation

Mit nur einer einzigen Parametrisierung kann man nicht immer den ganzen Teil einer Fliche
M C R? erreichen. Besser beschrieben wird eine Fliche oft als Nullstellengebilde einer (mehrer)
Gleichung(en), z.B.

Sphiire: S? = {(x1,$2,$3) 6R3‘xf+x§+x§—1} ;

Ebene: E = {($1,$2,$3> € ]R?"alxl + as9 + agry = b} mit a € R*\{0} ,

einschaliges

_ 3,2, 2 2 _
Hyperboloid H= {(xl,xg,xg) eR ‘x1+x2 i 1} .

Definition 6.5.

Sei 1 < k < n —1. Eine Teilmenge M C R”™ heifit eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
(Umf), wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung U C R" von p gibt und ein stetig
differenzierbares F : U — R" ¥ so dass gilt

(a) MNU = {x € U|F(z) = 0};

(b) rangDF(p) =n —k, d.h. (VFy,...,VF,_;)(p) ist linear unabhéngig.

30.06.2005

6.3.2 Kommentar

Sei U C R™ offen und F' : U — RP derart, dass DF(z) : R™ — RP surjektiv ist, fiir alle z € U. Es
heifit dann f eine Submersion. Bedingung (b) bedeutet also gerade, dass F' eine Submersion um p
ist.
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6.3.3 Beispiel

Die n-dimensionale Einheitssphire
sn = {x e IE{"“‘ || = 1}

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*!. Es ist ndmlich S™ = F~(0) mit F :
Rn+1 s R,
2
F(z) =" -1,

und grad F'(z) =2z # 0, Vo € S™ (also rang(DF(z)) =1, Vo € S™).

Satz 6.6.

Fine Teilmenge M C R"™ ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit, wenn jedes p € M eine
relativ offene Umgebung U C M hat und es eine offene Menge V' C R” gibt, sowie eine regulire
Parametrisierung ¢ : V — U C M C R™.

6.3.4 Kommentar

Es heifit dann ¢ : V — U C M ein lokales Koordinatensystem auf M und ¢~ : U — V eine Karte
von M vgl. Beweis zu Satz 6.6..

i? Beweis ¢!

,=“Seipe M CR" und p = (p/,p") € R¥ x R"*. Sei U — R"* eine Umgebung von p mit

einem beschreibenden F : U — R™*, also fiir U := M N U ist dann U = {z € U|F(x) =0}

und rangDF(p',p") = n — k.
OF [ OF )
oz (p) = <3xk+j ®) 1<i,j<n—k

Sei 0.B.d.A.

von vollem Rang. Es folgt dann aus dem Impliziten Funktionensatz: Es existiert eine Umge-
bung V' € R* von p’ und eine Umgebung V” € R"* vom p”, so dass V' x V" C U und es
gibt ein stetig differenzierbares h: V' — V" so dass fiir (2/,2") € v/ x v" gilt:

F(@',2")=0 & (2/,2")eU=F10) & 2’ =h(2).

Setze nun V' := V' und ¢ : V. — R” fest durch ¢(¢) = (t,h(t)). Dann ist ¢ : V — U C
M offenbar injektiv und auch immersiv, weil bereits die 1. Koordinate dies erfiillt und ein
Homé&omorphismus auf U := (V) C U, denn die Einschréinkung 7|y : U — V der Projektion
7:R® — R¥ | (2/,2") — 2/ ist ein stetiges Inverses von . Also ist ¢ : V — U C M eine
regulére Parametrisierung.

,<=" vgl. Forster III, §14.
QED,

6.3.5 Kommentar

(a) Man kann zeigen, dass fiir zwei lokale Koordinatensysteme ¢ : V' — U und ¢ : V — U einer
k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R"™ der Ubergang 7 : e N UNU) — g HUN
U), 7= @o e ! sogar ein Diffeomorphismus ist (siche Forster III, §14).

(b) Man kann also M mit einer Familie von lokalen Koordinatensystemen
{@ilVi > Ui C M}tier = A

tiberdecken, M = J;c; Ui, so dass die Uberginge Tij = @j 0 %—1 allesamt Diffeomorphismen
sind. Man nennt eine solche Familie von lokalen Koordinatensystemen einen Atlas fiir M und
die Diffeomorphismen {7;;} die Kartenwechsel von A .
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6.4 Integration auf Untermanigfaltigkeiten

6.4.1 Problem

M C R"™ sei k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f : M — R sei messbar. Wie soll man
Jus [ dS erkléren?

Im Allgemeinen gilt M = J;.; Us, wobei ¢; : V; — U; € R” reguldr parametrisierte Untermannig-
faltigkeit ist, ¢ € I.

1. Fall

»f lebe nur auf der Karte“, préaziser: definiere den Trager von f durch

supp(f) :={p € M|f(p) #0} S M .

Annahme: ¢ : V. — U C M sei lokales Koordinatensystem und supp(f) C U. Setze dann (wie

frither)
/de::/fogo-Jg,dt
M \%4

wobei Ji,; V' — (0, 00) die Jacobische der Parametrisierung von ¢ ist.

2. Fall

Sei M Vereinigung von endlich vielen Karten (geht z.B. stets, wenn M kompakt ist), M = |J;_, U;
und @; : V; = U; CM (i=1,...,r).

Frage

Wie soll man z.B. die Funktion f = 1 integrieren, d.h. wie soll man den Flicheninhalt von M
definieren?

Idee

Zerlege die Funktion f =1 in eine Summe von r Funktionen

a1y, M —[0,1] CR,
l=0a1+ - +a,

so dass jeder Summand «; seinen Tréager in dem lokalen Koordinatensystem ¢; : V; — U, hat,
supp(a;) CU; (i =1,...,7). Benutze dann die Definition aus dem 1. Fall:

/Mfds:g/Ma,;de.

Definition 6.7.

Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigkfaltigkeit und (U;)7_, eine offene Uberdeckung
von M (d.h. U; C M relativ offen und M = |J;_, U;). Es heifit eine Familie von (differenzier-
baren) Funktionen (a;|M — R)7_; eine (differenzierbare) Zerlegung der Eins, wenn gilt:

(a) 0<a(p) <1 VYpeM,i=1,...,r
(b) supp(ay;) CU; , i=1,...,r
() 1=3%,_,ai(p) Ve M

(v; heiit differenzierbar, wenn «; o ¢; differenzierbar ist.)

6.4.2 Kommentar

T

Man kann zeigen, dass es zu jeder endlichen (offenen) Uberdeckung (U;)7_, einer Untermannigfal-

tigkeit stets eine solche Teilung der Eins gibt (Forster III, §14).

05.07.2005
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Definition 6.8.

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, fiir die ein endlicher Atlas von Karten
existiert, M = J;_, Ui , i : Vi — U; C M. Es sei (a;)i_; eine Teilung der Eins bzgl. (U;) und es
sei f : M — R eine messbare Funktion. Es heifit nun f integrierbar wenn jedes «; f|y, : Ui — R
auf der parametrisierten Fldche ¢; : V; — U, integrierbar ist und wir setzen dann

/Mde::iz;/aide.

6.4.3 Kommentar

Zu priifen ist nun die ,, Wohldefiniertheit“, d.h. die Unabhéingigkeit der Definition von der Uberde-
ckung und Teilung der Eins. Sei also

S

M= LTJUi =UJw;
i=1 j=1

und seien («;){_; bzw. (f;)j—; Teilungen der Eins bzgl (U;) bzw. (W;). Dann ist
S S
ai=1-0;= > B |ai=> ap;,
j=1 j=1

Bj=1-8= <Zai> Bi= B,
i=1 =

und supp(e; - B;) € U; N W;. Rechne nun:
> aide:Z/ aiﬂjde:Z/ Bif dS .
i=1 /M i v M j=17M

6.4.4 Kommentar

(1) Eine jede Untermannigfaltigkeit M C R™ besitzt stets einen lokal endlichen Atlas von Karten,
(pilVi — Uy;)icr, d.hh. jedes p € M hat eine offene Umgebung W C M, die nur von endlich
vielen Karten getroffen wird. Das ermoglicht nun wieder eine Definition der Teilung der Eins
(vi)ier, weil in der Gleichung

1= Z a;(z)

il
nur endlich viele Summanden von Null verschieden sind. Dies ermoglicht dann auch die Defi-
nition von [ y J dS im allgemeinen Fall.

(2) Eine jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™ ist aber auch Borel-messbar und ist
H%, : B — [0,00] das k-dimensionale HausdorfmaB, so wird H%, = H*|g,, : Bar — [0, 00] zu
einem Mafl. Es gilt dann fiir eine messbares f : M — R, dass f genau dannn integrierbar ist,
wenn es im Sinne der Integraltheorie HX -integrierbar ist und es gilt dann (ohne Beweis)

/MdeZ/MdeJk”'

6.4.5 Moral

/ o f dS ist nun fiir alle Untermannigfaltigkeiten M C R" mit einem endlichen Atlas (U;) definiert
(z.B. wenn M kompakt ist).



Kapitel 7

Divergenzsatz von Gaufl

Motivation

Der Gaufl’sche Integralsatz macht eine Aussage zwischen einem Lebesgue-Integral iiber einer kom-
pakte Menge K C R™ und einem Flichenintegral iiber M = 0K, dem Rand von K.

Bedingung (fiir uns): Damit Flichenintegral iiberhaupt definiert ist, muss M Untermannigfaltigkeit
(der Codimension 1) sein, also eine Hyperfliche.

7.1 Kompakta mit glattem Rand

7.1.1 Erinnere

A C R"™ Teilmenge. x € R™ heifit Randpunkt von A, wenn fiir jede Umgebung U C R"™ von z gilt:

UNA#Q und UNA®#D

0A = {x € R"|x ist Randpunkt von A} .

Definition 7.1.
Eine kompakte Teilmenge hat glatten Rand, wenn es zu jedem p € 0K eine offene Umgebung
U C R” gibt und ein stetig differenzierbares h : U — R, so dass gilt

(a) KNU ={z € Ulh(z) <0}
(b) grad h(p) # 0

7.1.2 Beispiel

Die Einheitkugel B" = {z € R"|||z|| < 1} im R” ist Kompaktum mit glattem Rand, denn
h:R* - R, hiz) = ||z|° = 1 erfilllt B" = {z|h(z) < 0} und fiir p € OB™ = S"~1 ist
grad h(p) = 2p # 0.

Proposition 7.2.
Sei K C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann gilt: Der Rand M = 0K ist eine
Hyperflache (d.h. eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™).

71
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i? Beweis !
Seip e M = 0K und U C R™ Umgebung, h : U — R beschreibende Funktion fir K N U =

{z|h(z) < 0}. Weil grad h(p) # 0 und grad h stetig ist, darf man annehmen, dass grad h(z) # 0 ist,
fiir alle € U (sonst verkleinere U).

Behauptung
h ist auch eine beschreibende Funktion fiir M N U, d.h.

MNU ={z e Ulh(z) =0}

e ,C“ K kompakt, d.h. auch abgeschlossen = M = 0K C K = h(z) <0, Vxe MNU.
Angenommen: h(z) < 0 fir ein x € M NU. Aus der Stetigkeit von h folgt, das es eine
Umgebung V' C U von z gibt, mit hly < 0=V C K also = VN K = () = x ist kein
Randpunkt, also x ¢ M 4 Widerspruch 4

o ,C“ Seix € U mit h(z) = 0. Setze v := grad h(x) # 0. Dann ist

h(z + &) = h(z) + (grad h(z),§) + o(¢)

wobei 0(£) eine Funktion bezeichnet, welche % — 0 fiir § — O erfiillt. Fir{ =v-t, t €

(—e,¢€), ist also

h(z + tv) =t ||v]|* + o(t) .
Also existiert ein € > 0

O0<t<e:h(z+itv)>0,
—e<t<0:h(z+tv)<O0.

Daher gilt fiir jede Umgebung V C U von 2: VN K # @ und V N K¢ # (), also ist = €
OKNU=MnNU.

QED

7.2 Der Tangentialraum

Definition 7.3.
Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M. Es heiffit v € R™ ein Tangential-
vektor an M in p, wenn es eine (regulir) parametrisierte Kurve « : (—¢,e) — M gibt mit

(a) a(0)=p
(b) &(0) = v

TM, := {v € R"|v ist Tangentialvektor an p}

heifit Tangentialvektorraum an M in p.
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Proposition 7.4.
Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M. Dann gilt

(a) TM, C R"™ ist ein k-dimensionaler Unterraum

(b) Sei ¢ : V. — U C M ein lokales Koordinatensystem und ¢(tg) = p. Dann ist
(01, ..., 0kp)(to) ein Basis von T'M,,

Bild (Dy(t)) = TM, .

(¢) Ist U € R™ Umgebung von p und F : U — R™ eine beschreibende Funktion fiir M N U, so
gilt

TM, = ker (DF(p)) .

i? Beweis ¢!
Beachte, dass ¢ nach Definition eine Immersion ist, d.h.
Do(t,) : RF — R"

ist injektiv und damit dim(Bild Dg(to)) = k und dass F : U — R"* eine Submersion ist, also

DF(to) : R" — R"*
surjektiv ist. Also muss auch

dim(ker DF(p)) = n — dim(Bild DF(p)) =n— (n—k) =k
sein. Es reicht daher zu zeigen:
Ty := Bild Dg(to) € TM, C ker DF(p) =: Ty .

Zeige: Ty C TM,,: Sei v = Zle Xidip(to) € Ty beliebig. Setze A := (A\1,..., \x) € R¥ und £ > 0 so
klein, dass « : (—¢,¢) — U C M definiert ist (also to +7A € V' V7 € (—¢,¢)),

a(T) = p(to+TN) .
Dann folgt: «(0) = p(ty) = p und

k

@(0) = Do(to) - A= > _ Xidig(to) = v,
i=1

also v € TM,.
Zeige: TM,, C T5: Sei also a : (—¢,e) — M parametrisierte Kurve mit «(0) = p und v := &(0) €
TM,. O.B.d.A. sei € > 0 so klein, dass a(t) € U ist Vt € (—¢,¢). Es ist dann F(a(t)) =0 Vi€
(—¢,¢). Die Kettenregel liefert:

0=DF(a(0))-&(0) = DF(p)-v

also v € Ts.
QED

7.3 Das Normalenfeld

Definition 7.5.
Sei M C R"™ ein k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.

(a) Es heiit dann v € R™ ein Normalenvektor an M in p, wenn v € TMPL ist, also ist (v, w) =0
fiir alle w € T M,.

(b) v heiBt Einheitsnormale an M in p, wenn v Normalenvektor an M in p und ||v|| = 1 ist.

07.07.2005
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7.3.1 Bemerkung
Ist M C R™ Hyperfliche, p € M und h : U — R eine beschreibende Funktion fiir M N U. Dann ist

grad h(p)
v ————

llgrad A(p)]|
eine Einheitsnormale an M in p.
i? Beweis ;!
grad h(p) LT M, denn (grad h(p),w) = Dh(p) - w = 0, weil TM,, = ker(Dh(p)) nach Proposition
7.4. ist. Daraus: v = 22400 it Einheitsnormale.

llgrad R(p)]l

QED,

7.3.2 Beispiel

(1) Fir M = S"!(r) = {& € R"| ||| = r} ist v(p) = £ Einheitsnormale, denn F(z) = |z])® = r2
ist beschreibende Funktion fiir M und grad F(z) = 2z, also

2p D
12p]|

(2) Sei V C R" ! offen und g : V — R stetig differenzierbar. Sei M = graph(g) = {z € R|z, =
g(z1,...,z,)}. Esist dann fiir pe M |, p= (p/,pn)

(=019, — On-19,1)(p)
(=019, = On-19, 1) (D)

v(p) = I

Einheitsnormale an p, denn |[v(p)|| = 1ist klar und weil F : VxR — R, F(2/,2,) = x,—g(2')
beschreibende Funktion ist, gilt:
v(p) ist Normale, denn grad F(p) = (—019,..., —0n-19,1)(p).

Proposition 7.6.
Sei K C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand und p € M := JK. Es gibt dann genau eine
Einheitsnormale v, an p, so dass gilt: es gibt ein € > 0, so dass fiir jedes 0 < 7 < ¢ gilt

p+TU, € K .

i? Beweis ;!

1. Existenz: _ ~
Sei U C R™ Umgebung von p und h : U — R beschreibende Funktion fiir U N K, d.h.
UNK = {z € Ulh(x) < 0} wobei grad h(p) # 0. Setze v, = %. Dann ist v,
Einheitsnormale und weil

h(p+tv,) = h(p)+ (grad h(p), tv,) + o(t)
tllgrad 2(p)|l + o(t)

ist, ist A(t) > 0 fiir 0 < ¢ < € klein genug.

2. Eindeutigkeit:
Es ist dim(TM,") =n — (n — 1) = 1 und daher gilt fiir jede Einheitsnormale 7, an M in p,
dass 7, = v, ist. Es ist aber h(t) < 0 fiir —e < t < 0. Daraus folgt 7, = v, also ist v,
eindeutig.
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Definition 7.7.
(a) Ist A C R™ Teilmenge, so heifit eine Abbildung X : A — R™ ein Vektorfeld auf A.

(b) Ist U C R™ offen und X : U — R"™ ein Vektorfeld, so heifit div (X) : U — R,

— %(m)++aX"
T On oxy,

die Divergenz des Vektorfeldes X.

div (X)(z) (z) = spur(DX)(x)

7.3.3 Kommentar

(1) Sei K C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und v : M — R™ , p — v, die eindeutige Nor-
male an M := 0K in p aus Proposition 7.6.. Es heifit dann v das duflere Finheitsnormalenfeld
an K. Es ist stetig, weil lokal

grad h(p)
Vp 1= ——————
llgrad h(p)||

ist.

(2) Ist A C R™ beliebig und f : A — R eine Funktion, so heifit f stetig differenzierbar, wenn es
eine offene Umgebung U C R™ von A gibt (A C U) und ein stetig differenzierbares f : U — R
mit fl4 = f.

7.4 Gaufd’scher Satz

Theorem 7.8. Gauf’scher Satz

Sei K C R"™ ein Kompaktum mit glattem Rand 0K = M und sei v : M — R” sein dufleres
Einheitsnormalenfeld. Sei weiter X : K — R"™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf K.
Dann gilt

/Kdiv(X) dx:/ (X,vy dS .

oK

7.4.1 Physikalische Interpretation

Sei U € R™ Umgebung von K ;K C U und o0.B.d.A. sei X auf U definiert, X : U — R"™.
Betrachte das System gewohnlicher Differentialgleichungen & = X (x) auf U und sei {p'} = ¢ das
zugehorige dynamische System, also

d

¢ (@) =X(p'a) VeeU Vtel().

Esist dann (X, v) (p) = (-%¢(t)(p), vp) der Fluss von ¢ = {¢'} durch M an p, alsoist [,, (X,v) dS
der ,,Gesamtfluss“ von X durch die Oberfliche 0K = M. Der Gaufy’sche Satz besagt also, dass der
Gesamtfluss von X aus K heraus gleich dem Volumen-Integral von div (X) iiber K ist.

7.4.2 Kommentar

Ist n = 1, so ist also I = [a,b] C R ein Kompaktum mit glattem Rand M = {a,b}. Die duflere
Einheitsnormale v : M — R ist offenbar durch v(a) = —1, v(b) = +1 gegeben. Ist f : [a,b] — R
stetig differenzierbar, so ist div (f)(x) = f'(x) also ist

/M (f;v) dS = fa)(=1) + f(b)(+1) = f(b) — f(a) .
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Der Gaufi’sche Satz wird also zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
/ f(x) dz = f(b) - f(a) .

Lemma 7.9.
Sei U C R", f : U — R stetig differenzierbar mit kompakten Trager. Dann gilt fiir alle

1=1,...,n
of (.

=0.
3@ de

i? Beweis j!

Sei 0.B.d.A. U = R™ (setze f sonst trivial fort) und ¢ = n. Sei = (21,...,25_1), wihle R > 0
so grof3, dass
supp(f) € R*! x [-R, +R]

Es gilt nun
of _[TRoof
/ Bz, —(2',2,) dz,, = /R pr. —(2',xy,) dx,
= f(il? a+R) _f($l7_R)
0—-0=0

und deshalb o7 of
_— = / =
D (z) dz /]Rn / ( Er. —— (', xp) dxn) dr=0.

14.07.2005 | QEDg,

Lemma 7.10.
Sei V C R" ! offen, I = (a,b) C R und u : V — I stetig differenzierbar. Sei

K={(2',z,) €V x I|z,, <w(z')} und M = {(2',z,) €V x I|z, = u(z’)} .

Es sei weiter f : V x I — R stetig differenzierbar mit kompakten Triger in V' x I, supp(f) C
V x I. Dann gilt fir allei=1,...,n

/KDZf(x) dx = /M fvi dS

mit
D. !/
vi(z' u(x')) = __ Dau@) firi=1,...,n—1
1+ [Du(a’)[”
und
1
vp(a' u(z")) = +——= fiiri=n.
1+ |Du(a")|?

i? Beweis ;!

1.Fall i =1,...,n—1):
Man setze F': V x I — R

Mit dem Haupsatz folgt D, F(x) = f(z) und
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Betrachte nun V' — R,

Dann ist
D;(F(z',u(a"))) = (D;F) (', u(2")) + DpF (', u(2)) - Dau(z’) i=1,...,n—1.
Weil V- R, 2/ — F(2',u(2’)) kompakten Triiger in V hat, folgt nach Lemma 7.9.
0 = / Dy (F(a' u(z"))) da’
1%

/ (DyF)(2/, ula')) da’ + / DoF (&', u(@')) - Diu(a') do’
14 Vv

_ /V ( /au(x/)Dif(a:’,u(x’)) dz> da’ + /V £, u(z")) - Diu(a') da’

Fubini / D;f(z) d:c-i-/ f@',u(@"))Diu(a’) da’ .
A %

Fiir das Koordinatensystem ¢ : V. — M C R"™ , ¢(2’) = (2, u(2’)) gilt nun:

Jp(a') = \/1+ [Du()*

also ist
/ fridS = /fuiOgo-dex'
M v
_ /Vf(x',u(x'))~ui(x’,u(x'))\/1+|Du(a:’)|2 e
= —/ f(@ u(z"))Dju(x") da’
v
= / D, f(z) dz .
K
2. Fall (¢ = n):
. u(z")
/K D f(a)de "L /V < / Do f(a',2) dz) d’
e[ ) - faa) d
v ——
kompakt:eor Trager
= /Vf(x',u(x’))Vn(x’,u(x’))Jw(x') de’
-1
= /(fl/n)ogo[]w dz’
Def \gn M . dS .
IRE
QED,
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i? Beweis j! des Gaufy’schen Satzes

Weil M = 0K Hyperfliche ist folgt: Vp € M 3k € {1,...,n},3 Umgebung (a,b) = I von p; und
3 Umgebung V C R"~! von p' = (p1,...,(n0o p),...,pn), so dass

M N (V x I) = graph(u)

fiir ein stetig differenzierbares u : V — I (impliziter Funktionen-Satz). Also: 3 Uberdeckung (U;)"_,
von K mit

1. Uy C K\M
2. Uy =V;x(a,b) und U; N K = {(2', ()| Tpe) < wi(a’)} fiir ein w2 V; — (a5,0;) i=1,...,r

Benutze nun folgendes Uberdeckungslemma von Lebesgue (Forster III,§15):

Lemma 7.11. Lebesgue

Ist K C R™ kompakt und (U;);er eine offene Uberdeckung von K, so existiert ein A > 0 mit
folgender Eigenschaft: Ist A C K mit diam(A) = sup{|z —y||z,y € A} < A, so existiert ein
igp € I, so dass A C U,,.

Sei nun A > 0 eine Lebesgue-Zahl fiir K bzgl (U;)i_y- Ist also A C K so, dass diam(A) < A ist, so
existiert ¢ € {0,...,r} : A C U,. Setze € := zf
Schritt 1
Betrachte nun eine Teilung der Eins (e )qez von R™ (das expliziert Forster III) mit der Eigen-
schaft

supp(ag:) = W(egq,e) ={z e R"||z; —eqi| <e,i=1,...,n} =W,

der Wiirfel mit Mittelpunkt eq und der Kantenldnge 2¢. Dann ist
diam(W,) = 2v/ne =
Weiter gilt fiir Vg € Z" mit W, N K # 0 Ji € {0,...,r} : W, C U; Sei nun
Q={g€Z |w,NK #0} .

Dann ist @) endlich und fiir alle x € K gilt

Zaqg = Il

q€Q
Nun rechne
/ div (X) dz = / div (Za,ﬁX) dx = Z / div (oge X
K K p 7e0
und
/ (X,v / <Zo¢qu V> ds = Z/ age X, V)
oK e

Das zeigt: Gilt der Gauf’sche Integralsatz fiir Vektorfelder X mit supp(X) C U; fiir ein ¢ €
{0,...,7}, so gilt er auch fiir alle Vektorfelder!

Schritt 2

1. Fall (i =0)

Sei supp(X) C Up. Dann hat f := X}, k € {1,...,n} einen kompakten Triger in Uy. Mit Lemma
7.9. folgt deshalb:

/Kdiv(X) dx:kZ:/KDk(Xk) dz =0 .
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Andererseits

2.Fall (i =1,...,7)
Wegen Lemma 7.10. ist hier

/Kdiv(X) dxzé/Dk(Xk) da;:g/%xkyk dS:/aK<X,y) ds .

QED,

79
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