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Musterlosungen zur Integrations- und Mafitheorie

Aufgabe 05. Sei X eine Menge sowie A, B € P(X) und M := {A, B} CP(X).

(a) Sei mindestens eine von den vier Mengen A N B, AN B¢, A°N B, A°N B leer. Zeigen
Sie, dass dann das von 9 erzeugte Dynkin-System ® mit der von 9 erzeugten o-Algebra A
iibereinstimmt, ® = 2A. (Hinweis: Suchen Sie einen durchschnittsstabilen Erzeuger fir ©.)

(b) Seien nun die Mengen AN B, AN B¢, A°N B und A°N B¢ allesamt nicht-leer. Zeigen Sie,
dass dann das von 9 erzeugte Dynkin-System © nicht mit der von 91 erzeugten o-Algebra A
iibereinstimmt, ® # A. (Hinweis: © ist sehr klein.)

(c) Geben Sie ein Dynkin-System an, welches keine o-Algebra ist.

Losungsvorschlag. (a) Da ein Dynkin-System stets () enthélt und mit jedem C' auch sein
Komplement C¢, stimmen die Dynkin-Systeme, die von den folgenden vier Teilmengen von
P(X) erzeugt werden, alle mit D iiberein:

¢ = {@,A,B}, ¢y = {(DaA7Bc}a €3 = {@,AC, B}, ¢, = {@,Ac, Bc}.

Ist nun eine der vier Teilmengen AN B, AN B¢, A°N B, A°N B¢ leer, so ist auch eine der
vier Teilmengen €&y, ..., &, durchschnittsstabil. Damit hat also ® einen durchschnittsstabilen
Erzeuger und deshalb ist ® = 2.

(b) Sind nun die Mengen ANB, ANB°, A°NB und A°N B¢ allesamt nicht-leer, so behaupten wir
zunéchst, dass das von 9 erzeugte Dynkin-System aus den folgenden (paarweise verschiedenen )

sechs Teilmengen von X besteht:
0,A B,A%, B X.

Denn fiir ®' := {0, A, B, A¢, B¢, X'} gilt offenbar, dass ) € ®’ und mit jedem C' € ®" auch
Cc € ©" ist. Nun gibt es nicht viele Moglichkeiten fiir zwei Teilmengen C1,Cy € ', dass
Cy N Cy = () ist. Das passiert nur, wenn eine der Mengen C, Cy leer ist oder C = A, Cy = A€
oder C1 = B,Cy = B¢ (oder die Rollen von C}, C; vertauscht werden). In all diesen Fillen liegt
aber C; U Cy wieder in ©’. Es ist also ©’ ein Dynkin-System, und sicher das Kleinste, welches
M enthéilt, also ' = D.

Die von 2 erzeugte o-Algebra 2l ist aber echt gréfler, denn sie enthélt z.B. AN B. Man priift
namlich leicht nach, dass A N B keine von den sechs Teilmengen aus 2 ist.

(c) Wir versuchen X méglichst klein zu machen und zwei Teilmengen A, B € B(X) zu finden,
die die Bedingung aus Teil (b) erfiillen. Das gelingt bereits bei einer 4-elementigen Teilmenge
X =1{1,2,3,4} mit den Teilmengen

A={1,2} und B = {2, 3},



was man leicht nachpriift.

Aufgabe 06. Sei X eine Menge und (X)) versehen mit ihrer Ringstruktur aus Aufgabe 01.
Zeigen Sie: Eine Teilmenge R C P(X) ist genau dann einen Mengenring, wenn sie ein (alge-
braischer) Unterring von (X)) ist.

Losungsvorschlag. ,,=“: Ist R C PB(X) ein Mengenring, so ist also ) € SR und mit R, S € R
sind auch R\ S und RUS in R. Wegen RAS = (R\ S)U(S\ R) ist dann auch RAS in R, und
wegen RNS = R\ (R\S) auch RN S € K. Damit ist dann R C P(X) also ein (algebraischer)
Unterring von B(X). (Eigentlich muss man auch zeigen, dass mit R in R auch ihr Negatives
—R in R ist, aber wegen A + A = 0 in diesem Ring (fiir alle A € P(X), P(X) ist ja eine
Fs-Algebra) ist —R = R.

,<=": Ist umgekehrt R C P(X) ein algebraischer Unterring von P(X), so ist also ) € R und
mit R, S € R sind auch RAS und RN S in K. Wegen R\ S = (RAS) N R ist dann zunéchst
auch R\ S € R. Sind R und S disjunkt, RN .S = (), so ist wegen R U S = RAS in diesem Fall

auch RU S € R. Im allgemeinen Fall ist aber
RUS = (RAS)U(RNS)
und daher auch RU S € fR. R ist damit also auch ein Mengenring.

Ein Mafraum (X, %, 1) heifit vollstdndig, falls fir jedes M € 2 mit u(M) = 0 auch alle
Teilmengen N C M in 2 liegen.

Aufgabe 07. Sei (X, 2L, 1) ein MaBraum. Wir setzen 9 := {N € P(X) : es gibt ein M € A
mit N C M und pu(M) =0} sowie A:={AUN: AcAund N € N}.

(a) Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra mit 2 C 2 ist.

(b) Definiere [LQ;[ — [0,00] durch (AU N) = p
tes Mafl auf (X, Q) mit 4|A = p ist, und dass (X,
Vervollstdndigung von (X, 2, 11).)

(A). Zeigen Sie, dass fi ein wohldefinier-

~

2, i) vollstindig ist. (X, 2, /i) heift die

Losungsvorschlag. (a) (i) Da @ € 2 und p(A) = 0 ist, ist § € 9%. Damit ist X = X U € .
(ii) Seien nun A, M € A, (M) =0und N C M. Es ist dann M C N und daher
(AUN)S = A°NN°=AN(NN(MUM®))=AN((N°NM)U(N°N M)
——

—Mec

= (AN MU (AN NN M) e 9.
—_—— —_—

e cM

(iii) Seien B, € A (n € N). Dann gibt es also A,, M,, € 2 mit p(M,) = 0 und N,, C M, mit
B, = A, UN,,. Wir setzen

A=A, M= M, N:=[]JN.
neN neN neN

Dann ist auch M € 2 und
p(M) < p(M,) =0

neN

2



sowie N C M. Auflerdem ist A € A und fiir B := |, B, ist

neN

B=JA,uN,) =AU JN.=AUN e

Es ist also 2 eine o-Algebra. Schlieflich ist feNund A= AU, fir jedes A € A. Also ist A
auch in 2 und damit A C .

(b) (i) /v ist wohldefiniert: Nehmen wir also an, dass A, A’, M, M’ € A sind, u(M) = p(M') =0
sowie N C M, N' C M’ mit
AUN=AUN' = B.

Dann miissen wir zeigen, dass pu(A) = u(A’) ist. Mit M und M’ ist wegen
p(MUM) < pu(M)+puM)=040=0
auch M U M’ € 2 eine Nullmenge und daher
H(A) < (AN (MU M) + (M U M) = p(A\ (M UALY),
also wegen der Monotonie und A\ (M U M’) C A also sogar u(A) = p(A\ (M U M’)). Nun ist

NCM

A\NMuM) YEY (AUN)\ (MUM) =B\ (MUM)
= (AUN)\(MUM)=A\(MUM.

Zusammen erhalten wir

p(A) = (AN (MU M) = p(A"\ (MU M) = p(A).

(ii) & ist ein MaB mit 4|2 = u: Da A = AU und @ € 9 ist, sieht man, dass (A) = pu(A), fir
alle A € 2, ist. Damit ist insbesondere fi(()) = 0.

Seien nun B, € A (n € N) paarweise disjunkt. Es gibt dann also A,, M,, € A mit (M) =0
und N, C M,, sowie B, = A, U N,,. Mit (B,) ist dann auch (A,) paarweise disjunkt. Wir

setzen
B:=|JB, A=J4. M=JM, N:=|]JN.

neN neN neN neN

Es ist dann p(M) < > p(M,) = 0 und N C M. Schliefllich ist

B=|J(A,UN,)=AUN

und damit

i(B) = pu(4) = 3" u(An) = 3 Ba).

(iii) (X, 2, ft) ist vollsténdig: Sei dazu B € 2 mit a(B) = 0 und S C B. Es existieren dann
A M € A mit (M) =0und N C M mit B=AUN. Es folgt

S=SNB=SN(AUN)=(SNA)U(SNN).



Da M C A (denn N = QU N, fiir alle N € 9N, und @ € A) sowie u(A) = i(B) = 0 ist, folgt:
SNACA also SNAeMNC 2. AuBerdem ist SNN C N alsoauch SNN € 9t C QAI, und
damit auch S € .

(X, 2, fi) ist damit vollstéindig (und nach Konstruktion in jeder vollstéindigen Erweiterung
von (X, 2, ) enthalten.)

Aufgabe 08. Sei X eine Menge und v:P(X) — [0,00] ein duBleres Mafl auf X. Sei weiter
2A CP(X) die o-Algebra der v-messbaren Mengen und p := v/|2L.

(a) Zeigen Sie, dass (X, 2, u) vollsténdig ist.

(b) Sei p*:P(X) — [0,00] das von p induzierte duBere Mafl nach Caratheodory. Zeigen Sie,
dass i.A. p* = v nicht gilt. (Hinweis: Versuchen Sie es mal mit einem geschickten dufleren Maf
v auf der Menge X = {0,1}.)

Losungsvorschlag. (a) Sei M € 2 mit (M) =0 und N C M. Fiir eine beliebige Teilmenge
S C X ist dann wegen SN N C N C M zunéchst

v(SOAN) <v(M)=pnM)=0.
Wegen S\ N C S und der Monotonie von v erhalten wir dann
v(S)>v(S\N)=v(SNN)+v(S\N)=v(SNN)+v(SNN°).

Damit ist N also v-messbar und damit in 2.
(b) Wir definieren v:B(X) — [0, 00] mit X = {0,1} durch

v(0) =0, v({0}) =r({1}) =2 »X)=3

Dann sieht man recht schnell, dass v ein dueres Maf auf X ist. Die Teilmenge {0} € PB(X)
ist dann nicht v-messbar, denn

v(X)=3#2+2=v({0})+v{1}) =v(X N{0})+ v(X N{0}°).

Deshalb ist auch {1} nicht messbar, denn die v-messbaren Mengen sind ja komplementstabil.
Es folgt, dass 2 = {0, X'} ist. Ist nun p*:P(X) — [0, 00] das von p = v|A induzierte duflere
Mafl (nach Caratheodory) auf X, so ist z.B.

pr({0}) = 3 # 2 = v({0}),

also pu* # v.



