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Musterlosungen zur Integrations- und Mafitheorie

Aufgabe 13. (a) Sei A das Borel-Lebesguesche Maf§ auf R und ¢ > 0. Geben Sie eine offene
Teilmenge U C R an mit U D Q und A(U) < ¢ und begriinden Sie das. (Hint: Benutzen Sie
eine Abzéhlung von Q.)

(b) Sei n € N, A das Borel-Lebesguesche Maf§ auf R® und € > 0. Sei weiter H C R" die
Hyperebene H = {(z1,...,2,) € R" : 2, = 0}. Geben Sie eine offene Quaderiiberdeckung
(Qr)reny von H an mit ), A(Qx) < € und begriinden Sie.

Losungsvorschlag. (a) Wir benutzen eine Abzéhlung der rationalen Zahlen (g, )nen und set-
zen:

U= J(g. — 27", g, + 270 e).
neN

Da ¢, € U ist, fiir alle n € N, ist Q C U. U ist als Vereinigung von offenen Intervallen auch
offen. Die beteiligten Intervalle mogen iiberlappen, aber in jedem Fall gilt:

AU) < Z A(gn — 27 2e g, + 2_(n+25)) = 22 L9+ — 3 (Z 2‘") €= 55 < e.
n=1 n=1 n=1

(b) Fiir jedes k € N betrachten wir den offenen Quader
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Qk = (_kv k)n_l X (_ _(k+2)€’ 2_(k+2)5) - Rn)

(wobei der erste Faktor nicht da sei bei n = 1). Dann ist (Q;)ren eine Uberdeckung von H,
denn ist x = (21,...,2,) € H und r := ||z||; = max([z1],...,|z.]), soist x € Qy fiir k = [r]+1.
Schliellich ist

1
o n—1 —(k+2 _ o—(k+1
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und damit
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Aufgabe 14. Wir betrachten die Elementarmatrizen

=g 1) w=(, 7).



fiir jedes b € R, und setzen M = {u(b) € SLyR : b € R} U {v(b) € SLoR : b € R} C SLyR.

(a) Zeigen Sie, dass SLoR von M erzeugt wird. (Hint: Elementare Zeilenoperationen)

V2 0
0 V2!

u(b) = s-u(b) - s~ u(-b).

(b) Zeigen Sie, dass mit s = ( > € SLoR und jedem b € R gilt:

(c) Zeigen Sie nun, dass SLyR gleich seiner Kommutatoruntergruppe ist.

Losungsvorschlag. (a) Sei A € SLyR beliebig. Wir wollen zeigen, dass es endlich viele
Fi,...,F, € M (k € Ng) mit A = Fy--- F}, gibt. Beachte, dass wir die Inversen von F' € M
nicht beriicksichtigen brauchen, weil mit B € M auch B! € M ist. Das kann man direkt
ausrechnen oder aber auch daran sehen, dass die Multiplikation mit B € M von links an A
eine elementare Zeilenoperation (im Sinne das Gaufischen Algorithmus’) ist:

e Multiplikation von links mit u(b): Addiere das b-Fache der 2. Zeile zur 1. Zeile hinzu und
schreibe das Ergebnis in die 1. Zeile.

e Multiplikation von links mit v(b): Addiere das b-Fache der 1. Zeile zur 2. Zeile hinzu und
schreibe das Ergebnis in die 2. Zeile.

Man beachte, dass u(b),v(b) € SLsR sind, fiir alle b € R. Die anderen elementaren Zeilen-
operationen, ndmlich die Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor ungleich Null und das
Vertauschen von zwei Zeilen, entspricht der Multiplikation mit Elementarmatrizen, die i.a.
nicht in SLyR liegen (und damit aus der Gruppe SLoR herausfithren). Diese wollen wir daher
nicht benutzen, um A in die Einheitsmatrix 1 zu iiberfithren.

Es ist nun auch klar, dass

fiir alle b € R, ist.

(i) Wir produzieren zunichst ein Element ungleich Null unten links. Ist schon ay; # 0, so

machen wir nichts, d.h. wir setzen F; := 1. Im Falle ay; = 0 muss a;; # 0 sein. weil
det A # 0 ist. Wir setzen dann E; := v(1) und (in beiden Fillen) B := E} A, was fiir by
bedeutet:

ba1 = a1 + ag = a1 # 0.

(ii) Nun produzieren wir eine 1 oben links. Wir setzen dazu FEy := wu((1 — b11)/bs1) und
C := FE5B. Das produziert fiir ¢;1:

1
c11 =bn + b—(bn —1) by =1,
21

wie gewiinscht.



(iii) Damit konnen wir nun in der bekannten Weise unten links eine Null produzieren (und
oben links die Eins beibehalten). Wir setzen Ej3 := v(—cy1) und D := E3C. Dann folgt
tatsichlich: do; = 91 + (—c21) - 1 = 0 und dy; = 1. Wir sind nun also bei

. 1 d12
D- ( ) e ) .
Da wir die ganze Zeit in SLoR operieren, ist det D = 1, woraus dsy = 1 folgt.

(iv) Im letzten Schritt produzieren wir in der iiblichen Weise eine Null oben rechts (und
lassen den Rest unverdndert). Setze E, := u(—dj2) und E := E4D. Dann ist tatsichlich
e12 = dia + (—dj2) - 1 = 0 und die anderen Eintrdge von D &ndern sich nicht, es ist also
E=1.

Insgesamt ist also FyE3FEoFE; - A =1 und daraus
A=FE'E;'ES E € (M),

da, wie oben gesehen, auch Fy := E;' ..., F,:= E;' € M liegen.
(b) Ausmultiplizieren liefert tatsichlich fiir alle b € R:

u(b) = s-u(b) - s~ u(—b).

Da nach Teil (a) u
namlich u(b) = [s,u(b)]. Transponiert man obige Gleichung und benutzt v(b) = u(b)
man, dass

(=b) = wu(b)~! ist, sieht man hier schon, dass u(b) ein Kommutator ist,
T so sieht

v(b) = u(b)” = u(—=b)" (s u(b)"s” = v(=b)s v (b)s,
also auch (fiir alle b € R) ein Kommutator ist.

(c) Kommutatoren in einer Gruppe G sind Elemente der Bauart
[a,b] := aba'b~*,

fiir a,b € G. In abelschen Gruppen ist nur das neutrale Element 1 ein Kommutator. Das
Inverse eines Kommutators [a,b] ist wieder ein Kommutator, namlich [b,a], wie man durch
Multiplikation von links und rechts an [a, b] sofort sieht,

[b,a] - [a,b] = [a,b] - [b,a] = 1.

Die von den Kommutatoren erzeugte Untergruppe K C G enthélt daher gerade alle endlichen
Produkte von Kommutatoren, also Elemente g € G der Form

g = [alabl} e [ak7 bk]7

mit £ € Ng, ay,by,...,ax, b € G. Diese Kommutatoruntergruppe K C G, manchmal auch mit
K =: |G, G] bezeichnet, misst in gewisser Weise, wie ,,nicht-abelsch® die Gruppe G ist. Aufgabe
(c) behauptet in dieser Schreibweise:

[SLyR, SLyR] = SL,R.



Na ja: Aber das folgt aus den Teilen (a) und (b). Denn ist A € SLyR beliebig, so gibt es, wie
gesehen, Fi, ..., Fy € M mit
A=F,---F,.

Aber jedes der F; € M (i = 1,...,4) ist nach Teil (b) ein Kommutator. Also ist A € K =
[SLoRR, SLoR].

[Anmerkung: Ahnlich sicht man auch fiir alle n € N, dass SL,R = [SL,R, SL,R] ist.]

Aufgabe 15. Sei £ C PB(R"™) die Lebesgue-Algebra auf R™ und A: £ — [0, co] das Lebesguesche
Ma$ auf ihr (vgl. Aufgabe 10).

(a) Zeigen Sie die Transformationsformel fiir Isomorphismen 7:R™ — R™ auch fiir alle A € £:
TAe€ £und AN(TA) = |det T|\(A).

(b) Zeigen Sie nun, dass die Transformationsformel fiir alle A € £ sogar fiir alle linearen
Abbildungen T:R"™ — R" gilt (wobei ,,0 - 0o := 0% gesetzt wird).

Losungsvorschlag. (a) Sei also T:R" — R” ein Isomorphismus und A € £. Dann gibt es
Teilmengen B, M € B mit A(M) = 0 und N C M, so dass A = BU N ist, denn £ ist die
Vervollstandigung der Borel-Algebra B (siche Aufgabe 10). Dann ist TA = TBUTN. Nun ist
TB € B (da T~! stetig, damit Borel-messbar und TB = (T!)~!(B) ist). Ebenso ist TM € B
und T'N C T'M. Nach der Transformationsformel fiir 9B ist auflerdem A\(T'M) = |det T|-A(M) =
0. Daran sieht man, dass auch T'A € £ ist. Schliellich ist nach Definition des vervollstindigten
Mafles sowie der Transformationsformel fiir B:

MTA) = MNTB) = |det T| - A(B) = | det T| - \(A).

(b) Nach Aufgabe 13 gilt fiir die Koordinatenhyperebene H C R™, dass H € B und A\(H) =0
ist. Das gilt dann auch fiir jede andere Hyperebene V' C R", d.h.: dimV = n — 1. Ist ndmlich

(v1,...,v,-1) eine Basis von V', so kann man diese zu einer Basis (vq,...,v,-1,v,) von R”
erginzen. Ist T:R" — R"™ dann der Isomorphismus, der die kanonische Basis (eq, ..., e,) nach
(v1...,v,) abbildet, so ist TH = V. Die Transformationsfomel liefert dann

A(V) = MTH) = |det T| - \(H) = 0.

Ist nun 7: R™ — R™ eine beliebige lineare Abbildung, so konnen wir rg(7") < n annehmen, denn

fiir Isomorphismen haben wir die Transformationsformel schon bewiesen. Dann gibt es also eine
Hyperebene V' C R™ mit TR™ C V. Ist nun A € £ beliebig, so ist TA C V und da A(V') = 0 ist,
folgt TA € £. Wegen TA = () UT A ist schlieSlich nach Definition des vervollstandigten Mafles

AMTA) = A0) =0=0-\A) = | det T| - \(A),
denn wegen rg(7) < n ist det T = 0.

Aufgabe 16. Seien SL,R C GL,R die spezielle lineare Gruppe und SO,,R C GL,R die spezielle
orthogonale Gruppe.

(a) Zeigen Sie, dass SL,R und SO, R Untergruppen von GL,R sind.



(b) Zeigen Sie, dass SOsR genau aus den Drehmatrizen

u(6) = < cosf) —sinf )

sinf cosf

mit § € [0, 27] besteht. (Hint: In den Spalten einer speziellen orthogonalen Matrix steht eine
positiv orientierte Orthonormalbasis.)

(c) Sei S € SO3R \ {1}. Zeigen Sie, dass es einen 1-dimensionalen Unterraum L C R3 gibt mit
Sz = z, fir alle x € L (eine so genannte Fixgerade), und dass S das senkrechte Komplement
E = L+ von L in sich abbildet und dort eine Drehung um einen Winkel 6 € (0, 27) (bzgl. einer
gewihlten Orientierung von £) ist. (Hint: Zeigen Sie, dass A = 1 ein Eigenwert von S ist.)

Losungsvorschlag. (a) Ist G eine Gruppe, so ist eine nicht-leere Teilmenge H C G eine
Untergruppe von G, wenn mit g,h € G auch gh € G ist, und wenn mit ¢ € G auch ¢! € G

1st.

(i)

Bei G = GL,R und H = SL,R haben wir das in Aufgabe 14 schon ausgiebig benutzt.
Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz gilt namlich fiir S, T" € SL,R, dass

det(S-T) =det(S)-det(T)=1-1=1
ist. Ebenso gilt fiir U € SL,R, dass auch
det(U™!) = (det(U)) ' =1"1=1

ist und damit auch ST € SL,R sowie U~! € SL,R. Da auch 1 € SL,R (und damit
SL,R # () ist, ist also SL,R eine Untergruppe von GL,R.

Die orthogonalen Matrizen O,R C GL,R sind durch die Bedingung
AT A=1

definiert. Das bedeutet, dass in ihren Spalten (und auch ihren Zeilen) eine Orthonor-
malbasis (ON-Basis) des R"™ (bzgl. seines kanonischen Skalarproduktes) steht. Sind nun
A, B € O,R, so ist

(AB)' - (AB) = (BTAT) . (AB)=B"-1-B =1,

also auch AB € O,R. Ist C' € O,R, so ist nach Multiplikation mit C~! an C7C = 1 von
rechts: CT = C~!'. Deshalb ist auch

@ e =0T =007 =1,

und damit auch C~! € O,R. Da auch 1 € O,R ist, ist also O,R eine Untergruppe von
GL,R.

Der Durchschnitt H; N Hy zweier Untergruppen Hi, Hy, C G einer Gruppe G ist wieder ei-
ne Untergruppe, wie man unmittelbar sieht. Es folgt, dass auch SO,R = O,R N SL,R eine
Untergruppe von GL,R ist.



(b) Ist
U= ( it ) € OuR,

U21 U222

u11

uzl) und uy = ( ) das Paar (uy,uy) eine ON-Basis von R?. Insbesondere

so ist also mit u; = ( Zéz

ist damit
u €S'={r eR*: |z|| = 1}.

Es gibt daher ein 6 € [0, 27), so dass
u11 = cosl, U9 =sinf

ist. (6 ist der positiv orientierte Winkel zwischen den Strahlen Rspe; und R>ou;.) Nun hat auch
uy Lénge 1 und er steht senkrecht auf w;. Daher gibt es fiir us nur zwei Mdoglichkeiten:

[ —sinf q B sin 0
Uz = cos 6 oder Uz = —cosf |-

Im ersten Fall ist (uq,us) positiv orientiert, wie man sagt, d.h.
det(U) = cos® 0 + sin® § = +1.

Es ist dann also U = u(f). Im zweiten Fall ist U = v(6), wenn wir

o(6) ;:(0089 sin >

sinff —cosf
setzen. Diese ist negativ orientiert, d.h.
detv(0) = —cos® 6 —sin® = —1.

Die Matrizen in SO5R sind also gerade die Drehmatrizen u(6), fiir 0 € [0, 27), und da u(6+27) =
u(#) ist, fir alle # € R, kénnen wir auch 6 € R zu nehmen.

[Anmerkung 1: u(0): R? — R? dreht dann tatséchlich um den Winkel 6 in positive Richtung,
denn nach den Additionstheoremen fiir cos und sin gilt fiir z € R?\ {0} in Polardarstellung:

x:r.(cf’w)
sin
(mit 7 > 0 und ¢ € R). Es ist dann
B cosf) —sinf CoS
uf) -z = (sinﬁ cos 0 )'T<Sin<p)
cos 0 cos v — sin @ sin @ cos(p + 0)
= r{ . : =r| . :
sinf cos ¢ + cosfsin sin(p + 0)

Die Norm r = ||z|| wird also beibehalten und der Winkel ¢ € R/27Z geht in ¢ + 0 € R/27Z
iiber.]

[Anmerkung 2: GLoR C Mat,R = R? ist eine offene (und dichte) Teilmenge in R?*. Thr Komple-
ment wird durch die Gleichung det(S) = s11822 — $12591 = 0 beschrieben, dem Nullstellengebilde

6



eines Polynoms vom Grad 2 (ein gewisser Doppelkegel in R*). Innerhalb dieser 4-dimensionalen
offenen Menge liegt die SOsR C GLyR also als eine 1-dimensionale Kreislinie durch 1 € GLyR.]

(c) Bevor wir uns mit den Elementen in SO3R C GL3R beschiftigen (also einer gewissen Teil-
menge in dem offenen und dichten GL3R C MatsR = ]Rg), untersuchen wir noch die Matrizen
S € SOR mit det S = —1. (Vorsicht: Diese bilden keine Untergruppe, da beipsielsweise 1 nicht
enthalten ist.) Setzt man z.B.
1 0
S = ( Lo ) ,

das ist dann die Spiegelung an der x;-Achse, so sieht man wegen des Determinantensatzes, dass
M={Se€OR: detS=—-1}
nur eine Verschiebung von SO,R um Sy im Sinne von
M = SOsR - Sy

ist, also wieder eine Kreislinie in GLyR (dieses Mal durch Sp). (Die OoR besteht daher aus
zwei (disjunkten) Kreislinien in diesem 4-dimensionalen Raum.) Jedes T' € M ist ndmlich von
der Form 7' = S - Sy mit einem eindeutig bestimmten S € SOsR und umgekehrt ist fiir jedes
S € SO9R die Matrix "= S - Sy in M. (Multiplikation mit Sy tiberfiihrt gerade u(f) € SO2R
inv(d) e M.)

Wihrend man die Drehmatrizen u(#) € SOsR nicht diagonalisieren kann (fiir 0 ¢ 277Z), da
u(f) Vektoren dreht und damit keine Vektoren streckt bzw. staucht und deshalb keinen Eigen-
wert haben kann, ist das bei den Matrizen v(f) € M anders. Das charakteristische Polynom
Xu() von v(f) zerfillt namlich hier:

cosf —t sin 6
sin 6 —cosf —t

Xv(g)(t) = det(

= (cos® —t)(—1)(cos@ +t) —sin®f
= —(cos?0 —t*) —sin®f =t —1=(t—1)(t+1).

Eigenvektoren v; bzw. vy in R? bzgl. der Eigenwerte +1 und —1 berechnet man schnell mit

vlz( sin 0 ) und  v(0) - v = vy

1 —cost
und

sin 6

Vg = ( cosf —1 ) und  v(0) - vy = —vs.

AuBerdem stehen (u,v) senkrecht aufeinander (was bei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten von orthogonalen Matrizen immer so ist). Es ist also v(#) die Spiegelung an der Geraden
L = Rv; und v(#) ein Konjugertes von Sy,

v(@) =TSy - T,

mit einem 7" € SO,R (wenn man die Eigenvektoren vy, vs noch auf 1 ablingt und evtl. bei
einem noch zum Negativen iibergeht, so dass daraus eine positiv orientierte ON-Basis wird, die



man spaltenweise in 7" hineinschreibt). In SO5R liegen also die Drehungen (um den Nullpunkt)
und in M die Spiegelungen (an die Geraden durch den Nullpunkt).

Nun endlich zu Teil (c): Ist S € O3R, so sind die einzigen moglichen Eigenwerte A € R von
S die Zahlen A = 4+1. Denn weil S das kanonische Skalarprodukt erhélt, erhélt es auch die
Léngen von Vektoren. Ist dann Sz = Az, fiir ein z € R? \ {0}, ist

N lzlf* = A ]|* = [[Sz]* = |l=]%,

also \? = 1. Wir arbeiten beide Fille ab.

(i) Ist A = 1 ein Eigenwert und zy € R?\ {0} ein Eigenvektor dazu, so ist damit L := R
eine Fixgerade fiir S, d.h.: Sz = z, fiir alle x € L. Sei E = L+ das senkrechte Komplement
zu L. Dann ist S(E) C E, weil aus (y, zg) = 0 auch

(Sy, o) = (Sy, Szo) = {y, z0) =0

folgt. Nehmen wir nun an, dass S € SO3R\{1} ist. Dadim £ = 2 und S|E: E' — E speziell
orthogonal ist, folgt mit Teil (b), dass S|E: E — E eine Drehung um den Nullpunkt und
damit S:R?® — R3? eine Drehung um die Achse L ist. (Zerlege jeden Vektor eindeutig in
eine Summe von Vektoren in L und E, R3 = L & E.)

(i) Im Falle A = —1 und einem Eigenvektor z, € R3\ {0} gilt fiir das senkrechte Komplement
E von L = Rz auch, dass S die Ebene E in sich iiberfithrt. Aber dieses Mal muss
S|E: E — E eine Spiegelung sein, wenn S € SO3R ist, denn

1 =detS = (—1)- det(S|E), also det(S|E) = —1.

Aber dann hat S|E auch eine Fixgerade L', ndmlich die Spiegelungsachse in E. Wie oben
sieht man dann, das S eine Drehung um L’ sei muss.

Und jetzt fehlt uns noch ein Grund, warum S {iberhaupt einen Eigenwert haben muss (der
dann, wie gesehen, +1 oder —1 sein muss). Na ja: Das charakteristische Polynom x¢:R — R
von S ist ein Polynom jetzt vom Grad 3 mit fiilhrendeM Koeffizienten (—1)* = —1, und erfiillt
damit

lim xs(t) = +oo,  lim xg(t) = —o0.

t——o0
Nach dem Zwischenwertsatz hat ygs deshalb eine Nullstelle, also S einen Eigenwert. Damit ist

klar, dass S tatsdchlich eine Drehung um eine Achse sein muss. Nach Konjugation mit einem
geeigneten Element T' € SO3R sieht also S so aus:

cosf —sinf 0
TST ! = sinf cosf 0
0 0 1

[Anmerkung: Wir werden spéter in der Vorlesung sehen, dass SO3R eine kompakte 3-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von MatzR = R? ist.]

[Wie die Elemente S € O3R mit det S = —1 aussehen, erspare ich Thnen jetzt.|



