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Musterlosungen zur Integrations- und Mafitheorie

Aufgabe 17. Sei (X, 2, 1) ein MaBraum und Y € 2.
(a) Wir definieren die Spuralgebra von 21 auf' Y durch

B:={ANY e PY): AcA}

Zeigen Sie, dass B eine o-Algebra auf Y ist und 28 C 2.

(b) Nun defnieren wir v:8 — [0, 00| durch v := u|*B. Zeigen Sie, dass v ein Maf} auf (Y, B)
ist.

(c) Sei f: X — R 2A-messbar. Zeigen Sie, dass dann auch f|Y:Y — R B-messbar ist. Sei nun
zusétzlich f > 0 und xy: X — R die charakteristische Funktion von Y. Zeigen Sie dann:

[var=[ o

(Diese Zahl in [0, co] wird mit [ f du bezeichnet.)

Losungsvorschlag. (a) Mit A := X folgt ANY =Y alsoist Y € B. Sei B € B. Dann ist
also B=ANY mit A € . Es folgt

Y\B=Y\(ANY)=Y\A=A°NY € B,

da A° € 2 ist. Seien B,, € B (n € N), also B, = A, NY mit A, € A (n € N). Dann ist auch
U, Bn=(U,A4,)NY € B, dal], A, € Aist. Damit ist B also eine o-Algebra auf Y (und dies
ist auch fiir ein beliebiges Y C X, welches nicht notwendig messbar ist, richtig.) Schliefflich ist
fiir jedes B € B,weil B = ANY fiir ein A € Aist (und Y € 2A), auch B € 2. Es ist also B C .

(b) Es ist v(0) = (@) =0 und

U B =l B =3 u(B.) =Y (B,

n

falls (B, )nen eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen in B ist.

(c) Ist f: X — [0,00] — R A-messbar und C' C R (Borel-) messbar, so ist (f|Y)~'(C) =
HC)YNY € B, da f1(C) € Aist. Es ist also f|Y:Y — R B-messbar.
Sei nun zunéchst s: X — [0, 00) eine (/A-) messbare Treppenfunktion. Es gibt dann ein r € Ny

sowie ; >0und A; €A (j=1,...r) mit s = Z§=1 ajxa;- Wir nehmen s in ihrer reduzierten



Form an, d.h.: o; > 0, fir alle j = 1,...,7, und A, NA; =0, fir 1 <i# j <r. Nehmen wir
nun weiter an, das s(z) = 0 ist, fiir alle x € X \ Y. Dann ist A; C Y und daher auch

slY = ZO‘J'XAJ"
j=1
Es folgt:
/8|Y dv = Zozjy(Aj) = Z%’M(Aj) = /sd,u.
s j=1

Sei jetzt f > 0. Dann ist auch das Produkt fyy > 0 (und 2-messbar). Es gibt deshalb eine Folge
(sn) von 2A-messbaren Treppenfunktionen mit (s,) 7 fxy. Da 0 < s,(z) < f(x)xy(x) =0 fiir
x € X \Y ist, ist jedes s, von der obigen Form. Weil nun schliefllich auch (s,|Y’) eine Folge
von (B-messbaren) Treppenfunktionen mit (s,|Y) 7 f|Y ist, folgt mit Levis Satz

/f|Ydy: lim /sn|de/: lim /sndu:/fXYd/L
n—o00 n—o0

Aufgabe 18. Sei (X, 2(;, 1) ein Mafiraum, 2, C 2, eine o-Unteralgebra und es sei pg 1= 1 |2As.
(a) Zeigen Sie, dass auch (X, 2y, p19) ein Mafiraum ist.
(b) Sei f: X — [0, 00] Ay-messbar. Zeigen Sie, dass f dann auch 2;-messbar ist und es gilt:

[ = [ 5 s

Losungsvorschlag. (a) Das ist sehr &hnlich zu Aufgabe 17.D.
(b) Ist f: X — [0, oc] RAy-messbar, so gilt fiir jedes messbare C' C [0, oo], dass f~1(C) € A, C Ay
ist, also ist f auch 2l;-messbar.

Sei nun zunéchst s: X — [0, 00) eine Ap-messbare Treppenfunktion. Dann gibt es r € Ny,
aj > 0und A; €Ay (j=1,...,7r) mit s = > 7, ajxa,. Es ist dann s auch 2;-messbar und
nach Definition ist

/sdm = Z&jul(Aj) = Z%’W(Aj) = /Sd,UQ-
st =1

Jetzt sei f: X — [0, 00] Ay-messbar, aber ansonsten beliebig. Wir kénnen dann eine monotone
Folge 2y-messbarer Treppenfunktionen (s,) finden mit (s,)  f. Nach Levis Satz, zweimal
angewendet, ist dann

/fdulz lim /snd,ul: lim /snd,ug:/fd,ug.
n—oo n—oo

Aufgabe 19. Sei f:R — R monoton wachsend. Zeigen Sie, dass f (Borel-) messbar ist.

Losungsvorschlag. Sei a € R beliebig. Fiir die Messbarkeit von f: R — R reicht es zu zeigen,
dass B := f~!((—o0, a]) messbar ist. Dazu betrachten wir sup B € [—00, co] und unterscheiden
die beiden folgenden Fille:



(i) sup B € B: Dann ist zunéchst sicher B C (—oo, sup B|. Andererseits ist auch (—oo, sup B|
C B, denn ist = < sup B, so ist auch f(z) < f(supB) < a, also x € B. Es ist also
B = (—o0,sup B] und damit messbar.

(ii) sup B ¢ B: Der Fall sup B = —oo ist zunéichst mal trivial, weil dann B = ) und damit
messbar ist. In jedem Fall ist hier nun B C (—oo,sup B). Aber andererseits ist auch
(—oo,sup B) C B, denn ist © < sup B, so gibt es ein y € B mit © < y. Aber dann ist
f(z) < f(y) < a, also auch x € B. Es folgt B = (—o0, sup B) und damit ist auch hier B
messbar.

Aufgabe 20. Sei (X, 2, 1) ein MaBraum und g: X — [0, oo] messbar.
(a) Zeigen Sie, dass durch v: A — [0, o],

v(A) = /Agdu

(vgl. Aufgabe 17) ein Mafl auf (X, ) gegeben wird. (Dieses wird das mit g gewichtete Mafi p
genannt und manchmal (wegen Teil (b)) auch mit dv = ¢ - du bezeichnet.)

(b) Sei f: X — [0, co] messbar. Zeigen Sie:

[tav=[1-gan

Losungsvorschlag. (a) Es ist xg = 0 und daher

V(Q)):/@gdu:/gxwdu:/Odu:O-

Sei nun (A, )nen eine Folge von paarweise disjunkten Teilmengen A, € 2 (n € N), A,,NA, =10
fir m # n. Es ist dann fir A =, A,

XA = Z XAn)
n=1

wobei fiir jedes © € A auf der rechten Seite eigentlich nur ein Summand von Null verschieden
ist. Aber trotzdem ist x4 i.a. keine Treppenfunktion. Allerdings sind die Partialsummen

n
Sy 1= E XAy
k=1

Treppenfunktionen und es gilt (s,)  xa. Da g > 0 ist, gilt damit auch (s,g9)  xag. Wegen
der Additivitdat des Integrals und Levis Satz ist deshalb

v(A) = /Agduz/ngduzggrgo/sngduzr}gngo/ZXAkgdu



Also ist v ein Ma8.

(b) Ist nun f: X — [0, 00] messbar, so auch f-¢: X — [0,00]. Sei nun (wie iiblich) f = s
zunichst eine Treppenfunktion, also s = 2;:1 ajx4, (mit r € No, a; > 0 und A; C X wie
iiblich). Dann ist

/sdu = Zozjy(Aj) = Zozj/gXA]. dp = /(ZanAj)gd,u = /sgd,u.
=1 j=1 j=1

Ist schlieflich nun f > 0 beliebig (aber messbar), so wihlen wir wieder eine Folge von Treppen-
funktionen (s,,), die monoton wachsend gegen f konvergiert, (s,) / f. Wegen g > 0 gilt dann
auch (s,g) 7 fg. Mit der zweifachen Anwendung von Beppo Levis Satz erhalten wir dann auch

/fduz lim [ s,dv = lim sngd,u:/fgd,u.

n—oo n—oo



