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Musterlosungen zur Integrations- und Mafitheorie

Aufgabe 21. Seien (X, ) und (Y,B) Messrdume und ®: X — Y messbar. Sei weiter p ein
Maf} auf (X,2). Dann definieren wir v: B — [0, 00| durch v(B) = u(®~(B)).

(a) Zeigen Sie, dass v ein MaB auf (Y, B) ist. (Wir nennen v das BildmaB von p unter ® und
notieren es so: v =: O, pu.)

(b) Sei nun ¢: Y — [0, oo] messbar. Zeigen Sie, dass dann auch f := go ®: X — [0, 00| messbar
ist und fiir alle B € B gilt (vgl. Aufgabe 17):

/gdi/ :/ fdu.
B »-1(B)

Losungsvorschlag. (a) Es ist

v(®) = (@ (0)) = p®) =0

und fiir eine Folge paarweise disjunkter Elemente in B, (B, )nen, ist auch (®~(B,,)) (n € N)
eine Folge in A, die paarweise disjunkt ist. Da p ein Maf ist, folgt

vl B =@ (J B =pl] 27 '(B) =3 w@ ' (B.) = Y u(B,).

Also ist auch v ein Maf.

(b) Ist ¢: Y — [0, 00] messbar und f = go®: X — [0, 00|, so ist f messbar, denn Verkettungen
messbarer Abbildungen sind messbar: Fiir alle messbaren C' C [0, oo] ist

fHC) =27 (g (C) e

Sei nun zundchst g = t eine Treppenfunktion auf Y. Es gibt dann also ein r € Ny, 8; > 0 und
B;e®B(j=1,...,r) mit t =}, Bjxp,. Dann ist auch

s:=tod = ZﬂjXBj 0P = ZBJX(P’I(B]‘)
j J

eine Treppenfunktion, denn fiir B C Y ist xp o ® = xg-1(p). Dann ist nach Definition des
Integrals {iber Treppenfunktionen

[tar=3 5B =3 su@(5) = [ sau
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Schliefllich fixieren wir B € B und ein messbares ¢g:Y — [0, 00]. Dann wéhlen wir eine mo-
noton wachsende Folge (t,) von Treppenfunktionen auf Y mit (¢,) ,* gxp. Die Folge von
Treppenfunktionen (s,) mit s, :=t, o ® konvergiert dann monoton gegen

(9xB) o @ = (g0 ®) - (xBo®) = fxa-1B):
Mit Levis Satz erhalten wir deshalb

/gdl/:/gXBdV:hm/tnduzlim/sndp:/fxq>—1(3)du:/ fdpu.
B n n $—1(B)

Aufgabe 22. Sei (X,2, ) ein Mafiraum und 2 die bzgl. p vervollstandigte o-Algebra von 2A
(sieche Aufgabe 07).

(a) Sei g: X — R 2A-messbar und f: X — R eine Funktion mit f = ¢ pu-fast-iiberall. Zeigen Sie,
dass f dann 2A-messbar ist.

(b) Sei nun f: X — R 2-messbar. Zeigen Sie, dass es dann A-messbare Funktionen g1, go: X —
R gibt mit g1 = g2 p-fast-iiberall und g1 < f < go. (Hinweis: Zeigen Sie das zunéchst fiir
2A-messbare Treppenfunktionen.)

Losungsvorschlag. (a) Sei N := {z € X : f(z) # g(z)}. Nach Voraussetung gibt es ein M €
2l mit (M) =0und N C M. Sei nun B C R messbar. Dann ist f~}(B)NM¢= g '(B) N M¢,
denn auf M¢ C N¢ stimmen f und g {iberein. Es folgt

~

FHUB) = (B)NMYU(fFH(B)NM) = (g~ (B) N M) U(fH(B)N M) €2

J/

-~ -

e cM

Also ist f 2l-messbar.

(b) (i) Sei f = s: X — [0,00) zuniichst eine A-Treppenfunktion. Es gibt dann r € Ny, o > 0
und A; € A (j = 1,...,r) mit s = > a;xa,. Da A; € 2 ist, gibt es weiterhin B;, M; € A
mit p(M;) = 0 sowie N; € M; mit A; = B; UN; (fiir j = 1,...,7). Wir setzen dann C; :=
B;UM; e (j=1,...,r) und

t = ZanBj, ty 1= Zajx(;j.
j=1 j=1
Dann sind ¢1, t, %A-Treppenfunktionen und wegen B; C A; C Cj ist xp;, < xa; < X¢, und damit
b= X5 < ) ajxa, =5 < ) axe, =ta
J J J

SchlieBlich ist mit M := (J; M; sicher t,(z) = t5(x) fiir z € M*, denn B; N M = C; N M fiir
j=1...,r.Da0 < pu(M) <> u(M;)=>,0=0ist, ist M eine Nullmenge und damit gilt:
tl = tg fu

(if) Sei nun f: X — [0, o0 -messbar. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (s,,) von

2A-messbaren Treppenfunktionen mit (s,)  f. Nach (i) gibt es 2-messbare Treppenfunkionen
tg), %2) mit tg) <s, < t,(f) und tg) = tg) f.i. Wir setzen

g1 == liminftY, gy := liminf t@.
n—oo n—oo



Dann sind ¢; und g, 2A-messbar und es ist

g1 = limninf ) < limninf Sp = li7rln(sn) =f< limninf t® = g,.

Setzen wir schliellich M,, := {z € X : ( ) # £ (x)} € A, so ist das eine Nullmenge und
daher auch M :=J, M,. Fur alle z € ]\4c ist dann ¢} )(ZE) = ¢ (), und daher auch

g1(x) = liminf t{M(z) = liminf & () = go(x).

n n

Es ist also g1 = g» f.ii.

(iii) Ist nun schlieBlich f: X — R 2A-messbar, so existieren Ay, ho, ki, ko: X — [0, 0o] A-messbar
mit hy < fi < hsund ky < f_ < ky sowie hy = ho f.ii und ky = ko f.ii. Wir setzen gy :== hy — ko
und g := ho — k1. Dann sind g1, go 2-messbar, es ist auch g; = ¢, f.ii und

gi=h—k<fi—f =f<hy—k = g.

Aufgabe 23. Sei X ein Mafiraum, I C R ein offenes Intervall und f: X x I — R eine Funktion,
so dass folgendes gilt:

(i) Fiir jedes s € I ist die Funktion f(-,s): X — R, x — f(x, s), integrierbar;

(ii) fiir jedes y € X ist die Funktion f(y,-):I — R, t — f(y,t), differenzierbar.

Zudem existiere eine integrierbare Funktion g: X — [0, 00], so dass fir alle x € X und ¢t €
gilt: ]%(m,t)] < g(x). Zeigen Sie: Dann ist

(a) die Funktion %{ (,t): X >R,z — %(z, t), fiir jedes t € I integrierbar (also insbesondere
messbar),

(b) die Funktion h: I — R, t — [ f(-,t) du, differenzierbar, und es gilt fiir alle ¢ € I:
of
t) du.
& [rendn= [ S

Losungsvorschlag. (a) Sei ty € I fest und (t,) eine Folge in I mit (¢,) — to und ¢, # to fur
alle n € N. Wir setzen dann h,: X — R,

£ 1) = f 1)

hn(x) == Pa—

Dann ist h,, eine Linearkombination der integrierbaren Funktionen f(-,¢,) und f(-,%y) und
damit auch integrierbar (insbesondere messbar). Fiir festes x € X konvergiert (h,(x)) offenbar
gegen g—{(x to), denn f(x,-) ist differenzierbar in ty. Wir haben also punktweise Konvergenz
von (h,,) gegen %( -, tp). Damit ist auch %(-,to) messbar und wegen |%(-,t0)| < ¢ mit einem
integrierbaren g ist g—{(-, to) sogar integrierbar.



(ii) Nun sind aber sogar die integrierbaren Funktionen h,, betragsweise alle durch g majorisiert,
denn fiir jedes n € N und = € X existiert nach dem Mittelwertsatz ein &, , zwischen ¢,, und ¢,

mit of
I, = 45, W Snax)s
()= P e.
also ist auch |h,(z)] < ( ), fiir alle z € X. Nach Lebesgues Satz ist daher fiir die Funktion
H: IR, t— [ f(t)d

3f< to) u:llm/hdu—llm /ftd,u /f ,to) dp)
8750 - 0
H
= hm (tn) = (to).
n t, —to
H ist also in ¢ differenzierbar und
dH af
E@) /815( to) dp.

Aufgabe 24. Sei f:[0,00) — R eine Funktion, so dass fiir alle n € N die Einschrankung f|[0, n]
Riemann-integrierbar ist.

(a) Zeigen Sie, dass f Lebesgue-messbar ist. (Hinweis: Bitte verwenden Sie die (unbewiesene)
Bemerkung aus der Vorlesung, dass (fiir alle n € N) f][0,n] Lebesgue-messbar ist.)

(b) Zeigen Sie nun: Ist f > 0, so ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn das uneigentliche
Riemann-Integral [ f(z) dz = lim,, [, f(x)dz existiert und dann gilt:

o fdx :/0 f(z)dx

Losungsvorschlag. (a) Wir benutzen, dass aus der Riemann-Integrierbarkeit von f|[0, n] (mit
n € N) die Lebesgue-Messbarkeit folgt (siehe auch die Anmerkung im Anschluss an diese
Aufgabe). Hierbei ist mit der Lebesgue-Algebra auf [0,n] stets die Spuralgebra von £ = B
auf [0,n] C R gemeint (siche Aufgabe 17). B notiert hier wie tiblich die Borelsche und £ die
Lebesguesche o-Algebra auf R. Fiir jedes (Borel-) messbare C' C R ist nun

(fX[O,n])71<C) = ((fX[O,n})il(C) N [O’ n]) U ((fX[O,n])il(Cv M <n7 OO)) .

Die erste Klammer ist gerade (f][0,n])~!(C) und liegt damit in £ und die zweite ist leer, falls
0 ¢ C ist oder (n,00), falls 0 € C ist. Damit liegt die Menge rechts vom Gleichheitszeichen
in £, d.h.: fx[o,n ist Lebesgue-messbar. Aber f ist offenbar der punktweise Limes von (fX[o.n)
und damit auch £-messbar.

(b) Vorbemerkung: Hier verwenden wir — und das habe ich in der Aufgabenstellung vergessen
zu erwéhnen (sorry!) — dass ein Riemann-integrierbares f:[a,b] — R (mit einem nicht-leeren,
abgeschlossenen und beschrankten Intervall [a,b] C R) nicht nur Lebesgue-messbar, sondern
auch Lebesgue-integrierbar ist und es gilt:

b
d\ = d
L / f(x) dz
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(A ist hier das Lebesguesche Mafl auf der Spuralgebra der Lebesgueschen o-Algebra £ von R
auf [a,b].) In der Vorlesung wurde diese Aussage nur fiir stetige Integranden bewiesen. (Siehe
auch die Anmerkung im Anschluss an diese Aufgabe.)

(i) Sei also zundchst f Lebesgue-integrierbar. Dann konvergieren die £-messbaren Funktion
(siehe Teil (a)) fxjo, (7 € N) punkweise gegen f und |fxjo.n| < |f|. Nach Lebesgues Satz sind
dann alle fxjon Lebesgue-integrierbar (n € N) und es gilt:

fd\=1lim fXjo,n dA = lim
) n

[0,00) n [0,00

fdx= lim/nf(x) dx.
" Jo

(0,]

Das zeigt, dass f auch uneigentlich Riemann-integrierbar ist und es gilt:
/ f(z)dx = fdA.
0 [0,00)

[Anmerkung: Diese Richtung gilt auch fiir Funktionen, die nicht notwendig nicht negativ (f > 0)
sind. Allerdings muss man hier etwas genauer hinsehen, was die Definition des uneigentlichen
Riemann-Integrals betrifft. Die Definition dieses Integrals verlangt ja eigentlich, dass f][0, b]
Riemann-integrierbar ist, fiir alle b > 0, was aber dquivalent dazu ist, dass f|[0,n] Riemann-
integrierbar ist, fiir alle n € N. Dann verlangt man, dass der Grenzwert lim, fob f(z)dx

existiert. Im Falle, dass f > 0 ist, ist das wegen der Monotonie der Funktion b — fob f(z) dx aber
aquivalent zur Existenz des Grenzwertes lim,,_,, fon f(z) dz. Falls nun aber f nicht notwendig
nicht-negativ ist, konnte es z.B. sein, dass die Integrale fon f(z)dx ,zufdllig® gerade mal Null
sind (fir n € N), der Grenzwert fiir n — oo also existiert, wihrend der fiir b — oo (mit
b € R,) nicht existiert. Die obige Argumentation kénnte man dann aber fiir alle Folgen (b,,)
mit (b,) — oo machen und dann ist die Aussage, dass jede Lebesgue-integrierbare Funktion
auf [0, 00), die auf [0,n] Riemann-inegrierbar ist, auch uneigentlich Riemann-integrierbar ist,
richtig. (Danke an Jonathan Walz fiir diesen Hinweis.) Auf dem nichsten Ubungsblatt werden
wir eine Aufgabe sehen, dass die Umkehrung, wie jetzt gleich unter (b), dann aber i.a. nicht
richtig ist.]

(i) Ist nun f > 0, so beobachten wir, dass (fx[o,) eine Folge nicht-negativer Lebesgue-
messbarer Funktionen ist, die sogar monoton wachsend gegen f konvergiert. Deshalb ist mit
Levis Satz

fdX\=lim I Xjo,n) A = lim fd\= lim/ f(z)dx.
n n 0

[0,00) n [0,00) [0,n]

Ist daher nun f uneigentlich Riemann-integrierbar, so ist dieser Grenzwert endlich, damit f

Lebesgue-integrierbar und es gilt
/ fdx= / f(z)dx.
[0,00) 0

[Anmerkung. Wir beweisen hier noch den folgenden

Satz. Ist f:|a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist f Lebesgue-integrierbar und es gilt:

b
d\ = dx.
] / f(x) dz
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Beweis. Sei f: [a, b] — R zunéchst beschrénkt. Unmittelbar aus der Definition des Oberintegrals
von f wissen wir, dass wie eine Folge von Riemannschen Treppenfunktionen (¢y,) mit tp, > f

wihlen konnen, so dass fiir deren Integrale d,, f () de gilt: (d,) \ fa*b f(z) dzx. Ebenso
kénnen wir eine Folge von Riemannschen Treppenfunktlonen (pn) mit @, < f wéhlen, so dass

mit ¢, := fab on(x) dx gilt: (¢,) f*ba f(z)dz. Ist nun f Riemann-integrierbar, so ist

/*:f(x) dr = /a*bf(x) dr =: /abf(x) dx

Wegen ¢, < f <, ist ¥, — ¢, > 0, fiir alle n € N. Wir setzen nun
Q := liminf(¢, — p,) > 0.

Da ¢,, ¥, (fur alle n € N) insbesondere Borel-messbar sind, ist dies auch fiir ) so und nach
Fatous Lemma, ist

OS/QdASliminf/(wn—gpn)d/\.

Nun ist aber das Riemann- und das Lebesgue-Integral auf Riemannschen Treppenfunktionen

s:[a,b] — R gleich, denn ist 3 = (=, ..., x,) eine Zerlegung von [a, b] und ist (ay,...,a,) € R
so, dass s|(zj_1,2;) = o ist (j =1,...,n), so ist
/ dx—Za] —Zj_1) Za] ((z;- 1,%)—/ sd\
[a,0]

(wobei man im Lebesgue-Fall eigentlich s noch in Positiv- und Negativteil zerlegen und auch
noch die Nullmenge {zo,...,z,} C [a,b] diskutieren miisste). Wenden wir diesen Zusammen-
hang zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral an, so erhalten wir

05;/@ugmm/wﬁ%mﬁmmm/%w—/%M)

b
= hmlnf wn ) dx —/ on(x)dr) = hm(d ) — hm(cn)

_ /f m-/f dz =0,

Es folgt, dass ) = 0 f.ii ist. Nennen wir nun M := {z € [a,b] : Q(x) # 0}, so gilt also auBerhalb
dieser Nullmenge fiir alle x € M*¢:

0 < lirr;inf tp(x) — limsup p,(x) = limninf Yn(x) + limninf(—gpn(x))
< liminf (¢ (2) — @n(2)) = Q(z) = 0.

Setzen wir nun
g :=limsupp, < f, h:=liminfvy, > f,

so erhalten wir, dass ¢, h Borel-messbar sind, ¢ < f < h ist und g = h f.ii. Damit ist auch
g = f fiiund f dann nach Aufgabe 22 tatséchlich Lebesgue-messbar.
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Im Folgenden notiere also \ stets das Lebesguesche Maf} auf der Lebesgueschen Algebra £ bzw.

ihrer Spuralgebra auf [a,b]. Da f beschrénkt ist, ist also |f| < M, fiir ein M > 0, und da die

konstante Funktion M auf [a, b] integrierbar ist, ist auch f Lebesgue-integrierbar. Um nun die

Gleichheit der beiden Integralbegriffe einzusehen, wenden wir noch zweimal Fatous Lemma an

und benutzen, dass die Integrale auf Riemannschen Treppenfunktionen iibereinstimmen.
Wegen f — ¢, > 0ist auch f — g = f —limsup,(¢,) > 0 und

0< f—g=f—limsupp, = f+liminf(—y,) = liminf(f — p,).

n

Fatou impliziert daher
0 < /liminf(f — @n) dX\ < liminf/(f — @p) d\ = liminf(/fd)\ — /(pnd)\)
b
= /fd)x—l—liminf(—/gond)\) :/fd)\—l-liminf(—/ on(x) dz)

_ /fd)\+1i£n(—cn)Z/fd)\—/abf(l')dx
/abf(x)de/fd)\.

Aber ebenso ist auch ¢, — f > 0 und damit auch h — f = liminf, () — f, also

also

0 <h— f=liminf(¢,) — f = liminf (¢, — f).

Zum letzten Mal fiir heute folgt mit Fatou:

0 < /liminf(wn—f)d)\<hm1nf/ d)x—hmlnf /wndA /fd)\

- hm1nf/¢nd/\ /fd/\—hmmf/ n() dz) /fd/\_hm /fd)\
- /af<:v>dx—/fdA,

also

/fd)\g/abf(:c)dx

b
. fdx :/a f(z)dz.]

Insgesamt ist also:



