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Musterlésungen zur Integrations- und Mafitheorie

Aufgabe 31. Sei £! die Lebesgue-Algebra auf R und £? die Lebesgue-Algebra auf R2. Zeigen
Sie:

(a) '@ L' C 2%

(b) £' @ £! # £2. (Hinweis: Verwenden Sie ein C' € B(R) \ £1.)

Lésungsvorschlag. (a) Seien A;, Ay € £'. Wir zeigen, dass A; x Ay € £2 ist. Da £2 eine
o-Algebra ist und £' ® £! die kleinste o-Algebra ist, die alle Produkte A; x A, C R? (mit
Ay, Ay € £1) enthilt, folgt dann: £! @ £! C £2.

Da £! die Vervollstindigung der Borelschen o-Algebra B! auf R ist, existieren Borelsche
Teilmengen B; und M; von R mit A'(M;) = 0 und eine Teilmenge N; C M, so dass A; =
By U Ny ist. A\ bzeichnet hier das Borel-Lebesguesche Mafl auf der Borelalgebra B!, Nun sind
By x R C R? und M; x R C R? Borelsch, d.h. in der Borelschen o-Agebra 82 = B! @ B! auf

R?, und fiir das Borel-Lebesguesche Maf3 A2 auf B2 gilt: A> = A! ® A!. Deshalb ist M; x R eine
Borelsche Nullmenge, denn

MN(M; xR) =A@ A (M x R) = A(M;) - \'(R) =000 = 0.
Nun ist Ny x R C M; x R und daher ist, wegen
A1XR:<31UN1) XR:BIXRUNl XR,

A; x R in der Vervollstindigung von B2 auf R?, d.i.: A; x R € £2
Genauso ist (aus Symmetriegriinden) auch R x A, € £2 und damit ist auch

A; x Ay = A xRNR x A, € £2.

(Wir vereinbaren hier, dass ,, x“ stérker bindet als ,U“ und ,N*.)

(b) Wir wissen bereits, dass £' # PB(R) ist und wiihlen ein nicht-messbares C' C R, also C' & £
Nun ist
D:=C x {0} CR x {0} C R?,

und R x {0} ist eine Borelsche Nullmenge. Das wissen wir bereits aus Aufgabe 13, kénnen wir
hier aber auch noch mal wegen A\* = \' @ A! (auf B2 = B! @ B') sehen:

MR x {0}) = A @ AR x {0}) = \(R) - \({0}) =00 -0=0.

Damit liegt D in £2, weil £2 die Vervollstéindigung von B2 ist.
Wire nun andererseits D in £' ® £ so wire auch der Schnitt von D mit {y = 0},

Dy={zeR: (z,00 € D} =C,
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in £ was er aber nicht ist. Es ist also D ¢ £! @ £1.

Aufgabe 32. Sei B C PB(R) die Borelsche o-Algebra auf R und A das Borel-Lebesguesche Maf
auf B. Sei weiter p:PB(R) — [0, co] das Zahlmafl auf R. Zeigen Sie, dass

(i) die Diagonale A = {(z,y) € R?: x =y} in B @ P(R) liegt;
(ii) fiir jedes x € R der Schnitt A, € B(R) und fiir jedes y € R der Schnitt A, € B liegt;
(iii) die Funktionen s:R — [0,00], s(z) = pu(4A;), und ¢:R — [0, 00], t(y) = A(A,), messbar

sind;
/sd/\ + /td,u.

Wieso widerspricht das nicht dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Produktmafe?

(iv) aber gilt:

Losungsvorschlag. (i) Wir bezeichnen wie iiblich mit B™ die Borelsche o-Algebra auf R"
(n=1,2). Da
B2 =B @B C B2 P(R)
ist, und die Diagonale A C R? abgeschlossen und damit Borelsch ist, folgt: A € B! @ P(R).
(ii) Der Schnitt
Ay={yeR: (z,y) e A} ={z} CR

ist als Teilmenge von R natiirlich ein Element von B(R), fiir alle z € R. Der Schnitt
Ay={r€R: (1,y) € A} = {y} CR

ist abgeschlossen und damit in 9B, fiir alle y € R. (Beachte hier, dass die Schreibweise fiir die
Schnitte etwas verkiirzt und damit vielleicht verwirrend ist. A, liegt hier im 2. Faktor R von R?
und man sollte besser A schreiben. A, liegt dagegen im 1. Faktor, so dass hier Aél) besser
wére.)

(iii) Da nun also A, = {z} und A, = {y} ist, fiir alle z,y € R, ist
s:R = [0,00],  s(z) = p(A;) = p({z}) =1

und

t:R —[0,00], t(z)=A4L,) =X{y})=0.
Also sind s und ¢ beide konstant und damit sicher messbar (s bzgl. B und ¢ bzgl. P(R)).

(iv) Nun ist
/tdu:/Odu:O,

/sd)\:/ld)\:)\(R):oo.

Also stimmen die beiden Integrale nicht iiberein.

Um hier kein Gegenbeispiel zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Produktmafle zu be-
kommen, kannn nur noch die Bedingung der o-Endlichkeit der beiden beteiligten Mafirdume
nicht erfiillt sein. Dass aber (R, 9, \) o-endlich ist, wissen wir schon. Bleibt damit nur noch,

aber

2



dass das Z&hlmaB p auf R das Tripel (R, B(R), ) nicht zu einem o-endlichen Mafiraum macht.
Dafiir ist die Aufgabe eigentlich schon ein Beweis. Man sieht das aber in der Tat auch direkt.
Denn eine maf-endliche Teilmenge von R bedeutet fiir das Zdéhlmaf, dass sie einfach endlich
ist. Eine maf3-endliche Ausschopfung von R wiirde damit bedeuten, dass R eine abzédhlbare
Vereinigung von endlichen Teilmengen wére und damit wére R abzéhlbar, was es aber nicht
ist, wie wir es schon lange von Herrn Cantor gelernt haben. Kein Widerspruch also.



