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Musterlosungen zur Integrations- und Mafitheorie

Aufgabe 33. Sei (X, 2, ) ein o-endlicher Mafiraum und f: X — [0, 00| eine messbare Funkti-
on. Sei weiter A das Borel-Lebesguesche Maf3 auf der Borel-Algebra 28 von R. Zeigen Sie, dass
der Subgraph von f, d.i. die Teilmenge

Gp={(z,t) e X xR: 0<t< f(z)} C X xR,

in ARV C P(X x R) ist und beziiglich des Produktmafes p ® A auf A @ B gilt:

/fdu=u®>\(Gf)-

Losungsvorschlag. (i) Die Abbildung F: X x R — R, F(z,t) = f(z), ist 2 ® B-messbar,
denn fiir eine Borelmenge B C R ist zunéchst f~!(B) € 2, da f messbar ist, und deshalb ist
F(B)=f1"A) xRecA®B. Auch G: X xR = R, G(x,t) =t, ist messbar, weil g:R — R,
g(t) =t,esist. Nunist mit H :=F —G: X xR = R, (z,t) — f(z) —t,

Gr=H'([0,00]) N X x [0,00) € AR B,

weil mit £ und G auch H A ® B-messbar ist und X x [0,00) € A® B ist. Also ist Gy € AR B.

(ii) Da neben p auch das Borel-Lebesguesche MaBl A auf B C P(R) o-endlich ist, existiert das
Produktmafl 4 ® A auf 20 ® B und es erfiillt

H@NGD) = [ MGl du
Der Schnitt (Gf), C R ist aber gerade
(Gpla={t€R: 0<t < f(2)} =0, f(x)]
(bzw. [0,00), falls f(z) = oo ist) und hat deshalb A\-Maf (wir sagen auch , Linge*)
M(Grla) = f(2).

Es folgt:
@ MNGy) —/ fdu.
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Aufgabe 34. (a) Sei K ein Kreiskegel mit einer Grundscheibe vom Radius r > 0 und Hohe
h > 0. Berechnen Sie mit Cavalieries Prinzip das Volumen von K.

(b) Sei f:[a,b] — [0, 00) stetig (—oo < a < b < oo) und K C [a,b] x R? der Rotationskérper,
der entsteht, wenn man den Graphen von f um die z-Achse rotiert,

K ={(z,y,2) € a,b] x R*: y* +2* < f(x)*}.

Begriinden Sie, warum K C R3 Borelsch ist und bzgl. des Borel-Lebesgueschen Mafles A auf R3
gilt:

MK = w/:f@)?dx.

Losungsvorschlag. (a) Wir legen die Koordinaten des Euklidischen Raumes so, dass die Spitze
des Kreiskegels K im Nullpunkt und die Rotationsachse (die Verbindungslinie zwischen Kegel-
spitze und Mittelpunkt der Grundscheibe) die z-Achse ist. Dann ist K der Rotationskorper der
stetigen Funktion f:[0,h] — R mit

(siche auch Teil (b)), d.h., wenn der Graph von f um die z-Achse rotiert:

K={(z,y,2) ER*: 0<a<h, y+2* < (%xﬁ}
Da K C R? abgeschlossen ist, ist K auch Borelsch und damit A3-messbar. Der x-Schnitt von
K ist dann eine Kreisscheibe vom Radius 7z > 0, fiir 0 < z < h, und hat daher \>-Maf (wir
sagen auch , Flicheninhalt®)
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N(K,) = - (72)” =

Nach Cavalieris Prinzip hat daher K das A\3-Maf (wir sagen auch das ,, Volumen*)

3 ) ) har? 2 (1 )" 1?2 o 1,
A (K)_/[O,h])\ (K.)d\ = i R dx = 2 {320}0— 372 -h =37 h.
(b) Teil (a) ist ein Spezialfall von Teil (b), aber Teil (b) ist auch nicht wesentlich schwieriger. Als
Urbild der abgeschlossenen Menge [0, 00) C R unter der stetigen Funktion F:[a,b] x R? — R,
F(x,y,2) = f(x)?—y*—2?% ist K auch abgeschlossen (und sogar kompakt, da auch beschriinkt)
und damit Borelsch. Der z-Schnitt von K fiir x € [a, b] ist eine Kreisscheibe vom Radius f(x),

K, ={(y,2) e R?: 2+ 22 < f(2)2},

und hat daher Flicheninhalt A\*(K,) = 7 f(x)?. Nach Cavalieris Prinzip hat daher K das Volu-
men

N(K) = /ab N(K,) do = 7T/CLbL;f(x)2 dz,

denn die Funktion [a,b] — R, z — A\?(K,), ist stetig und daher kann man das Lebesgue-Integral
iiber [a, b] durch das Riemann-Integral von a bis b ersetzen.

[Anmerkung. Die ,, Wahl von Koordinaten im Euklidischen Raum* kann man z.B. so verstehen:
Zunichst sei K C R3? irgendein Kreiskegel (mit Grundfliicheninhalt 772 und Hohe h) und wir
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nennen die Koordinaten von R® mal y = (y1,%2,¥3). Dann machen wir ,einen euklidischen
Koordinatenwechsel“, soll heien: Wir betrachten ein affin-lineares 7: R — R3,

y="T(x)=Sx+0b,

mit einem S € O(3) € GL3(R) (der orthogonalen Gruppe) und b € R3. Man spricht auch von
einer ,, Bewegung*. Diese kann man so einrichten, dass 7' (K) (also K in den neuen Koordina-
ten © = (21,9, x3) des Euklidischen Raumes) die angegebene Teilmenge als Rotationskorper
um die z;-Achse ist. Den Verschiebungsvektor b € R? setzt man dabei so, dass die Spitze des
Kegels in den z-Koordinaten in den Nullpunkt fallt (d.h.: b ist einfach die Kegelspitze in den
urspriinglichen y-Koordinaten). Dann bestimmt man den Verbindungsvektor von Kegelspitze
zum Mittelpunkt der Grundscheibe (d.i. die Differenz dieser beiden Vektoren im y-Raum) und
langt diesen dann auf die Lénge 1 ab. Diesen Einheitsvektor schreibt man in die erste Spalte der
Matrix S. Dann hat man etwas Freiheit und ergénzt diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis
des R? (beziiglich des kanonischen Skalarproduktes, das Bestandteil des ,, Euklidischen Raumes*
ist) und schreibt diese beiden ergénzten Vektoren in die Spalten 2 und 3 von S und erhélt so ei-
ne orthogonale Matrix S. Diese Bewegung iiberfiithrt dann offenbar gerade den Rotationskorper
aus dem Losungsvorschlag nach K (nachdem man die neuen Koordinaten x = (z1, 29, x3) in
x = x1, y := 9 und z := x3 umbenannt hat). Nach der Transformationsformel fiir Isomor-
phismen (des Vektorraumes R?) und der Translationsinvarianz von A* bleibt A sogar unter der
Gruppe

G={T:R* = R*: T(z) =Sz +b, mit S € GL3(R), b € R* und |det S| = 1}

invariant und die Bewegungsgruppe Bews3(R) aller Bewegungen ist eine Untergruppe von G. Es
reicht daher das Volumen von T!(K) (also K in den neuen Koordinaten) zu bestimmen.]

Aufgabe 35. Zeigen Sie, dass fiir das Volumen V' eines Torus’ 7" mit Radien 0 < r < R gilt:

V = 27%r2R.

Losungsvorschlag. (i) Wir machen ein kleine Vorbemerkung, die wir gleich (und in dhnli-
cher Form auch anderswo) gut gebrauchen koénnen. Bei der Volumenberechnung des Rotati-
onskorpers aus Aufgabe 34.b ist es egal, ob man in der Ungleichung ,,<* oder ,<*“ verlangt,
denn die Mantelfliche

M ={(x,y,2) € [a,b] x R* : y*+ 2> = f(x)*}

hat A3-Mafl Null. Das kann man z.B. wiederum mit Cavalieri sehen. Dazu beobachten wir
zuniichst einmal, dass der Flicheninhalt \?(A) einer Kreisscheibe A C R? der gleiche ist, egal,
ob man den Rand der Kreisscheibe, die Kreislinie, mit hinzunimmt oder nicht. Der Schnitt mit
einer parallelen Geradenschar (die wir nach Koordinatenwahl als horizontal annehmen diirfen)
besteht nimlich aus héchstens zwei Punkten und hat daher A'-Maf} (Lénge) Null. Nach Cavalieri
ist damit eine Kreislinie im R? eine A>-Nullmenge. Die z-Schnitte von M sind aber nun gerade
Kreislinien, und daher folgt, dass M eine A3-Nullmenge ist.

(ii) Um nun das Volumen eines Torus’ (Rettungsring oder auch Doughnut genannt) zu be-
rechnen, legen wir zunéchst unsere Koordinaten im Euklidischen Raum so, dass wir den Torus



als einen Rotationskorper im Sinne von Aufgabe 34.b bekommen. (Zur Koordinatenwahl siche
auch die Anmerkung im Anschluss an Aufgabe 34.) Die Koordinaten entsprechend gewihlt,
bekommt man den Torus als Rotationsfliche um die z-Achse, wenn man die Kreisscheibe in
der zy-Ebene mit Mittelpunkt (0, R) und Radius » um die z-Achse rotieren ldsst. Nun ist die
Kreislinie

C={(r,y) €eR*: 2>+ (y — R)* =1?}

nicht der Graph einer stetigen Funktion, weshalb wir nur den oberen Teil durch den Graphen
von f:[—r,r] - R mit f(z) = R+ v/r? — 22 und den unteren Teil durch den Graphen von
g:[—r,r] =& R mit g(x) = R — v/r? —2? beschreiben. Dann erhalten wir den Torus 7" als
Differenzmenge R

T =K\ K,

wobel wir mit K; C R? den (abgeschlossenen) Rotationskorper aus 34.b zu f und mit I%g
den Rotationskorper ohne Mantelfliche zu g meinen. Da K, C K ist, wissen wir nach den
Eigenschaften eines Mafies und der Vorbemerkung, dass A\3(K,) = A\3(K,,) ist:

N(T) = N (Ky) = N(Ky) = N (Kf) = \(K,) = ﬂ/]ﬂ(x) — ¢*(z)dz.
Der Rest ist nun Routine:

A (x) — ¢*(z) = 4RVr? — 22.

Da dies eine gerade Funktion in r ist, reicht es, das Integral von 0 bis +r zu nehmen, und dieses

am Ende zu verdoppeln. Wir machen wegen der Wurzel noch die Substitution £ = sin ¢, fiir

z € ]0,7], also ¢ € [0,7/2], und finden dann

dx
— = T COS
ng (107

also

r r w/2
/ 4R\/r2—w2dx:4Rr/ \/1—(2)26533:437/ \/1—Sin290'7“00590d90-
0 0 0

Im Bereich [0, 7/2] ist aber \/1 — sin® ¢ = + cos ¢, so dass wir

/2
cos? @ dy

V = 27r/ ARV1? — 22 dx = 87r7’2R/
0 0

erhalten. Das Integral foﬂ/ ? cos? ¢ dp kann man mit partieller Integration schliefflich schnell zu

w/2
/ cos® pdyp = T
0 4

berechnen, so dass insgesamt tatséchlich folgt:

V =27%r%R.



Aufgabe 36. (a) Sei K C R?® kompakt mit K+ 0. ([O( bezeichnet hier das Innere von K.)
Begriinden Sie, dass K Borelsch ist und fiir das Lebesguesche Mafi M3(K) = V gilt: 0 < V < 0.

(b) Der Schwerpunkt Sk = (s1, 2, 3) € R? eines Korpers K C R? (d.h.: K ist kompakt mit
K# 0) wird definiert durch (vol(K) := X*(K))

1
S Vol(K) /Kx, x (i ,2,3)

Sei nun S = Sgz = (s1,52,83) € R? der Schwerpunkt der oberen Halbkugel B} = {z € B® :

(i) Begriinden Sie mit Hilfe der Transformationsformel fiir lineare Diffeomorphismen, dass
Ss1 = s9 = 0 ist.

(ii) Berechnen Sie mit Hilfe von Tonellis Satz s3.
Lésungsvorschlag. (a) Ist K C R? beschrinkt (insbesondere also, wenn K kompakt ist), so

gibt es ein R > 0, so dass K Teilmenge des Wiirfels Wx mit Kantenlinge 2R ist, Wz = [~ R, RJ>.
Es folgt mit der Monotonie von \3:

N(K) < N (Wg) = (2R)? < <.
Ist U C R? offen und nicht-leer, so enthilt U einen Wiirfel
Welp) = {x €R®: |a;—pj| <=, j =123},
mit einem p = (py, pa, p3) € U und einem ¢ > 0. Wegen der Monotonie des MaBes folgt:
0 < (26)° = N (Wa(p)) < X°(U).

Ist nun K kompakt, so ist also einerseits V' = M\3(K) < oo, und hat zudem K nicht-leeres
Inneres, K# (), so ist, weil KC K und K offen ist, auch

N(K) > N(K) > 0.

(b) [Vorbemerkung. Der Schwerpunkt Sx € R? eines Kérpers K C R? ist wohldefiniert.
Denn einerseits ist vol(K) € (0,00) nach Teil (a), und andererseits ist eine stetige Funktion
f: K — R auf einem Kompaktum K auch Lebesgue-integrierbar, weil |f| nach dem Satz von
Weierstrafl beschrankt ist. Ist ndmlich etwa |f| < ¢, fiir ein ¢ > 0, so ist

/|f|dx§/cdx:c-V01(K)<oo,
K K

also f integrierbar. Die Projektionen m;: K — R, m;(z) = x; (i = 1,2,3), sind stetig und damit
ist S € R wohldefiniert.]

(i) ,Aus Symmetriegriinden® muss der Schwerpunkt von K = B} = {z € B® : 23 > 0} auf
der x3-Achse liegen. Dieses Argument konnen wir mit der Transformationsformel fiir lineare
Diffeomorphismen so priizisieren: Sei T: R* — R3 die Spiegelung an der xoz3-Ebene, also

T(yl,y2,y3) = <—y1;y271/3) = (951@2@3)'
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Dann ist det7 = —1, also |det T'| = 1, und es ist T(B3) = B3, denn y € B} < Ty € B3 Es
ist deshalb mit m(x) = x1:

vol(B2) - 51 = /

ndo= [ o) |detT]dy = [ —pidy= —vol(®) 51,
B T-1(B3) B}

3
+ +

und daher s; = 0. Mit der Spiegelung an der x;x3-Ebene argumentiert man genauso und

erhélt s, = 0. Man hat also nur die Symmetrie von B? gegeniiber diesen beiden Spiegelungen
ausgenutzt.

(ii) An der z1x9-Ebene kénnen wir nun nicht mehr spiegeln, da dies IB%§r nicht in sich tiberfiihrt.
(Das Argument wiirde aber zeigen, dass der Schwerpunkt von B? im Mittelpunkt liegt. Na ja.)
Ich denke, dass wir s3 jetzt wirklich ausrechnen miissen. Das machen wir naheliegender Weise
mit Tonellis Satz, in dem wir die m3-Schnitte in z3-Richtung betrachten. Fiir jedes t € [0, 1] ist
namlich (73)¢: (BY); — [0, 00) konstant gleich ¢ und

(B2); = {(w1,20) € R*: x4 235 <1— ¢},
also eine Kreisscheibe vom Radius 7(t) = v/1 — ¢2, und hat daher Flicheninhalt

)\2((]]?51)75) = mr?(t) = m(1 — t?).
Es folgt:

1 1
VOI(Bi) -83 = / (/ tdxldxg) dt = / t (/ ldxldx2> dt
0 (B3)¢ 0 B2 )+

1 1 1
1, 1 1 1. 1
= t-m(l—t*)dt = t—tPdt=m|=t* —=t*| =7(z—-)=-m.
/0 m(1 =) 7T/O ”{2 1, G- =Tm

Mit dem halben Kugelvolumen

1 1 47 2
VOl(Bi) = §V01<B3) = § . ? = g’ﬂ'
folgt:
ir 3
S3 = ;1— = —-.
§7T 8



