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Musterlosungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 37. Wir betrachten die Kugelkoordinaten ®: G — R? mit G = (0,1) x (0, 7) x (0, 2)
und

O(r,0,p) = (rsinf cos p, rsinfsin @, r cos ).
Wir benutzen von Aufgabe 44.b aus Analysis II, dass ® injektiv ist.

(a) Berechnen Sie die Jacobische Jg: G — [0,00), argumentieren Sie moglichst sauber mit
dem Umkehrsatz, dass D = ®(G) ein Gebiet ist, bestimmen Sie D und begriinden Sie, warum
®: G — D ein Diffeomorphismus ist.

(b) Begriinden Sie, warum B? \ D eine Borelsche Nullmenge ist. (Hint: Z.B. mit der Transfor-
mationsformel oder auch mit Cavalieri wie in der Musterlosung-10 von Aufgabe 35.)

(c) Zeigen Sie nun (erneut) mit Hilfe dieser Kugelkoordinaten, dass fiir das Volumen V' der
Einheitskugel B* = {z € R?: ||z|| < 1} gilt:

4
Vzgﬂ'.

Losungsvorschlag. (a) Zunichst berechnen wir die Jacobi-Matrix von @ in jedem Punkt

y=(r,0,¢) cG:

sinfcosy rcosfcosyp —rsinfsing
Jac(®)(r,0,¢p) = | sinflsing rcosfsing rsinfcose
cos 6 —rsinf 0

Zur Berechnung der Determinante entwickeln wir mit Laplace nach der letzten Spalte:

det(Jac(®))(r, 0, ) =
—rsin @ sin o(—7rsin? @ sin ¢ — r cos® #sin @)
—7sin 6 cos p(—rsin®  cos  — 7 cos® O cos @)
= r%sinfsin® p(sin® @ + cos® §) + r? sin @ cos® p(sin? 6 + cos? 0)
= 7r?sinf(sin’ ¢ + cos® ) = r’sin .
Da sin auf dem Intervall (0, 7) positiv ist, erhalten wir also schlielich

Ja(r,0,0) = |det(Jac(®))(r,0,¢)| = r*sinf > 0,

fir alle y = (r,0,¢) € G. Damit ist das Differential D®(y) in jedem Punkt y = (r,0,¢) € G
invertierbar. Der Umkehrsatz liefert dann, dass D = ®(G) C R? offen ist und dass ® um jeden
Punkt y € G lokal umkehrbar ist. Aber wir wissen schon, dass ®: G — R? injektiv und damit
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®: G — D bijektiv ist. Deshalb ist fiir jedes x € D und offenen Umgebungen U C G von
y=® () € Gund V C D von z, so dass ®(U) =V und ®|U:U — V Diffeomorphismus ist:

(@|U) =07V

Deshalb ist ® ! auch stetig differenzierbar und damit ®: G — D ein globaler Diffeomorphismus.
Da G wegzusammenhingend ist, ist es auch D und damit D C R3 ein Gebiet.
Wegen r € (0,1) ist
DC{zeB: 0< |z <1},

wegen ¢ € (0,2m) ist mit
H = {(z1,29,23) €EB*: 25 =0, 7, > 0}

DN H = () und die Punkte, wo § = 0 bzw. § = 7 ist (wenn man ® auch dort durch die gleiche
Vorschrift definieren wiirde), liegen auf der z3-Achse und sind daher schon in der Halbebene H
enthalten. Alle anderen Punkte aus B? werden getroffen, so dass

D =B\ (S*UH)
ist.

(b) Wir wissen bereits aus Aufgabe 13.b, dass H eine Nullmenge ist, da sie Teilmenge der
Ebene {xy = 0} ist. Dass auch die 2-Sphére

SP={rcR®: ||z|| =1}
eine Nullmenge ist, konnen wir wieder mit Cavalieri sehen. Es sind ndamlich die Schnitte
S? = {(.ﬁCl,.’ﬂg) S Rz . (.’ﬂl,l’g,t) € SQ}

fir t € (—1,1) Kreislinien in R? und damit Nullmengen (siehe auch die Anmerkung in der
Musterlésung-10 von Aufgabe 35, wo Cavalieri noch mal angewendet wird), fiir ¢ = £1 ist der
Schnitt ein Punkt, und fur |¢| > 1 ist er sogar leer. In allen Féllen ist er damit eine Nullmenge
und deshalb S? auch. Insgesamt ist damit B* \ D eine Nullmenge, daher A\3(B?) = A\*(D) und
wir kénnen dann w3 = A*(B*) mit Hilfe der Transformationsformel zu

mzlh@@

(c) Um das zu tun, brauchen wir erneut eine Feinheit, die nun Nullmengen in G betrifft. Der
Rand von G ist erneut eine Nullmenge, weil er aus sechs Teilen besteht, die jeweils in einer Ebene
liegen. Die Funktion Js hat auf G eine stetige Fortsetzung durch die gleiche Funktionsvorschrift
(r,6,0) +— r?sinf. Deshalb kénnen wir nun Jp auch iiber G integrieren und dieses Integral
nach Tonelli dann als ein dreifaches Integral in jeweils einer Variable einer stetigen Funktion
iiber einem kompakten Intervall berechnen. Letztere sind dann aber Riemann-Integrale, die wir
mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung endgiiltig ausrechnen koénnen. Das
machen wir jetzt noch:

Vo= /Jq) dy—/// r2sin 0 drdfdy = (/ dgp)-(/olﬁdr)-(/oﬂsinﬁdﬁ)

311 0 2__
lo* [ cos 3 3™

berechnen.

= 27~ [g?“
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Aufgabe 38. Wir betrachten nun die Polarkoordinaten ®: G — R? mit G = (0, 00) x (0, 27)
und

O(r, ) = (rcosp, rsinp).

(a) Berechnen Sie die Jacobische Jg von @, das Bild D C R? von ® und begriinden Sie, warum
®: G — D ein Diffeomorphismus ist.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten die Integrale
/ eV dady, / e~ dady,
B2 R?

und zeigen Sie mit Hilfe des 2. Integrals (erneut):

/ e dy = Nz
R

Losungsvorschlag. (a) Das ist dhnlich wie in Aufgabe 37.a, nur einfacher. Fiir die Jacobische
von ¢ finden wir

- cosp —Trsine B 2 .9 o
O(r, ) = ]det( sing 1 cosg >|—|r(cos p+sin“ )| =r>0.

Deshalb ist D = ®(G) offen. Wir wissen von frither (siche Aufgabe 44.a, Analysis-II), dass ®
injektiv ist und wegen des Umkehrsatzes ist ® dann ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Aus
der Definition von @ sieht man, dass D = R?\ H mit

H = {(z1,29) ER*: 2, =0, z; >0}
ist.

(b) Da H eine Nullmenge ist (und auch S' C R?), kann man die angegebenen Integrale mittels
der Transformationsformel iiber G := (0, 1) x (0, 27) bzw. iiber G berechnen bzw. sogar, dhnlich

wie bei 37.b, die stetigen Fortsetzungen iiber G bzw. G und dann Tonellis Satz verwenden, und
schliellich durch iterierte Riemann-Integrale ausrechnen.

(1)
1 p2r 1
I:= / exp(v/22 4+ y?) dedy = / / exp(r) - rdrdy = 27r/ re’ dr.
B2 o Jo 0

Mit partieller Integration u(r) = r und v/(r) = e” fiihrt dies zu

1 T ! T T

%[:[re]é—/o edr=e—[ey=e—(e—1) =1,
also

I =2m.
(ii)
“d, 1 .
J = exp(—z? — ¢? dxdy— * L rdrde = 27 —(—=e")dr
R2 o dr 2
1 o
= 2nl-ge | = —m(0-1) =



Mit Tonelli ist

(/ e dr)? = (/ e dm)(/ eV dy) = /(/ e eV dy)du
—oo R R R JR
= /(/ e eV dr)dy = / eV dady = J,
R JR R?

/ e~ dx = /7.

(e}

also

Aufgabe 39. (a) Sei A das Borel-Lebesguesche Maf§ auf R* (n € N), Q C R” ein (achsen-
paralleler) Quader und sei € > 0. Zeigen Sie, dass es ein r € N und (achsenparallele) Wiirfel
Wi, ..., W, CR" gibt mit Q C Wy U---UW, und

(Hinweis: Priifen Sie das zunéchst fiir Quader mit rationalen Eckpunkten und approximieren
Sie dann ) mit solchen von auflen.)

(b) Zeigen Sie nun, dass man das duflere Lebesgue-Ma8 \* auf R™ auch mit Wiirfelitberdeckun-
gen an Stelle von Quaderiiberdeckungen definieren kénnte, d.h.: fiir alle A C R"™ ist

A(A) = inf{z AW;) €10,00] = (W;)jen ist eine Wiirfelitberdeckung von A}.

jeN

Losungsvorschlag. (a) Sei also Q@ = H?:l I, € R" ein (achsenparalleler) Quader. Da A
translationsinvariant ist, diirfen wir annehmen, dass die linke Intervallgrenze von I; Null ist,

also .
Q = H[Oa b]]

7=1

Hier haben wir 0.B.d.A. auch angenommen, dass () abgeschlossen ist, da sich das Maf3 von )
nicht dndert, wenn Teile des Randes von () nicht zu ) gehoren.

(i) Sei zunéchst b; € Q, fiir alle j = 1,...,n. Dann konnen wir sogar endlich viele Wiirfel
Wy, ...,W, C R" finden, die @) iiberdecken und

ZA(W» =\Q)

erfiillen. Wenn wir alle b; > 0 nédmlich auf einen gemeinsamen Hauptnenner [ € N bringen,
diirfen wir also annehmen, dass b; = m;/l mit m; € Ny, fir alle j = 1,...,n, ist. Dann
betrachten wir fiir jedes k = (ky,...,k,) € N" mit k; <m; (j=1,...,n) den Wiirfel

ki—1 Kk
Wi =[]l ..
j=1
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Diese haben alle Kantenlédnge 1/] und damit Volumen 1/1", und es gibt my ---m, davon, so
dass

1 L mj L
SN = =TT =TT - @
k 7j=1 7=1
ist. Auflerdem ist offenbar
Q=Jm,

k

so dass also @) von (W},) tiberdeckt wird. (Die verschiedenen W}'s schneiden sich allenfalls in
Nullmengen.)

(ii) Seinun b; € [0, 00) beliebig (j = 1,...,n) und € > 0 auch. Wir wéhlen fiir jedes j = 1,...,n
eine monoton fallende Folge rationaler Zahlen (r;;)en, die gegen b; konvergiert, (rj)ien N\ b;.
Dann betrachten wir fiir jedes [ € N den Quader

n

Pl = H[O,’I"ﬂ] Q Rn,

j=1
der nun offenbar rationale Eckpunkte hat. Es existiert nun ein /) € N, so dass mit F := P,
APo) = MQ) =[] ra —J[bi<e
j=1 j=1

ist, denn (], rj); konvergiert gegen []; b;. Nun gibt es nach Teil (i) Wiirfel Wy,..., W, (r € N),
so dass | J._, W; = P, 2 Q und

D AW = A(Py) < NQ) +¢

i=1

ist.
(b) Da fiir jede Wiirfelitberdeckung (Wj)ren von A € R™ wegen A C |, W, natiirlich

N (4) < YA
k

ist, reicht es zu zeigen, dass es zu jedem £ > 0 eine Wiirfeliiberdeckung (W}) von A gibt mit

D AW) < X*(A) +e.

Aber nach Defnition von A\*(A) gibt es eine Quaderiiberdeckung (Q););jen von A mit

DUAQ) < XN(4) + 5.

.....

r; € N), so dass

S OMWL) < MQ) + 5

=1



Die abzéhlbare Wiirfelfamilie (Wj;) en,i—1,...r, iiberdeckt dann A, denn

77777

UUsz‘ 2 UQj DA,
jEN =1 jEN
und es gilt:

"y

D RIS HCIFEE RIS 36

jeN i=1 jeN jeN

< (A + 5) + 5 = N (A) + e

Aufgabe 40. (a) Sei N C R" eine Nullmenge (bzgl. des duBeren Lebesgue-Mafles auf R™) und
e > 0. Zeigen Sie, dass es eine Kugeliiberdeckung (Bj,)ren von N gibt mit D, A(By) < €.

(b) Zeigen Sie, dass man das duflere Lebesgue-Mafl auf R™ auch mit Kugeliiberdeckungen
bekommt: Fir alle A C R"™ ist

= inf{z A(B;) € [0,00] : (Bj)jen ist eine Kugeliiberdeckung von A}.
jEN
(Hinweis: Benutzen Sie das (noch unbewiesene) Lemma aus der Vorlesung, dass man einen
Quader @ zu einem gegebenen £ > 0 so mit einer Kugeliiberdeckung (Bj)reny von @ versehen

kann, dass Y, A(By) < A(Q) + ¢ ist.)

Losungsvorschlag. (a) Sei Wy, € R™ der (abgeschlossene) Einheitswiirfel (d.h.: mit Kan-
tenldnge 1) und Mittelpunkt 0 € R™,

11,

WO —_— [_57 5] .

Die Umkugel von W ist dann die (abgeschlossene) Kugel By mit Mittelpunkt 0 € R™ und

Radius
1 1 /1 NLD
7’0—||(§a-~,§)||— ”'1—7‘

nn/2
vol(By) = wy, - 1 = gn W =1 Cny
wo wy, € R, das Volumen der Einheitskugel bezeichnet, w, = vol(B™). Nach der Transformati-
onsformel ist nun der Quotient

Thr Volumen ist

vol(B) ¢,

volw) ~ 1 ™
fiir jeden Wiirfel W C R™ und seiner Umkugel B der gleiche. Hat ndmlich W die Kantenldnge
r > 0, so hat seine Umkugel den Radius r - ry, und damit ist

vol(B) = vol(By)r" = ¢,vol(W)

(und der gemeinsame Mittelpunkt von W und B spielt wegen der Translationsinvarianz des
Mafles sowieso keine Rolle dabei).



Ist nun N C R" eine Nullmenge und ¢ > 0, so finden wir zunéchst nach Aufgabe 39.b eine
Wiirfelitberdeckung (W) ken mit
D> AW < —g

keN

Fiir jedes Wy (k € N) betrachten wir dann seine Umkugel By 2 Wj. Dann ist auch (By)ren
eine Uberdeckung von N und es gilt:

S ABY) = 3 @A) < e Ci —c.

keN keN n

(b) Das ist jetzt dhnlich wie in Aufgabe 39 (eigentlich genauso), nur dass es schwieriger ist,
einen Quader volumensparsam mit Kugeln zu iiberdecken. Dieses Lemma aus der Vorlesung
(welches wir vielleicht auf dem néchsten Ubungsblatt noch mal betrachten) benutzen wir jetzt:
Ist @ C R" ein Quader und § > 0, so gibt es eine Kugeliiberdeckung (By)ren von Q mit

D ABR) < MQ) + 6.

Dann konnen wir fiir jedes A C R™ wie in 39.b zu Ende argumentieren, dass A fiir jedes € > 0
eine Kugeliiberdeckung (C}),en hat, so dass

Z)\ ) <A (A) +¢

ist. Das zeigt dann tatséchlich:

= inf{z A(B;) € [0,00] : (Bj)jen ist eine Kugeliiberdeckung von A}.

JEN



