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Musterlosungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 41. Sei A das Borel-Lebesguesche Maff auf R” (n € N).

(a) Seien f,g € L'()\). Zeigen Sie, dass ¢:R" x R" — R, (z,t) — f(t)g(z — t), messbar und
bzgl. A ® A integrierbar ist und damit nach Fubinis Satz f * g: R" — R,

(f % g)(x) = / F()g(x — ) dA(D).

AM-fast iiberall definiert ist. Wir setzen (f % g)(z) = 0 fiir die z € R", wo diese Vorschrift nicht
definiert ist, und nennen f % g die Faltung von f und g. Begriinden Sie, warum f % g messbar
ist und

1 gl < 17Nl Mgl
gilt (und damit also f x g € L1()) ist).
(b) Zeigen Sie, dass
st L'(A) x LH(A) = L'(\), ([f], [9]) = [f * g]

wohldefiniert, R-bilinear, assoziativ und kommutativ ist.

(Hinweis: Benutzen Sie Translationsinvarianz von A und Tonellis Satz.)

Losungsvorschlag. (a) Die Funktionen ¢: R" x R” — R und 7: R" — R mit
U(x,t)=x—t, =(x,t)=t,
sind stetig und damit messbar. Deshalb ist auch ¢: R" x R" — R,
plo,t) = f(t)g(z =) = ((fom) - (goy))(x,1)

messbar. Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles oder direkt aus der Transfor-
mationsformel fiir die Translation 7: R™ — R", y — y + ¢ (bei festem t € R™), die Jacobische
gleich 1 hat, ist

[ se-var@ = [ gor@irxe = [ gorin): Ly
~ [ st

und das Gleiche gilt fiir |g| an Stelle von g. Deshalb schlieBen wir mit Tonellis Satz
[otelanen = [ 15@i[ lgt - 0laxa) a
R2n R R
= /R FOI : l9(W)[ dA(y)) dAE) = [[f]l1 - llglls < oo,

1



also ist ¢ integrierbar. Deshalb folgt nun aus Fubinis Satz, dass f * ¢:R" — R,

Frola) = [ erare) = [ fala e,

A-fast-iiberall definiert ist. Setzt man f * g gleich Null auf der Borelschen Nullmenge, wo sie
nicht definiert sind (in diesem Fall ist das +-Integral oder das —-Integral unendlich), ist f * g
auflerdem A-integrierbar (insbesondere also messbar) mit

reate = [ |[ evaren| e < [ (] el axena
= [ 1eldtex) =171 lalh,

wie gerade gesehen.

(b) (i) Seien f, f.g,§ € L£Y\) mit f = f fii. und g = § f.ii. AuBerhalb einer Nullmenge
N C R™ ist dann 3

fx) = f(z), g(z) = g(x),
und (f * ¢)(z) und (f * §)(x) sind durch die Integralausdriicke gegeben. Mit N ist auch die
Translation um x von —N eine Nullmenge und deshalb ist

Fei)a) = [ F)ix—1are = / F(t)d(x — ) ax()

R" R\ (NUTz(—N))

= / . “(_N))f@)g(x—t) aA(t) = | Fg(e = 1)dAR) = (f = g)(a).

Es folgt: [f * g] = [f * g], d.i.: »: L' x L' — L' ist wohldefiniert.

(ii) Seien fi, fo,g € LY(\) und a1, as € R. Aufgrund der Linearitéit des Integrals folgt fiir alle
x € R", wo f1*gund f5* g durch das Integral definiert sind:

ar(fi*g)(x) + aafoxg)(z)=a . filt)g(z — 1) dA(t) + aq . fao(t)g(z — 1) dA(2)

= /n(alfl + az fa)(t)g(x — 1) dA(t) = ((arfi + azf2) * g)(z).

Die letzte Gleichung gilt, weil fiir den Fall, dass das Integral existiert (also die Integrale iiber
die +- und —-Teile endlich sind), die Faltung auch durch das Integral gegeben ist. Da dieses
Integral hier existiert, ist es also die Faltung zwischen a; f; + asfo und g. Daraus folgt, dass *
im ersten Argument bilinear ist und fiir das zweite Argument argumentiert man vollig anlalog
oder benutzt die nun folgende Kommutativitéit von .

(iii) Seien f,g € £'(\) und x € R™ derart, dass ¢ * f in x durch das Faltungsintegral gegeben
ist. Wir betrachten dann den affinen Diffeomorphismus ®: R” — R”, der durch

t=®(s)=z—s

(bei festem x) gegeben ist. Dieser hat offenbar Jacobische Jg(s) = |det D®(s)| = 1 und daher
gilt:

D) = [ o= N0 = [ g08() - S B) - Jals)dNG)
= [ g9+ f(5) M) = (F +9)a).
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Es ist also

1% lg] = lal = [f], VIf]lg] € L'(N).

(iv) Seien nun f, g, h € L1(\). Wir betrachten jetzt mal die Funktion a: R" x R" x R" — R,

oz, 4, ) = h(w)g(v)f (& —u —v).
Dann argumentiert man wie unter (a), dass o messbar und sogar integrierbar bzgl. A ® A ® A
ist mit
ol = [ lald(vA@ %) = [l - lall - 171 < o
Deshalb ist nun der Schnitt
a;: R X R" - R, (u,v) — h(u)g(v)f(z —u—)

fir fast alle z € R"™ integrierbar. Wir nennen die Nullmenge, wo |[a.||; = oo ist, N und
betrachten ein x € R™\ N. Zu diesem z betrachten wir nun weiter den affinen Diffeomorphismus
®:R" x R" — R" x R", gegeben durch

(u,v) = ®(s,t) = (x — s — t,1).

D®(s,t) = ( _01 _11 )

Jo(s,t) = |det DO(s,t)| =1,

Dann ist

und daher

fir alle (s,t) € R" x R™. Nun erhalten wir mit Fubini einerseits:

/R2n a, dA®N) = /n h(u)(/n g()f(x —u—v)dA(v)) d\(u)
= [ B} (9 £)o — 0 dAw) = (i (9% 1) o)

(x ist also auch ein Punkt, wo h * (g * f) durch das Faltungsintegral gegeben ist.) Andererseits
ist mit der Transformtionsformel nun auch a, o ® - J3: R” x R™ — R integrierbar und erneut
mit Fubini erhalten wir:

/2 a, dA® N) :/2 (ap 0 ®) - Ja(s, 1) dA(s)dAA (D)
= [ ba=s = o axsaxe = [ f6)([ glne - s = ane) in)
= [ 56)g < W =) ars) = (F ¢ g+ 1))

n

(was zeigt, dass auch f * (g h) in solch einem x durch das Faltungsintegral gegeben ist). Nach
Teil (iii) ist dann also

(f # (g = h))(@) = (hx (g [)) (@) = ((f * g) * h)(z),



fiir fast alle x € R™ und daher schliefilich fiir alle [f], [¢], [h] € L'(\):
[T+ (lg]  [R]) = ([f] * [g]) * [A].

[Anmerkung. Die Faltung von f und ¢ in einem (generischen) Punkt x € R™,

(f *g9)(x) = - f)g(z —1) dA(?),

kann man als eine Mittelung von g um den Punkt x mit den Gewichten f(t) ansehen. Hat etwa
f einen Triger nur in einer e-Kugel um 0 (d.h.: f(t) = 0 fiir |[t| > ¢), so mittelt (f * g)(z)
die Werte von ¢ in einer e-Kugel um 2 (mit den Gewichten f(¢)). Auf diese Weise kann ein
g € LP(N) (1 <p<oo)durchein f € C°(R") (eine C*°-Funktion mit kompaktem Tréger) auch
geglattet werden und wenn f. Tréager in B (0) hat, so ist f. g nicht nur glatt (d.h. C*°) sondern
konvergiert (bei geschickter Wahl) fiir ¢ — 0 auch noch in der LP-Norm gegen g. Das zeigt, dass
C>(R™) N LP(R™) dicht in LP(R™) liegt. Da auch C°(R") in C>*(R™) N LP(R™) dicht liegt, also
sogar C°(R™) dicht in LP(R™) ist, ist damit LP(R™) die Vervollstindigung von C2°(R™) bzgl.
der LP-Norm, so wie R die Vervollstindigung von Q bzgl. | - | ist.]

Fiir die folgenden drei Aufgaben benutzen wir folgenden Satz aus der Funktionalanalysis:

Satz (von Stone-Weierstra$). Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und (C(K,R), || - ||o0)
die Banach-Algebra der stetigen Funktionen auf K (siehe auch Aufgabe 35.b, Analysis-II). Sei
weiter A C C(K,R) eine Unteralgebra, so dass

o fiir jedes z € K ein f € A mit f(x) # 0 existiert und

e fiir jedes Paar (z,y) € K X K mit = # y ein g € A existiert mit g(z) # g(y).
Dann liegt A dicht in C(K, R).

Aufgabe 42. Sei K C R" kompakt und f: K — R™ stetig (m,n € N). Zeigen Sie, dass es eine
Folge (Py) stetig differenzierbarer Funktionen Py: K — R™ (k € N) gibt, die gleichméBig gegen
f konvergiert. (Hinweis: Versuchen Sie es mit polynomialen Abbildungen.)

Losungsvorschlag. (i) Wir betrachten die polynomialen Abbildungen auf K, d.i.
A={feCK,R): IpeRT,....,T,]: f(z)=px), Ve € K}.

Das ist zunéchst einmal eine Unteralgebra von C(K,R), denn R[T},...,T),] ist selbst eine R-
Algebra, die auf diese Weise homomorph auf A abgebildet wird. Die konstante Funktion h = 1
liegt offenbar in A, und A trennt auch Punkte, wie man sagt, d.h.: Sind z,y € K mit x # vy,
so gibt es zunéchst mal ein j, € {1,...,n} mit x;, # y,,. Die Projektion m;;: K — R, z — z;,
liegt in A und es ist
Tjo (ZE) = Ljo 7é Yjo = Tjo (y)

Deshalb sind die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstraf erfiillt und damit liegt A
dicht in C(K,R). D.h.: Fiir jedes stetige f: K — R gibt es eine Folge (p) in A mit (pg) — f in
der Supremumsnorm, d.i.: (pg) konvergiert gleichméfig gegen f.
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(ii) Ist nun f: K — R™ stetig (aber vektorwertig), so wendet man dieses Resultat auf die Kom-
ponenten fi: K — R (i =1,...,m) an. Es gibt also Folgen (p;t)ren, so dass (pi)r gleichméBig
gegen f; konvergiert (fiir i = 1,...,m). Sei € > 0. Dann gibt es also k; € N, so dass fiir alle
k > k; und alle x € K gilt:

|pir(z) = fi(z)| <

3

Wir setzen nun
P K —= R™, pr = (Piks - - -, Pmk)-

Dann gilt fiir alle & > ky := max]*, k; und z € K:

m m
g2 )

Ipr(z) — f(2)]* = Z(mx) — fi(x))? < Z — =

Das zeigt, dass (px) gleichméaBig gegen f konvergiert.

Aufgabe 43. Sei F:S"! — R" ein stetiges Vektorfeld (n € N).

(a) Zeigen Sie, dass es eine Folge (Qy) stetig differenzierbarer Vektorfelder auf S*~! gibt, die
gleichméfig gegen F' konvergiert.

(b) (Igelsatz) Sei nun n ungerade. Zeigen Sie, dass I eine Nullstelle hat.

Losungsvorschlag. (a) Wir kénnen F: S*~! — R™ zunichst nach Aufgabe 42 durch eine Folge
(P,: S 1 — R™), stetig differenzierbarer Abbildungen gleichmiflig approximieren, denn S"!
ist kompakt. Zu € > 0 gibt es also ein kg = ko(¢) € N, so dass fiir alle k > ky und z € S"! gilt:

<
>

Nun sind die Abbildungen P, (k € N) i.a. keine Vektorfelder auf S"~!. Deshalb zichen wir von
Py(z) € R" die radiale Komponente ab und setzen also Q:S"™' — R",

Qr(z) = Bi(x) — (Pi(z),2) -

(wo (-,-) das kanonische Skalarprodukt auf R™ bezeichne). Die Abbildungen @y (k € N) sind
dann auch stetig differenzierbar und sie sind nun auch Vektorfelder auf S*~!, denn fiir alle
re S ist

(@Qr(@),2) = (Pi(2), ) — ({Pi(w),2) - @, 7) = (Pi(2), ) — (Pi(z),z) - [l2]|* = O,

1Pk (x) = F(z)]| <

denn ||z||* = 1 fiir x € S"~!. Und auch (Qi) konvergiert gleichméBig gegen f, denn zu ¢ > 0
und dem kq(g) € N von oben gilt nun wegen (F(z),z) = 0 fiir alle x € S"™! und k > kq:

1@ (z) = F(2)]| = [I(Px(z) = <§k($), v)x) = F(z)|| < [|Pi(2) = F(@)[| + [|(Pi(2), z)z]

€ £
<5 tHB(@) 2) 2] = 5 + (Pu(z) = F2), 2)] < 5 + || Pe(e) = F(z)] - |||
nach Cauchy-Schwarz und daher tatséchlich wegen ||z| = 1:

|Qu() = Fa)l| < 5 +5 - 1=¢,
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fiir alle k > ko und fiir alle z € S*~ L.

(b) Wir beweisen zunéchst ein kleines

Lemma. Sei X ein metrischer Raum und (fy: X — R); eine Folge stetiger Funktionen, die

gleichméBig gegen ein (dann auch stetiges) f: X — R konvergiert, (fz) gl f. Sei weiter a € X
und (zy) eine Folge in X mit (x;) — a. Dann konvergiert auch die Folge (fx(x)) in R und es
gilt:

lim fi(xx) = f(a).

k—oo

Denn: Ist ¢ > 0, so wihlen wir einerseits ein k; € N, so dass fiir alle £ > k; und allen x € X

£
fela) ~ @) < 5
ist. Andererseits konnen wir wegen der Stetigkeit von f in a ein § > 0 finden, so dass fiir alle

x € X mit d(z,a) < § (wo d die Metrik auf X bezeichne) gilt:

€
£(&) ~ fla)] < =
Schlielich gibt es wegen (zx) — a ein ky € N, so dass fiir k > ko gilt: d(zg,a) < §. Fr alle
k > ko := max{ky, ko} ist dann

3

7 =

Fulww) = F(@) < [felon) = fa)] + 1 f@) = fla)] < 5+

also
kh_)m fe(zr) = fla).
> O

Hieraus folgt nun der Igelsatz, den wir fiir stetig differenzierbare Vektorfelder Q:S"~! — R"
schon in der Vorlesung bewiesen haben, auch fiir beliebige stetige Vektorfelder F: S"~ — R™.
Sei dazu also nun n ungerade.

Wir approximieren ndmlich F' zunéchst gleichméBig durch stetig differenzierbare Vektorfelder
Q. (k € N). Diese haben dann jeweils eine Nullstelle z;, € S"~!. Da S"~! kompakt ist, hat die
Folge (x;) einen Haufungspunkt a € S"~'. Nach Ubergang zu einer Teilfolge von (1) diirfen
wir annehmen, dass (z3) gegen a konvergiert. Dann kénnen wir das Lemma (mit der auf S"~!
induzierten Metrik) anwenden und erhalten:

Fla)= o Qo) = Jig 0=0

Aufgabe 44. (a) (Brouwers Fixpunktsatz) Sei f:B" — B"™ stetig (n € N). Zeigen Sie, dass f
einen Fixpunkt hat. (Hinweis: Approximieren Sie f mit stetig differenzierbaren Abbildungen
gr: B — R™ und skalieren Sie geschickt um, so dass gx(B") C B" ist.)

(b) (Retraktionssatz) Sei n € N. Zeigen Sie, dass es keine Retraktion r:B" — S"~! (also r
stetig mit 7 o4 = id, wo i:S""! < B"™ die Inklusion ist) gibt. (Hinweis: Bauen Sie aus einer
angenommenen Retraktion 7 ein fixpunktfreies f:B"” — B".)



Losungsvorschlag. (a) Wir approximieren auch hier unser stetiges f: B — B (B := B")
gleichméaBig durch stetig differenzierbare gx: B — R"™ (k € N). Nun bildet i.a. aber g; die
Einheitskugel B nicht wieder in B ab, sondern in eine evtl. (etwas) groBere Kugel mit Radius

7k = [|gklloc = sup [|lg (@) < oo,
zeB

da B kompakt ist. Um nun f auch gleichmé&fig durch stetig differenzierbare hy: B — B zu
approximieren, skalieren wir g, um, wie man sagt, d.h.; wir setzen hy: B — B,

hi. == prgr,

mit (Skalierungs-) Faktoren p, > 0 (k € N). Wenn |[|gx|lcoc < 1 ist, brauchen wir nichts zu
machen (also py := 1 dann), ansonsten setzen wir py := 1/|gx|lcc < 1, also zusammen

1
max{l, [|gelloc }

Pk = (k € N).

Es ist dann natiirlich auch hy, stetig differenzierbar und hy(B) C B (k € N), denn fiir alle z € B
ist
) el :
€T _=
’ max{1, [|gk/lcc

nach Konstruktion. Man beachte auch noch, dass (p) — 1 fiir & — oo konvergiert, denn

}Hgk(w)l\ <1

lgklloo = 1 fllool < llgk = flloo — 0,

also (||gklleo) = || fllco- Da R — R, t — max{1,t}, stetig und || f]|e < 1 ist, gilt in der Tat

max{l, [|gklloc} — max{l,[|fllc} = 1.

Daraus sieht man jetzt, dass auch (hy) gleichméBig gegen f konvergiert, denn

1Pk = flloe < 1k = gklloo + 1lgx = flloo = [I(ox = 1) - gklloc + lgx = Flloo
= Jpr = 1 llgrllo + lge = fllos —> 0+ | flloc + 0 =0.

Mit unserem kleinen Lemma aus Aufgabe 43 sieht man daraus jetzt auch den Brouwerschen
Fixpunktsatz fiir stetige Selbstabbildungen f: B — B. Wir approximieren f gleichméflig durch
stetig differenzierbare hy: B — B (k € N). Diese haben einen Fixpunkt z; € B nach dem Satz
aus der Vorlesung, und da B kompakt ist, kénnen wir nach einem eventuellen Ubergang zu
einer Teilfolge annehmen, dass (x) gegen einen Punkt a € B konvergiert, (z;) — a. Wegen
hi(xy) = zy, fiir alle k € N, erhalten wir deshalb

f(a) = lim hy(zy) = lim 2 = a.
k—o0 k—o0

Also ist a Fixpunkt von f.

(b) Brouwers Fixpunktsatz und Retraktionssatz sind dquivalent. In der Vorlesung haben wir
gesehen, warum der Retraktionssatz den Fixpunktsatz impliziert, denn der dortige Beweis funk-
tioniert auch fiir den stetigen Fall. Die Umkehrung kann man so sehen: Wir nehmen (nach
Teil (a)) an, dass der Fixpunktsatz gilt. Angenommen nun weiter, dass es eine Retraktion
r:B" — S ! gibt. Da S"~! C B" ist, ist dies auch eine Abbildung von B" nach B". Die inneren
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Punkte von B", dort, wo ||z|| < 1 ist, kénnen keine Fixpunkte von r sein, denn r bildet sie
ja auf den Rand ab, ||r(x)|| = 1. Die Randpunkte, also dort, wo ||z| = 1 ist, sind allerdings
alles Fixpunkte von r, r(z) = z, fiir alle x € S"!. Deshalb schalten wir jetzt noch die An-
tipodenabbildung d:S"' — S"7! d(z) = —uz, dahinter, setzen also f:B" — B", f := dor.
Das Argument dafiir, dass r keine Fixpunkte im Inneren hat, bleibt dann auch fiir f erhalten,
und die Randpunkte sind nun auch nicht mehr fix. Dieses f hat dann also keinen Fixpunkt.
Widerspruch! Es gibt also keine (stetige) Retraktion r: B" — S"~1.



