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Musterlosungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 45. Sei (X,d) ein metrischer Raum und s € [0,00). Fiir jedes 6 > 0 und jede
Teilmenge A C X setzen wir

H5(A) = inf{z diam(Cy)* € [0,00] : (Cy)y ist eine Uberdeckung von A
keN
mit diam(Cy) < 6, Vk € N}.

(diam(C') = sup{d(z,y) € [0,00) : z,y € C} € [0,00] bezeichnet hier den Durchmesser von
f#C C X, diam(0)* := 0 Vs > 0.) SchlieBlich sei

H*(A) = sup Hj(A) € [0, 0.

>0

Zeigen Sie, dass H*® ein duBeres Mafi auf X ist. (Man nennt H® (bis auf einen Faktor) das
s-dimensionale dufiere Hausdorff-Mafl auf X.)

Losungsvorschlag. (i) Zunéchst zeigen wir (eigentlich genau so, wie in der Vorlesung), dass
H3:P(X) — [0, 00] fiir alle s > 0 und 0 > 0 ein duBeres Mafl auf X ist.

(a) Man kann ja () mit der Folge (())xey iiberdecken und diam®(()) = 0. Es folgt: Hg () = 0, fiir
alle s >0, 6 > 0.

(B) Sei A C B. Zu zeigen ist dann: Hi(A) < H5(B). Das folgt daraus, dass jede 4- Uberdeckung
von B auch eine d-Uberdeckung von A ist. Bildet man das Infimum iiber eine grofere Teilmenge
M C[0,00] als N C [0,00], M D N, so ist natiirlich inf M < inf N. Daher ist

H3(A) < HIB), Vs >0,¥8 > 0.

(7) Das macht man mit dem &/2F-Kniff: Ist A = J, .y Ar und € > 0, so existieren §-Uberde-
ckungen (Cj;)jen von Ay mit

£

> diam(Cyy)* < Hy(Ar) + >

J=1

Dann ist aber (Cy;)x,jen eine abzdhlbare (5—Uberdeckung von A und damit

Hi(A) < Zdlam k) :Z(Zdiam(Cjk)s)



Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt tatséchlich
H3(A) < D H3(Av).
k=1

(ii) Nun machen wir noch den Grenziibergang 6 — 0. Zunéchst beobachten wir wieder, dass
fiir 67 < 09 jede d;-Uberdeckung auch eine do-Uberdeckung ist, woraus

M, (A) = H5,(A)

folgt. Damit ist (0,00) — [0, 00], § — H3(A), monoton fallend und deshalb konvergiert H35(A)
fiir § — 0 gegen H*(A),

H(A) = im HI(A), Hi(A) < HY(A), V6 > 0.

6—0

() Aus H3(0) = 0, fiir 6 > 0, folgt natiirlich

(B) Sei A C B. Wegen
H3(A) < H§(B) < H(B), V>0,

folgt auch
HP(A) = lim H35(A) < H(B).

6—0

(v) Und auch bei A = |J, oy Ax folgt aus

auch

[Anmerkung. Das (duBere) Hausdorffi-Mafl aus der Vorlesung, welches wir mit Kugeliiberde-
ckungen konstruiert haben, wird in der Literatur (siche z.B. H. Federer: Geometric Measure
Theory) als sphérisches Hausdorff-MaBl bezeichnet. Das eigentliche Hausdorff-Mafl auf dem
R™ ist dieses aus Aufgabe-45, welches mit beliebigen -Uberdeckungen gebildet wird. Das s-
dimensionale Volumen der Einheitskugel B® C R?® kann duch

7Ts/2

Ws = =————
G+
ausgedriickt werden, wo I': (0,00) — (0,00) die Gamma-Funktion ist, die auf den natiirlichen
Zahlen I'(n) = (n — 1)! (n € N) erfiillt. (Beachte auch: I'(3) = y/7.) Deshalb ist der Ausdruck
w

war® = N (B3(0)) = S2diam(B;(0))



fiir r > 0 und s € Ny richtig, weshalb man das Maf} aus Aufgabe-45 noch mit dem Fakor

71.5/2

T = ———~
25T (5 + 1)

skaliert (jetzt fiir jedes s > 0). Das ist dann das (duflere) s-dimensionale Hausdorff-Maf}, welches
man fiir jeden metrischen Raum bilden kann. Auf X = R"™ und auf einer groflien Teilmenge der
Borelalgebra 8™ C B(R™) (den so genannten s-rektifizierbaren Teilmengen) stimmt es mit dem
aus der Vorlesung iiberein (siehe noch einmal Federers GMT).]

Aufgabe 46. Sei X ein metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge A C X definiert man die
Hausdorff-Dimension von A durch

dimy(A) :=inf{s € [0,00) : H*(A) =0} € [0, 0]
Zeigen Sie fir 0 < s < t:
(i) H3(A) <o = H'(A) =0
(i) H'(A) > 0= H*(A) =

Folgern Sie daraus, dass fiir A (mit unendlich-vielen Elementen) auch gilt:

dimy (A) = sup{s € [0,00) : H*(A) = o0}.

Losungsvorschlag. (i) Sei also s > 0 und H*(A4) < co. Fiir jedes § > 0 und jede 6-Uberde-
ckung (C}) en von A ist dann

Z diam’( Z diam’™%( - diam®( < s Z diam®(

Infimumbildung auf beiden Seiten impliziert dann
HE(A) < O5HE(A), VO > 0.
Grenziibergang fiir 6 — 0 liefert schlieflich:

H!(A) = lim Hj(A) < lim (5 H3(A)) = 0+ H*(A) = 0.

6—0

(ii) Das ist nur die Kontraposition zu (i).

Ist nun ¢t > dimy(A) € [0,00), so gibt es nach Definition von dimy(A) ein s € (0,00), mit
dimy(A) < s <t und H*(A) = 0. Nach (i) folgt: H'(A) = 0.
Ist s < dimy(A) € (0,00], so gibt es nach Definition von dimy(A) ein ¢t € (0,00), mit
s <t < dimy(A) und H'(A) > 0. Nach (ii) folgt: H5(A) = oo. Fiir 0 < dimy(A) < oo folgt
damit also
dimy (A) = sup{s € [0,00) : H*(A) = oo}.



Der Fall dimyg (A) = 0 ist ein bisschen speziell. H ist gerade das Zihlma$ auf X', denn eine endli-
che Menge A = {z1,...,2,} (mit z; # x; fiiri < j) kann man mit ({z1}, {z=2},...,{z.},0,0,...)
iiberdecken, woraus schon mal (wegen diam’(f)) = 0 und 0° = 1) folgt:

HO(A) < n.

Aber da man fiir 6 < min;;(d(z;,z;)) auch mindestens n Mengen mit Durchmesser héchstens
0 braucht, um A zu iiberdecken, ist tatsédchlich

HO({x1,...,2,}) = n.

Fiir unendliche Mengen A ist also wegen der Monotonie eines dufieren Mafies dann H°(A) = oo
und daher gilt
dimy (A) = sup{s € [0,00) : H*(A) = o0}

auch dann. (Definiert man in diesem Fall mal sup()) := 0 (wo man jetzt () als Teilmenge von
[0,00) betrachtet), so gilt die Formel fiir alle Teilmengen A C X.)

Aufgabe 47. Sei C' C R die Cantormenge (sieche Aufgabe 11) und s := In2/1n 3. Zeigen Sie
mit folgender Anleitung, dass dimy(C) = s ist.

(i) #*(C) <1
(ii) Sei 6 < L und (J;)iz1

3 m eine endliche Uberdeckung von C' aus offenen Intervallen mit
diam(J;) < ¢, fiir alle ¢ = 1,...,m. Dann gilt

i diam(./

-----

l\.')lH

(iii) 3 < H3(C)

Losungsvorschlag. (i) Man erinnere sich daran, dass die Cantormenge C' der Durchschnitt
von kompakten Teilmengen Cj, C [0, 1] ist, die disjukte Verelmgung von 2F paarweise disjunkten

abgeschlossenen Intervallen I, ;, j = 1,...,2% der Linge 37" i
o0 2k
C=(Cr Ci=|JI, diam(f;)=37"
k=1 j=1

Sei nun 6 > 0 beliebig. Wir koénnen dann k € N so groB wihlen, dass 37% < § ist. Sei s :=

In(2)/1In(3) = logs(2), also
3% = 3logs(?) — 9,

Wegen C' C C}, der Monotonie des MaBes und weil (1 ;),-;
damit von C' ist, haben wir

o« eine Uberdeckung von Cj, und

.....

Qk
H;(C) S H3(Cr) <) diam®(L;) =28 - (37F) =28 (3) F =2"2F = 1.
j=1
Es folgt:
H(C) = lim H3(C) < 1.



(ii) (o) Behauptung: Ist [ < k und A C R eine Teilmenge mit diam(A) < 37!, so schneidet A

Denn: Nach Konstruktion der [;; (j = 1,...,2") ist der Abstand zweier verschiedener Intervalle
I, und I, fiir p # ¢ mindestens 37!. Deshalb kann A dann hochstens eines dieser Intervalle
schneiden, sagen wir I;,,. Nun wird aber nach Konstruktion I;,, von genau 2*~! Intervallen der
Familie ([;,;),;—1. o+ geschnitten, woraus die Behauptung folgt.

-----

(5) Seinun also (J;);=1,...m mit diam(J;) < 6 < 1/3 (fiir alle i) gegeben. Fiir jedesi € {1...,m}
gibt es dann (eindeutig bestimmt) ein k(i) € N mit

3~ kO+D < diam(J;) < 37+,

Wir setzen k := max!", k(i) € N. Aus der Konstruktion von C' folgt, dass jedes der Intervalle
I; (j=1,...,2%) die Cantormenge C schneidet. (Z.B. bleiben jeweils die Intervallgrenzen von
I, j stehen.) Da (J;) eine Uberdeckung von C ist, existiert damit fiir jedes j € {1,...,2"} ein
i € {1,...,m} mit I; ; N J; # (. Andererseits schneidet J; (i = 1,...,m) hochstens 2¢=*® der
Intervalle I ; (j = 1,...,2"%). Daraus folgt nun:

<N 1< <2 [N G A0y <Y 2k,
i=1 -

also
1 < .
- —(k(3)+1)
5 < 2_1 2 )

Damit ergibt sich dann wegen 3° = 2 tatséchlich

Zdiams(J«) > Zg—(k(i)+1)~s _ Z o—(k(i)+1) > 1
(2 - e 2 .
=1 i=1 i=1

(iii) Sei 0 < § < % Wir betrachten jetzt eine beliebige 5—Uberdeckung (My)ken der Cantor-
menge C' C [0, 1] und setzen

ap = inf(My), by = sup(My),

so dass also My, C [ay, by] ist und
1
b, — ap = dlam(Mk) <0< §

(O.E.: My # 0, Vk). Um Teil (b) anwenden zu kénnen, vergrofern wir das Intervall [ag, by]
kontrolliert zu einem offenen Intervall. Sei ¢ > 0. Dann verschieben wir (a, bx) zunéchst so,
dass der Mittelpunkt in 0 liegt, skalieren dann mit dem Faktor

€ S
pe = (1+ @)1/

hoch, und verschieben dann wieder zuriick. Wir setzen also

ak—i-bk) +ak+bk'

Ik = pi ((ak>bk> - 5 5

5



Dann ist J; nun offen und
Ji 2 lak, br] 2 My

(fiir & € N) und (Jy)gey ist daher auch eine (dieses Mal offene Intervall-) Uberdeckung von C.
Auflerdem gilt fiir ihre Durchmesser
diam(Jy) = (b — ap)(1+ )V <6 (14 o) < §- =+
2k 36 3
wenn wir

1 s P —
%) —1 (beis=logs(2))

annehmen. Da C kompakt ist, existiert nun ein m € N, so dass schon (J)g=1,. . eine Uberde-
ckung von C' ist. Und fiir diese konnen wir nun Teil (b) anwenden und erhalten

0<e<eg:=(

1 m m s
3 < Zdiam Z (br — ag) [ 2k)1/s]
k=1 k=1
m . m c
= Z (b — ax) +22—k (br — ax)’
k=1 k=1
Fiir den zweiten Summenden schétzen wir nun nur grob so ab:
1 1
(b — ak)® < (g)s =5
Das ergibt dann
1 m ) oo 1 o . c
5 S D e—a) ) orn <) (h—a) g
k=0 k=1 k=1
= Zdiams(Mk) + =
k=1
Da dies fiir alle 0 < ¢ < ¢ gilt, folgt auch
[e's) ‘ . 1
Zdlam (My) > 5
k=1

und damit auch durch Infimumsbildung

1 1
3 > = o< —.
H3(C) > 5 V0<d< 3
Das impliziert, dass schliefSlich auch
1
$ =1 s >
H(C) (151_r>n07-[5(0) =

ist.
Mit Aufgabe 46 folgt dann, dass dimy(C) = s = logs(2) ist.



Fiir die folgende Aufgabe betrachten wir komplex-wertige, messbare Funktionen f:R" — C,
d.h.: Urbilder von offenen Mengen sind (Borel-) messbar. f heifit dann integrierbar, wenn

HﬂthJﬂ@Mx<m

ist. In diesem Fall sind Re(f), Im(f):R™ — R integrierbar und man setzt

. f(x)dx = /nRe(f)(x)dx—l-i/ Im(f)(z)dx € C.

n

Wir schreiben £'(R") := {f:R" — C : f integrabel}.

Aufgabe 48 (Fourier-Transformation). (a) Sei f € L£'(R"). Begriinden Sie, dass fiir jedes
e R, R" = C, x— f(z)exp(—i(§,r)) (mit (,-) dem kanonischen Skalarprodukt auf R")

integrierbar ist. Man setzt daher f:R" — C,
o 1 )
— *1<£,I>
F©) = g || S@e o

und nennt dies die Fourier-Transformierte von f. Begriinden Sie, dass f stetig und beschrankt
ist mit

A 1
e < Gl

(b) Seien f,g € LY(R™). Zeigen Sie:

(f*gr=(m"*f 4.
(c) Seien f,g € LY(R™). Zeigen Sie, dass fg und f§ integrierbar sind und es gilt:

fla)g(x)dz = [ J@)la)de.

R

Losungsvorschlag. (a) Es ist A
|[f@)e "] = |f(2)]
und damit

/uma%wwz/wmw:wm<w

also ist © — f(z)exp(—i({,x)) fiir jedes & € R" integrierbar. Da diese Funktion (bei festem
x € R") stetig von § abhéngt, folgt aus dem Satz aus der Vorlesung iiber parameterabhingige
Integrale, dass f tatséchlich stetig ist. SchlieBlich ist

FO1 < G [ 1@ de = s [ @) e = oz 1

und damit auch .

1£lloe = Sup 1/ (©)] < W”f”l-

7



(Die L*-Norm stimmt fiir stetige Funktionen mit der sup-Norm iiberein.)

(b) Fiir jedes £ € R™ ist mit dem Satz von Fubini und der Substitution z = y + t (bei festem
teR™)

—(271)R/2 /(f * g)(x)e—i<£,x> dr = 1n/2 /(/ F(D)g(e —1) dt)e—i<§,x> de

= G [ S0 st =07 ey = o [t f ate o
— (27)"/2 f(t)(/g(y)ei@,y) dy)eﬂ &)t — W/f(t>[(277)n/2§(f)]ei<§’t> gt

— 49 / F(H)e €0 dt = (2m)"/2g(6) F(€).

(f *g)(&) =

(c) Da f beschrinkt und g integrierbar ist, ist f - ¢ integrierbar und hnlich ist auch f - §
integrierbar. Dann rechnen wir wieder mit Fubini:

[ = s [(f e gt aa
_ 2;)”/2/1“ ([ sty anydy = [ 1) i) dy.

[Anmerkung Die Fourier-Transformation ordnet einer integrierbaren Funktion f eine neue
Funktion f von R"™ nach C zu. Ist f selbst auch wieder integrierbar, so kann man f die so
genannte inverse Fourier-Transformierte zuordnen, die sich von der Fouriertransformation nur
dadurch unterscheidet, dass vor dem Skalarprodukt im Exponentialterm ein Plus statt einem
Minus steht. Man nennt sie invers, weil man zeigen kann (siehe z.B. O. Forster: Analysis I1I),
dass man dann fast-iiberall f zuriickerhélt,

1 A .
flz) = i / f(&)e4 de fii.

Das zeigt, dass f fast-iiberall durch f bestimmt ist und 16st in gewisser Weise die Aufgabe,
f als Superposition (man konnte auch sagen als ,,iiberabzéihlbare Linearkombination“) der
einfachen Funktionen (so genannte ebene Wellen) x +— ¢&%) (¢ € R") darzustellen (vgl. auch
die Motivation bei der Darstellung von periodischen Funktionen durch eine Fourier-Reihe (siehe
z.B. Aufgabe 31, Analysis-11)). Die Fourier-Koeffizienten dieser Superposition sind dann gerade
(bis auf einen Faktor) die Werte der Fourier-Transformierten von f.

Ist f in £1(R™) N L2(R"), so liegt f selbst auch wieder in £2(R™) und die Transformation
ist dann sogar lingenerhaltend, ||f|l = | f|l2- Geht man zu den Klassen modulo Werte auf
Nullmengen iiber, so setzt sich, wegen der Dichtheit von L!'(R")NL?(R™) in L*(R") (siche meine
Anmerkung zu Aufgabe 41) und der Vollstéindigkeit von L? die Transformation eindeutig zu
einer linearen Abbildung F: L*(R") — L*(R") fort, die eine Isometrie des Hilbertraumes L*(R")
ist, also ein Isomorphismus mit

IFNl2=1Ifll2,  Vf € L(R)

(Satz von Plancherel (siche z.B. wieder Forsters Analysis-I1I)). Nicht nur in der Mathematischen
Physik, aber zum Beispiel dort, kann man Probleme fiir Funktionen von R” nach C, z.B. das

8



Losen von (partiellen) Differentialgleichungen, durch den Wechsel zur Fourier-Transformierten,
sozusagen im Fourier-Bild, 16sen, und dann die Losung dort wieder ,,Fourier-zuriick-transfor-
mieren*. Z.B. {ibersetzt sich das Differenzieren in solchen Differentialgleichungen im Fourierbild
in algebraische Operationen, wodurch das Problem dann oft leichter 16sbar wird. Die Fourier-
Transformation ist daher ein méchtiges Hilfsmittel beim Studium von Funktionen.|



