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Musterlosungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 49. (a) Sei f:[a,b] — Ry, y = f(z), stetig differenzierbar und M C R? der Rotati-
onskorper, der entsteht, wenn man den Graphen von f um die z-Achse rotieren lésst,

M = {(z,y,2) e R*: y* +2* = f(2)*}.
Begriinden Sie, dass M C R? Borelsch und ihr Flicheninhalt gegeben ist durch

H2(M) :27r/ F@)V/1T F(2) de.

(b) Sei K C R? ein Kreiskegel mit einem Grundflichenradius r > 0 und einer Mantellinienléinge
s > 0. Zeigen Sie dass der Oberflicheninhalt von K (ohne Grundfldche) gegeben ist durch

H(K) = nrs.

Lésungsvorschlag. (a) M ist als abgeschlossene Teilmenge von [a,b] x R? sicher Borelsch.
Wir betrachten nun G := (a,b) x (0,27) und ¢: G — R3,

(s, t) = (s, f(s)cost, f(s)sint).

Dann ist ¢ injektiv (weil fiir festes © = s durch t gerade ein Kreis (ohne den Punkt (s, f(s),0))
parametrisiert wird), ¢(G) C M und M \ ¢(G) besteht aus nur zwei Breitenkreisen

{(z,y,2) € M : © =aoder x = b}
und einem Meridian
{(z,y,2) € M : z=0und y > 0}

(der Profilkurve), die aber allesamt H2-Nullmengen in R? sind. (Das kann man auch mit der
Flachenformel sehen und lassen wir hier mal weg.) Um zu sehen, dass ¢ eine Immersion ist,
d.h., dass Dyp(s,t):R? — R? injektiv ist, fiir alle (s,t) € G, berechnen wir die Jacobische
Jo:G — [0, 00),

Jo(5,1) = /AU DS (5, ) D5, ).
Sie ist immer gréfer oder gleich Null und echt gréfler Null genau, wenn ¢ Immersion ist. Daraus
folgt dann, dass ¢ eine reguliire Parametrisierung von M \ C' ist, wo C' C M eine H>-Nullmenge
ist, und wir konnen sie dann via der Flachenformel fiir die Berechnung des Oberflicheninhaltes
der Rotationsfliche M benutzen. Zunéchst ist dafiir

Dst) = (1 f(s)eost, 1) sim),

Oy :
5(s,t) = (0,—f(s)sint, f(s)cost).



Daraus folgt dann fiir

D‘#’TDSO(Sat) = g(s,t) = (gij(sat))i,jzl,%
dp Oy
gi‘(é’?t) = < 7_>(87t>
J Gsi aSj

(mit s := s und sy := t):

gu(st) = H—(s O =1+ f(s)%,

gals.1) = guls0) = (52, %) (s.0) = 0
0
ga(s.t) = |5, (.07 = f(s)”

Das ergibt schliellich

To(s,t) = V/detg(s,t) = /(1 + f'(s)2) f(s)2,
und da f(s) > 0 ist:
Jo(s,t) = f(s)V/1+ f'(s)2 >0, V(st)ed.

Die Flachenformel liefert dann

27 b
HA(M) = /GJ¢(s,t)dsdt:(/0 1dt)(/ f(8)\/1+ f'(s)2ds
b
= 27T/ fx)V/1+ f(x)?dx.

(b) Fiir den Kreiskegel mit Grundflichenradius » > 0 und Héhe h > 0 betrachten wir f: [0, h] —

[0, 00),

r
Es ist dann K die Rotationsfliche, die sich daraus geméf Teil (a) ergibt. (Wir ignorieren wieder
die Spitze und den Grundkreis von K bei der Flachenberechnung. Beachte, dass f|(0,h) > 0

ist, was fiir das Argument in (a) auch reicht.) Nun ist

72

FaVIFF@? = Ga) 1+

/ / 1
7‘[2([() = 1+ﬁ/ LCdiC—Qﬂ'— 1+ﬁ §h2
= mrhy/1+ ﬁ = 7rvh? + r.

Fiir die Mantellinienldnge (dem Abstand von Kegelspitze zum Boden) ist aber nach Pythagoras
gerade s = v h? + r2, also gilt tatséchlich:

und damit

H*(K) = nrs.

2



[Anmerkung. Der Kegel ist eine so genannte abwickelbare Fldche, d.h. hier anschaulich, dass
man ihn (nach Aufschneiden entlang einer Mantellinie) lingentreu in die Ebene ,abwickeln®
kann. Der Fliacheninhalt &ndert sich dabei nicht. So argumentiert man (wenn man es iiberhaupt
macht) in der Schule. Die abgewickelte Fléche ist dann ein Scheibensektor vom Radius s und
Umfang 277 des dufleren begrenzenden Kreisbogens. Der Fliacheninhalt ist deshalb

Umfang 2mr
=5-—— =TTSs.

A = (Radius) - 5 5

Das ist eine elementargeometrische Uberlegung, die hier auch zum Ziel fiihrt.]

Aufgabe 50. (a) Sei G C R" eine Gebiet (n € N) und f:G — R stetig differenzierbar. Sei
weiter B C G Borelsch und I' € R™ x R der Graph von f|B,

D={(z,y) € BxR: y= f(a)}.

Begriinden Sie, warum auch I' C R™*! Borelsch ist und fiir seinen n-dimensionalen Fliichenin-

halt gilt:
y/‘x/14—ngad @I dr.

(Hinweis: Fiir Matrizen A, B € Mat(n, s) (mit 1 < s <n) gilt:

det AT Z det i1...05 det<Bl1 Zs)
Z]< <Zs
wo A; ;. die s x s-Matrix ist, die aus den Zeilen iy, ..., 7 von A besteht.)

(b) Sei M C R?® das hyperbolische Paraboloid,
M ={(z,y,2) eR*: z=2a" -y},

und R > 0. Berechnen Sie den Flicheninhalt von M N (B%(0) x R), wo B%(0) C R? die
Kreisscheibe vom Radius R mit Mittelpunkt 0 in R? bezeichnet.

Lésungsvorschlag. (a) Der Graph 'y C R™™ von f|B ist als Durchschnitt der in G x R
abgeschlossenenen Menge des vollen Graphen I'; von f und der Borelmenge B x R C R™+!
sicher auch Borelsch. Wir kénnen nun I'¢ so parametrisieren:

0:G—Tg CR"™ . 2w (2, f(2)).

Dann ist ¢ offenbar stetig differenzierbar und injektiv. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ auch immersiv
ist. Dazu zeigen wir, dass die Jacobische J,: G — [0, 00) iiberall positiv ist. Zunéchst ist

Dep(z) = ( graé}(x) ) € Mat(n + 1,n).

Fiir die Gramsche Determinante erhalt man mit der Determinantenformel aus dem Hinweis

det(D' Dop(x) _1+Z( gxf]( )) :



weil man bei Streichung der j. Zeile (j = 1,...,n) noch n — j Vertauschungen der (n + 1).
Zeile mit der jeweils dariiberliegenden Zeile machen muss. (Egal: Wir nehmen eh das Quadrat
davon.) Es ist also

" of 1/2
Jo(z) = \/det(DsotDsO(x))z<1+Za—%(x)2>

1

= (14 ||lgradf(z)]|»)Y?* >0, Vzed.

Also ist ¢ eine reguldre Parametrisierung von I'¢ und daher gilt nach der Flachenformel fiir
['=Tp =1im(¢|B):

H™(T) :/ij(x) dx:/B\/1+ |lgrad f(x)||? dz.

(b) Das ist offenbar ein Beispiel fiir Teil (a) mit f: R* — R, f(z,y) = 2? —y*, und B = B%(0).
In diesem Fall ist
gradf(z,y) = (2r, =2y),
also
L+ [lgrad f(z, y)[|* = 1 + 42 + 4y”.

Mit Polarkoordinaten x = r cos®, y = rsin1 und
dxdy = rdrdd

erhalten wir:

A:=H*(MN(B%(0) x R)) = /OR /027T V1+4r?.rdrdd.

Wegen

d 3
(L A2 = S (L4 4r?) /2 8r = 120 (1 + 4r%)12
T

erhalten wir mit dem Hauptsatz

27 R 1 d 9
:(/ / Sl )3/2dr:£(1+4r2)3/2|§:%( (1+ 4R2)3 —1).
0

Aufgabe 51. (a) Sein € Nund ¢: S" '\ {N} - R"! (N =(0,...,0,1) € S""! der Nordpol)
die so genannte stereographische Projektion, d.h.: Die Gerade, die durch N und z € S"™'\ {N}
geht, schneidet die Hyperebne E = {x € R" : x, = —1} im Punkt (¢(z), —1). Begriinden Sie,
dass ¢ bijektiv und ¢ := ¢y 1: R"™! — §"71\ {N} C R" eine regulire Parametrisierung ist.
(b) (Zwiebelsatz) Sei f:R™ — [0, 00| messbar und S"'(r) = {x € R" : ||z|| = r} fiir r > 0.
Zeigen Sie, dass dann gilt:

f( )dx—A+<Ln1(r)f(x) AH" () dr-.



(Hinweis: Zeigen Sie, dass mit (dem Inversen) der stereographischen Projektion ¢:R"™! —
S"1\ {N} die Abbildung ®: R, x R"™! — R"™, (r,z) — r¢(z), ein Diffeomorphismus auf sein
Bild ist, und verwenden Sie, dann Transformations- und Flichenformel sowie Tonelli.)

Losungsvorschlag. (a) Die gerade L, C R", die durch N und z € S*~ !\ { N} geht, parame-
trisieren wir durch ¢g: R — R",
g(t) = (1 —t)N + tz,

und berechnen den Punkt (¢(z), —1) € E, wo diese E schneidet, durch die Bedingung ¢, (ty) =
—1, also

und damit zu

. 2
L
Die Abbildung v:S" 1\ {N} — R""! ist damit durch
U(w) = (1) = 7=’
0 1—=z,

gegeben, wo wir hier mit dem Strich die ersten (n— 1) Koordinaten zusammenfassen (und nicht
etwa die Ableitung meinen), also z.B.

T = (x/al"n), g = (g/,gn), usw.

Aufgrund der Konstruktion ist eigentlich schon klar, dass ¥ bijektiv ist, aber wir berechnen
die Umkehrung : R"™! — S*~1\ {N} C R" auch noch explizit, um zu schen, dass sie stetig
differenzierbar ist. Dazu betrachten wir jetzt die gerade L, C R™, die durch N und (2/, —1) € £
geht und parametrisieren sie mit A: R — R",

h(t) = (1 — )N + (2, —1).

Nun berechnen wir den Schnittpunkt von L, mit S*~!, der nicht N ist, durch die Bedingung
|h(to)||* = 1, (und ty # 0, weil dieser Parameter zu N € L, N S"~! gehort):

1 = |[[h(toll* = (1 = to)?|N|I> + 2to(1 — to)(N, (2', =1)) + t3]|(, = 1)||?
= t2(4+ ||2]|?) — 4to + 1,
also
L
M P
Es folgt:
Aa’
B(ty) = tor' = ——
(o) = Tt = g
| 2']]* — 4
hy, (t = (1—ty)—tg=1—2tg = ————.
(0) ( 0) 0 0 |’5U/H2+4

Das zeigt, dass p: R"™! — §"1\ {N} C R" gegeben ist durch

1

= W(‘W, l'[[* — 4).

p(z)
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Man priift nun ohne Miihe nach, dass 9o = id und (mit ||z||* = 1) auch pot) = id ist. Also ist
¥ bijektiv und ¢ schon mal stetig differenzierbar und ebenfalls bijektiv. Um zu zeigen, dass ¢
auch eine Immersion ist, kénnten wir nun die Jacobische von ¢, J,: R"™! — [0, c0), berechnen
und zeigen, dass J,(2') > 0 ist, fiir alle 2 € R"!. Damit konnten wir dann iibrigens auch
den Flicheninhalt 7,,_; := H" }(S"!) via der Flichenformel berechnen (sieche Aufgabe-52.b
fir eine andere Methode), aber hier konnen wir einfacher auch so argumentieren (zumal wir J,,
fiir Teil (b) auch gar nicht explizit zu wissen brauchen): Die Abbildung ¢ kénnen wir auch auf
dem offenen U = R™\ {z € R" : x,, = 1} betrachten, wo sie offenbar auch stetig differenzierbar

1st,
U(r) = 2 x.

_1—xn

Nun wissen wir schon, dass 1 o ¢ = id ist, und daher gilt nach der Kettenregel

Dyp(p(2)) o Dp(2') = id,

fiir alle 2/ € R"™1. Das zeigt, dass Dp(z'): R"™! — R" injektiv ist und damit ¢ eine regulire
Parametrisierung von S*'\ {N}.

(b) Fiir n = 1 ist der Zwiebelsatz einfach, weil S(r) = {+r} C R ist (fiir r > 0) und H° das
Zahlmafl. Deshalb ist fiir ein messbares f:R — [0, 0]

/Rf(:v)dac:/]R f(z)dx + R+f(:c)dx:4+(f(x)+f(—x))dx24+( F(6) dHO€) dr-

59(r)

Wir kénnen also im folgenden annehmen, dass n > 2 ist.
Dazu nehmen wir nun die regulire Parametrisierung ¢: R"~* — R" von Teil (a) und betrach-
ten die stetig differenzierbare Abbildung ®: R, x R"! — R",

O(r,x') =1 p(').
Dann ist ® offenbar injektiv und ihr Bild gegeben durch R™ \ L, wo L C R™ der Strahl
Ry e, ={(0,...,0,t) eR™: t >0}

ist. Sowohl L ist eine A"-Nullmenge als auch die Durchschnitte L N S"!(r) = {(0,...,0,7)}
(r > 0) sind #" !-Nullmengen im R™ (wegen n > 2). Das brauchen wir spéter. Jetzt berechnen
wir das Differential von @ in jedem Punkt (r,2’) € Ry x R™! um zu sehen, dass ® ein
Diffeomorphismus ist. Die Spaltenverktoren von D®(r, z’) (bzw. die Bilder von den kanonischen
Einheitsvektoren) sind nun offenbar:

("), rDyp(a’), -, rDy_1p(a’).

Wir wissen schon, dass (Dy¢(2'), ..., D,_1p(2")) linear unabhéngig ist, denn ¢ ist eine regulére
Parametrisierung. Auflerdem folgt durch Differentiation von

(p(a’), p(a)) =1, Va'eR™,



ist, fiir alle j =1,...,n — 1, d.h.: p(a’) steht senkrecht auf D;p(2’) (fiir alle j =1,...,n—1).
(Die Vektoren Dyp(z),. .., D, 1¢(2") spannen den so genannten Tangentialraum von S"~! in
(2') auf.) Damit ist

((p(&?/), TDlSO(x/)? T 770Dn7190<x/))

eine Basis von R", also D®(r,z") ein Isomorphismus und damit nach dem Umkehrsatz ® ein
Diffeomorphismus.

Um die Transformationsformel und die Flachenformel anwenden zu kénnen, bringen wir jetzt
noch die Jacobische von ® und die Jacobische von ¢ zusammen. In D®T D®(r, 2’) stehen die
Skalarprodukte der Spaltenvektoren. Aber diese sind

Das zeigt:

Jo(r,2’) = |det D®(r,2’)| = \/det(D®T - DD)(r, ')
= /1-det(r? - DpT Dp(a')) = r" T, ().

SchlieBlich betrachten wir noch die reguliiren Parametrisierungen der Sphiren S"~!(r) C R
vom Radius 7 > 0, ¢,: R"™t — S*~1(r)\ {(0,...,0,7)} C R,

pr(2') = rop(a’) = ¢

(Das ist also die gleiche Abbildungsvorschrift wie bei @, nur ist jetzt r > 0 fest.) Da Dy, (2') =
rDe(x') ist, folgt
Jo (@) ="V, (), Va2 e R Vr >0,
also zusammen
Jo(r, ') = J, (2), Vr>0, Vs e R

So, und jetzt haben wir fiir den Zwiebelsatz (B"(R) ist die ,Zwiebel“ und S™!(r) (fiir 0 <
r < R) sind die ,Haute* der Zwiebel) alles zusammen und brauchen ,nur noch* Transformati-
onsformel, Tonelli und Flachenformel anzuwenden. Ist f:R™ — [0, oc] messbar, so ist auch die
Einschrinkung f[S™*(r): S"(r) — [0, 00] (fiir jedes r > 0) messbar und wir diirfen rechnen:

Fla)dp T / Fod(r,a') - Jo(r,2') drds’
R" R, xRn—1

Topell / ([ Fopua): Ju (o) da')dr
R+ Rr—1

Fl.:—f, d n—1 dr.
/R K /S @

[Anmerkung. Der Zwiebelsatz ist ein Spezialfall einer weitreichenden Verallgemeinerung,
namlich der so genannten Cofldchenformel, die ich zur Information hier gerne noch erlautern
mochte. Man kann die Coflachenformel als eine Art , krummflachigen Fubini® ansehen. Sie ver-
allgemeinert sowohl den Satz von Fubini als auch die Transformationsformel, wie Sie gleich



sehen werden. In gewisser Weise ,,trifft sie sich“ mit der Flachenformel bei der Transformati-
onsformel, denn letztere ist ja auch ein Spezialfall der Flachenformel. Die Situation ist folgende:
Sei G C R™ ein Gebiet, ®: G — R™ stetig differenzierbar und dieses Mal eine so genannte Sub-
mersion, d.h.: D®(z):R" — R™ ist surjektiv, fiir alle z € G (und damit also m < n). Dann
braucht man die auch hier so genannte Jacobische von ®, d.i. Jg: R" — (0, 00),

Jo(z) = \/det(D®(2) DT ().

(Man beachte, dass die Transponierte dieses Mal im rechten Faktor steht, damit D®(z) D® ()T
eine (m x m)-Matrix ist, die wegen der Submersivitdt von ® auch tatséchlich positiv definit ist
und damit positive Determinante hat. In ihr stehen dieses Mal die Skalarprodukte der Zeilen von
D®(z).) Nun wird, sagen wir, eine messbare Funktion f: G — [0, co] zunéchst via dem H™ -
dimensionalen Hausdorffma$ iiber die Niveauflichen ®~1(y) C G (fiir y € ®(G)) integriert und
dann die so entstehende (messbare) Funktion auf ®(G) C R™ bzgl. des Lebesgue-Mafles im
R™. Es gibt dann eine Gleichheit mit ihrem Lebesgue-Integral im R™, allerdings gewichtet mit
der Jacobischen von @, also:

L@neae=[ ([ e

Natiirlich gibt es wie beim Satz von Tonelli auch eine Version, wo f: G — R integrierbar bzgl.
des gewichteten MafBies J,\" ist. Dann sind fiir \™-fast-alle y € G die Einschriinkungen f|®~!(y)
H"™-integrierbar und die Cofldchenformel gilt. Der Satz von Tonelli (bzw. Fubini) ist dann
offenbar ein Spezialfall fiir den Fall, wo ®: R” — R™ die Projektion (2, 2") — 2" ist. In diesem
Fall ist die Jacobische von ® identisch 1. Ebenfalls ist der Zwiebelsatz (den es also auch fir
den integrierbaren Fall gibt) ein Spezialfall, wo nun m = 1 und ®:R" \ {0} — R, ®(x) = |||,
ist. Im Falle m = 1 kommt die Jacobische auf den Ausdruck

Jo(z) = ||grad(®)(z)|

herab und im Falle ®(x) = ||z|| sieht man schnell, dass wiederum Jg = 1 ist. Die Niveaufldchen
sind offenbar die Sphéiren S"~!(r) (r > 0), so dass man tatsiichlich den Zwiebelsatz erhilt. Der
Beweis der Coflachenformel verlauft wieder entlang dem Muster fiir die Transformationsformel
und der Flachenformel. Man braucht sie nur fiir charakteristische (messbare) Funktionen zu
beweisen, wodurch sie zu einer Gleichheit von Maflen auf der Borelalgebra von ®(G) C R™
wird.|

Aufgabe 52. (a) Wir wissen schon, dass das Volumen der Kugel B3(r) C R3? gerade V(r) =
373 und der Oberflicheninhalt von S?(r) C R? gerade A(r) = 47r? ist (r € R,.). Konnen Sie
mit Hilfe von Aufgabe 51 erklaren, dass nicht zufillig gilt:

A = V()

(b) Sei w, = A(B") und 7,1 = H"1(S"!) (fiir n € N). Zeigen Sie:

Thn—1 — NWy,.



Losungsvorschlag. (a) Nach dem Zwiebelsatz ist mit f = xps(,) fiir alle r > 0

Vi = Xy = [ dae= [ @i [ (] s@aced

B3(r) R3

_ /OT(/SZ(/)) 1 dH2€) dp = /0 Alp) dp.

Selbst wenn man 7 +— A(r) noch nicht kennt, so weil man wegen des Homothetieverhaltens
von H?, dass

A(r) = o1,

mit 7, = H?(S?), ist, also insbesondere stetig. Daher ist V' mit V(r) = A3(B3(r)) dann nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eine Stammfunktion von A, d.i., V' = A.
(Kennt mal also V, so kennt man A. Und kennt man A so kennt man V'.)

(b) Diese Argumentation gilt auch im R™ (fiir alle n € N). Es ist dort mit A, V:R; — (0, 00),
A(r) = 1™t V() = wer”
und
Too1 = HHS™Y),  w, = A"(B").
Wegen V' = A folgt mit Auswertung bei r = 1:
d

Tno1 = A(l) = — | =1 (wpr™) =1 - wy.

dr



