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Musterlosungen zur Integrations- und Maf3theorie

Aufgabe 57. (a) Sei K C R" (n € N) ein Kompaktum mit glattem Rand und v: 0K — R"
ihr duferes Einheitsnormalenfeld. Zeigen Sie:

N(K) = 1 /aK(m, v(z)) dH" ().

n

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) erneut (vgl. Aufgabe 52.b) fiir alle n € N:

Tpo1 = NWpy.

Losungsvorschlag. (a) Wir betrachten das Vektorfeld X = id: K — R", X (x) = z. Das ist
stetig differenzierbar und hat Divergenz

div(X)(z) = Z g—Z@) = Z 1=n.

Jj=1

Nach dem Gaufischen Satz ist daher

/8K<x,u(a:)>d7{”‘1(x> = /M(X, vy dH" ! = /Kdiv(X) X :n./ X = A" (K).

K

(b) Im Falle K = B" und damit 0K = S"! ist v:S"! — R", v(z) = z, das dufere Einheits-
normalenfeld an K, denn es steht senkrecht auf 7S?~! = z*, hat Liinge 1 und zeigt nach auien.
Es folgt:
(z,v(2)) = (z,2) = ||z|]|* =1, VzeS"h
Also ist
wp = A"(B") = l/ LdH" ' = l”H”’l(S”’l) = lrnfl.
sn—1 n n

n

Aufgabe 58. (a) Sei G C R" ein Gebiet (n € N) und X: G — R" stetig differenzierbar. Fiir
jedes x € G und § > 0 betrachten wir den Ball Bs(x) = {y € R" : ||y — z|| < d}, so fern er in
G liegt, und sein duBeres Einheitsnomalenfeld v: 0Bs(x) — R™. Zeigen Sie, dass fiir alle z € G
gilt:

(X,v)dH" .

(b) In der Elektrostatik wird die in einem Gebiet G C R? vorhandene Ladung @ durch eine
Ladungsdichte p: G — R beschrieben, d.h.: In jedem Kompaktum K C G befindet sich die
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Ladung Q(K) := [, pdX. Das 1. Maxwellsche Gesetz (in seiner integrierten Form) besagt nun,
dass sich aufgrund der Ladung Q ein elektrisches Feld E: G — R3 einstellt, so dass fiir jedes
Kompaktum mit glattem Rand K C G gilt: Der Fluss von F aus K heraus, d.i. das Flussintegral

Jow (B, vy dH™ 1, ist gleich der Ladung in K,

@uoziéKuawdH”*

(Ladung als Quelle des elektrischen Feldes). Zeigen Sie, dass dann (bei stetigem p und stetig
differenzierbarem FE) gilt:

div(E) =p
(so genannte differentielle Form des 1. Maxwell-Gesetzes) und umgekehrt, dass aus der diffe-
rentiellen Form auch das 1. Maxwell-Gesetz in seiner integrierten Form folgt.

Losungsvorschlag. (a) (i) Ist f: G — R (G C R") eine stetige Funktion und xy € G, so gibt
es ein dy > 0, so dass Bs,(zo) C G ist und daher das Integral (der so genannte Mittelwert von

f1Bs(x0))
1

f(x)dx,
wn(sn /;5@0) ( )

fiir alle 0 < § < dy, existiert. Wir behaupten, dass der Grenzwert fiir § — 0 existiert und es gilt

f(z)dx = f(xo).

lim ——
6=0 Wi Bs(wo)

Denn ist € > 0 beliebig, so gibt es wegen der Stetigkeit von f in x( ein §; < g, so dass fiir alle
x € By, (x0) gilt: | f(x) — f(zo)] < e. Wegen w,, 6" = \"(Bs(x)) folgt daraus fiir alle 0 < § < dy:

1/ 1 1
flx)dx — f(xo)| = / f(x)dx — / f(xg) dx
o fo @ gl = [ @ o [ sega

1 / 1 £ (wpd™)
< |f(x) — f(xo)| dx < / edr = ———= =¢.
wnd" Bs (o) Wno" Bs(zo) Wi O™
Das zeigt die Behauptung.

(ii) Mit dem Divergenzsatz von GauB folgt fiir ein stetig differenzierbares X: K — R" (K C R”
kompakt mit glattem Rand und duflerem Einheitsnormalenfeld v) und zy € K:

1 1
(X, V) dH ! =

wnén 635(10) wnén Bé(IO)
denn div(X): K — R ist dann ja noch stetig.

div(X) dA 223 div(X)(zo),

(b) (i) Gilt das 1. Maxwellsche Gesetz in der integrierten Form, so ist fiir jedes zg € G

div(E)(z9) = lim L / )<E,V>d7-[n_1:lim 15 Q(Bs(x0))

0—0 wn(sn 835(1‘0 d—0 wn n

(ii) Gilt das 1. Maxwellsche Gesetz in der differentiellen Form, so folgt unmittelbar aus dem
Gauflschen Satz fiir jedes Kompaktum mit glattem Rand K C G und duflerem Einheitsnorma-
lenfeld v, dass

Q(K) = /K pd) — /K div(E) d) = / (B, v) dHm.
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