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Aufgabe 1. Sei A das Borel-Lebesguesche Mafl auf dem Einheitsintervall 7 = [0, 1] C R.
(a) Zeigen Sie, dass fiir das Maf aller in I enthaltenen irrationalen Zahlen B C [ gilt: A(B) = 1.

(b) Begriinden Sie mafitheoretisch, dass zwischen zwei rationalen Zahlen in I stets eine irra-
tionale Zahl liegen muss.

Losungsvorschlag. (a) Fiir jeden Punkt x € I ist nach Definition des Borel-Lebesgueschen
Mafles A auf I
AM{z}) = Mz, 2]) =2 —2 =0.

Fiir jede abzdhlbare Teilmenge A C [ ist mit der o-Additivitdt von A dann

AMA) =D A({zh) =) 0=0.

z€EA TEA

Da Q N I abzéhlbar ist, ist also A(Q N I) = 0. Fiir das Komplement B = I\ (Q N I) aller
irrationalen Zahlen in [ ist dann wegen A\(I) = 1 < oo:

AB)=AI)=MNQNI)=1-0=1.

(b) Seien r, s € QN I beliebig und o.E. r < s. Wére (r,s) N (1 \ Q) = 0, so wire (r,s) CQNI
und damit mit der Monotonie des Mafes

0=XQNI)>A(r,s)=s—1>0,

was nicht geht. Es ist also (r,s) N (I\ Q) # 0 (und das Argument zeigt sogar, dass zwischen
zwei rationalen Zahlen stets iiberabzéhlbar viele irrationale Zahlen liegen).

Aufgabe 2. Sei A das Borel-Lebesguesche Mafi auf R und N C R eine Borelsche Nullmenge.
Wir betrachten die Funktion f:R — [0, 00|, die auf N den Wert co annimmt und sonst Null
ist.

(a) Zeigen Sie, dass f messbar ist.
(b) Zeigen Sie: [ fdA = 0.



Losungsvorschlag. (a) f:R — [0, 00] heiit messbar, wenn das Urbild jeder Borelschen Teil-
menge von [0, 0o] Borelsch in R ist. Wir zeigen, dass f~!(B) C R Borelsch ist sogar fiir alle
Teilmengen B C [0, 00]. Nach Definition von f ist némlich

f, fallsO¢ B,oc¢ B
1 _ N, falls0¢ B, c0€ B
F(B) = Ne¢, fallsO€e B,oco¢g B '’

R, fallsOe B,oco€ B

und in allen vier Féllen ist f~!(B) damit Borelsch. Es ist also f messbar.

(b) Wir betrachten die Funktionen f,,: R — [0, 00], f,, = nxn (n € N). Dann gilt offenbar, dass
(fn) punktweise monoton steigend gegen f konvergiert und

/fndA:n~)\(N):n-O:O

ist, denn f, ist eine Treppenfunktion. Nach dem Satz von Levi ist daher
/fd)\zlim fndA = lim 0 =0.
n—oo n—oo

Aufgabe 3. Sei X = (0,00) und A das Borel-Lebesguesche Maf3 auf X.

(a) Geben Sie Definition des Vektorraums V' = £'(X, \) an und dann ein f € V, welches nicht
beschrénkt ist. Begriinden Sie.

(b) Definieren Sie auch den Vektorraum W = £%(X, \) und geben Sie begriindet ein f € V\ W
und ein g € W\ V an.

Losungsvorschlag. (a) Man setzt
V= LY(X,)\) = {f: X — R messbar : /|f\d)\ < 00}

Das ist ein reeller Untervektorraum aller messbaren Funktionen F(X) auf X.

Wir betrachten z.B. die Funktion f:(0,00) — R,

\/_57
0, firl <z

f(x)—{ L o fir0<z<1

Dann ist f|(0, 1] uneigentlich Riemann-integrierbar und ihr Integral stimmt mit dem Lebesgue-
Integral iiberein. Nach dem Hauptsatz ist

[t da . L
J 1513 =ty [ do = 2yl = lim(z - 2v) =2 < .

also ist f € V. Wegen lim,_,o f(z) = oo ist aber f nicht beschrénkt.
(b) Ahnlich definiert man

Wi £2(X,\) = {f € F(X): /]f|2d)\<oo}.
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W C F(X) ist dann ebenfalls ein reeller Untervektorraum.

Die messbare Funktion f: X — R aus Teil (a) liegt in V, aber nicht in W, weil

Vdx
/|f‘2 d\ = ? = lim In(2)|} = lim(—In(a)) = co.

a—0 a—0

ist. Die messbare Funktion ¢g: X — R

(z) = 0, fird<zx<1
9\ = I firl<z<oo’

ist nicht in V', weil

/|g|d)\ = lim d— = lim In(b) = 0o

b—oo b—oo

ist, aber in W, denn

1
/|g|2d)\:blim/ — dr = lim ——|1— hm(l—g) =1<o0.
_>

b—oo X b—oo

Aufgabe 4. Sei \? bzw. A3 das Borel-Lebesguesche Ma8 auf R? bzw. R3.
(a) Sei E,;, C R? die Standard-Ellipse (samt ihrem Inneren) mit Hauptachsenléngen a,b € R,

oy Yy
Ea,b:{(x7y)€R2: ?_’_ﬁél}

Zeigen Sie, dass fiir den Flicheninhalt F(a,b) = A\*(E,;) gilt: F(a,b) = wab.
(b) Wir betrachten das elliptische Paraboloid der Hohe h > 0 (samt seinem Inneren),
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P={(z.y.2) R : z€0.h], 2> 5+ 35}

(fur a,b € Ry). Zeigen Sie, dass fiir das Volumen V = A*(P) von P gilt: V = 1mabh?.

Lésungsvorschlag. (a) F,, C R? ist das Bild der Einheitskreisscheibe B? = {(z,y) € R? :
r? + y? < 1} unter der linearen Transformation 7T:R? — R?

T(l’h@) = (Cm?l,b@)-

Denn fiir y; = ax; und yo = bxo gilt:

?J% y% 2 2

Weil A\?(B?) = 7 und det(T") = ab > 0 ist, folgt mit der linearen Transformationsformel fiir A:

F(a,b) = \*(E,;) = \*(TB?) = | det T|\(B?) = abr.



(b) Fiir z € (0, ] ist der z-Schnitt von P gegeben durch

72 %

+ <

(avz)?  (bV2)?

also eine Ellipse mit Hauptachsen ay/z und by/z. Nach Teil (a) gilt:
N (P,) = (ay/z - by/2)m = abzr.

Mit Cavalieris Prinzip fiithrt das zu

P, = {(z,y) € R?: 1},

h 1 1
V=XP)= / MN(P,)dz = abr - 5%1’5 = §7mbh2.
0

Aufgabe 5. Seien H? bzw. \? das 2-dimensionale Hausdorffma$l bzw. das Borel-Lebesguesche
Maf} auf R3.

(a) Sei Z C R? ein Zylinder mit Grundflichenradius r > 0 und Hoéhe h > 0 sowie F' = H*(02)
sein Oberflicheninhalt einschlieflich des Bodens und des Deckels. Zeigen Sie: F' = 27r(r + h).
(b) Berechnen Sie auch das Volumen V = A\*(Z) des Zylinders. Fiir welches Verhéltnis ¢ = &
ist das isoperimetrische Verhéaltnis ) = ‘Pf—i(q) maximal? Begriinden Sie.

Loésungsvorschlag. (a) Die Mantelfliche M C 0Z des Zylinders mit Radius » > 0 und Hoéhe
h > 0 ist nach Aufschneiden entlang einer Mantellinie flachengleich zum Fliacheninhalt eines
Rechteckes R C R? mit Seitenéingen 27r (dem Umfang der Kreisbogenlinie des Bodens bzw.
Deckels) und h. Also ist

H*(M) = N*(R) = 277 - h.

[Wem das Argument nicht prézise genug ist, der baue aus dem ,Abwickeln® eine regulire
Parametrisierung ¢: R — M C R® mit Jacobischer J, = 1.] Der Boden und der Deckel haben
offenbar jeweils Flicheninhalt 772, so dass man insgesamt folgendes bekommt:

F=#207) =27 - h+ 2+ (wr?) = 27 (r + ).

(b) Das Volumen des Zylinders ist mit Cavalieri
h h
V=XN(2)= / N(Z,)dz = / mridz = 7r? - h,
0 0

denn die z-Schnitte von Z sind alles Kreisscheiben vom Radius r (wenn man die Koordinaten so
legt, dass die z-Achse die Symmetrieachse des Zylinders ist). Fiir das isoperimetrische Verhéltnis
() ergibt sich daher

| o
F3  8m3r3(r+h)3 81 (

1 q

Q=

+ |=1s

7 1) 81 (1+¢)3

fiir ¢ := £ > 0. Bis auf den Faktor &= ist also ) durch die positive Funktion f: (0, 00) — (0,00),




gegeben. Fiir diese gilt:
lim f(¢) =0, lim f(q) =0,
q—0 q—r00

so dass f wegen ihrer Stetigkeit nach dem Satz von Weierstral ihr Supremum annimmt. An
einer solchen Maximalstelle ¢y € (0,00) muss f wegen ihrer Differenzierbarkeit f’(qy) = 0
erfiillen. Es ist aber

Flg) = (1+¢0°—q-31+¢)* (1+q -3¢ _1-2

S (L (R L

und diese Ableitungsfunktion verschwindet nur bei ¢y = % Fiir genau h = 2r (Hohe = Durch-
messer) ist also das isoperimetrische Verhéltnis maximal. (Bei vorgegebenen Flidcheninhalt F
des Randes hat also der Zylinder bei diesem Verhéltnis von Hohe zu Durchmesser das maximale
Volumen.)

Aufgabe 6. Wir betrachten die Zylinderkoordinaten ®: (0,00) x (0,27) x R — R?,
O(r, 10, 2z) = (rcosd, rsind, z).

(a) Berechnen Sie die Jacobische von ® und bestimmen Sie das Bild von ®.

(b) Wir betrachten die etwas aufgedickte Mantelfliche des Zylinders mit Radius » > 0 und
Hohe h > 0,

M:{(x,y,z)€R3: z €10, hl, (7’—5)2§$2+y2§(7"+5)2}

(mit 0 < € < r). Zeigen Sie fiir das Volumen V von M: V = 4nrhe.

Losungsvorschlag. (a) Die Jacobi-Matrix von & ist

cost —rsind 0
Jac(®)(rd,z) = | sind rcos?d 0
0 0 1

und damit mit Hilfe von Laplaces Entwicklungssatz (nach der letzten Spalte)
Jo(r, 0, 2) = | det(Jac(®)(r, ¥, z)| = | cos¥(r cos ) — sinI(—rsind)| = |r(cos® 9 + sin® V)| = r.
Das Bild von & ist
im(®) =R*\ {(z,y,2) e R*: y=0, x > 0}.
(b) Fiir jedes z € [0, h] ist der z-Schnitt von M gegeben durch
M. ={(z,y) eR*: (r—e)’ <a’+y" < (r+2)°}

und ist damit gegeben durch einen Kreisring vom Innenradius r —e > 0 und AuBenradius r +¢.
Er hat damit Flicheninhalt (da die ,innere Mantelfliche* eine A?-Nullmenge ist)

N(M,) =n(r+¢e)* —n(r—e)? = dnre.

Mit Cavalieris Prinzip gilt daher:

h
V= N(M) = / N(M.) dz = drreh.
0



