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Musterlosungen zur Integrations- und Mafltheorie

Aufgabe 01. Sei K ein Korper. Ein 4-Tupel (A, +, x,-) heifit eine (assoziative) K-Algebra,
wenn +,* innere Verkniipfungen auf A sind, also 4+,*%: A x A — A, und - eine duflere Ver-
kniipfung auf A ist, also -« K x A — A, so dass gilt: (i) (A4, +, *) ist ein Ring; (ii) (A, +,-) ist
ein K-Vektorraum; (iii) A - (z*xy) = (A-z)xy=x % (A-y), fir alle A € K, 2,y € A.

(a) Sei Fy = {0,1} der Korper mit zwei Elementen und X eine beliebige Menge. Definieren Sie
auf allen Abbildungen von X nach Fy, A := Abb(X,Fs), in naheliegender Weise Verkniipfungen
(+, *, ), mit denen (A, +, *,-) zu einer Fy-Algebra (mit Einselement) wird.

(b) Wir definieren nun fiir jede Teilmenge Y C X ihre charakteristische Funktion xy: X — Fy
durch yy(z) =1, falls z € Y ist, und xy () = 0, falls z ¢ Y ist. Zeigen Sie, dass die Zuordnung
O:P(X) — Abb(X,Fy), Y — Xy, bijektiv ist.

(c) Welchen mengentheoretischen Verkniipfungen auf 3(X) entsprechen nun via ® den inneren
Verkniipfungen + und * von Abb(X,Fy) auf PB(X)? Zeigen Sie: Eine Teilmenge 2 C PB(X) ist
beziiglich der induzierten Strukturen (4, x,-) via ® genau dann eine Fy-Unteralgebra mit Eins,

wenn gilt: (1) X € A; (ii) VY e A: Y e A; (iii) VY, Yo e A YUY, € A

Losungsvorschlag. (a) Die Verkniipfungen +, * und - auf A = Abb(X,Fs) werden natiirlich
punktweise definiert:

(f +9)(@) = f(x) + g(x), (f*g)(x):= flx)g(x), (A-[f)(x):=Af(x),

fir alle x € X, A € K und f,g € A. Da [y ein Korper ist, folgt leicht, dass (A, +, , -) eine Fo-
Algebra mit Eins ist. Das Einselement wird offenbar durch die konstante Funktion ¢;: X — Fy,
c1(x) = 1, gegeben. [Anmerkung: Man beachte, dass fiir eine Menge X mit mindestens 2
Elementen A selbst kein Koérper ist, da Elemente ungleich Null, die aber Nullstellen haben,
offenbar nicht invertierbar sind.|

(b) Fiir jedes f € Abb(X,[Fy) setzen wir
Yy ={reX: f(x)=1}.
Dann ist U: Abb(X,Fy) — P(X), f — Y, invers zu ¢, denn
Wod(Y) = U(xy) = {r € X xy(r) = 1} = ¥
fiir alle Y € PB(X) und fiir alle f € Abb(X,Fy) ist
Dou(f) = (V) = vy, - .

denn da xy, auf Yy gerade 1 und sonst 0 ist, stimmt yy, also mit f {iberein. (Beachte, dass f
ja nur die Werte 0 und 1 annehmen kann.) ® ist damit bijektiv.
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(c) Wir setzen also die Verkniipfungen +, #:P(X) x P(X) — P(X) so fest:
Y+ Yy =0 HD(Y)) +(Y)), YixYy:=0 HO(Y))* (V).

Da

Xy * Xva = XvinY,

ist, denn Yy, xy,(z) = 1, genau wenn yy, (x) = 1 und xy,(z) = 1 ist, folgt: Y7 * Yo = Y1 NY5.
Bei der Summe miissen wir etwas aufpassen. Da fiir A\, u € F

Atpu=1 <= A=1p=0 oder A=0,u=1)

ist, denn 1+ 1 =0 in Fy, gilt:
Xvy + XY, = XW,

genau fiir W =Y, \ YU Y5 \ Y;. Wir nennen
YiAY, =Y\ Y2 UY5\ Y,

die symmetrische Differenz von Y; und Y3 und stellen also fest, dass Y; + Yo, = Y1 AY; ist.
(Natiirlich ist die duflere Multiplikation -: Fy x P(X) — P(X) via ¢ gegeben durch

0-Y=0, 1-Y=Y,

fir alle Y € B(X), denn das Nullelement (bzgl. + = A) auf P(X) ist offenbar die leere
Teilmenge (und das Einselement die volle Teilmenge von X)).
Eine K-Unteralgebra B einer K-Algebra A ist eine nicht-leere Teilmenge B C A, fiir die gilt
(i) \b € B,VA € K, Vb e B;
(11) b1+ by € B, Vbl,bQ € B;
(111) biby € B, Vbl,bQ € B.
(Man unterdriickt héufig die Symbole * und -.) Im Falle unserer Fo-Algebra 9B (X) bedeutet (i)
nur, dass ) = 0-Y (fiir ein Y € A) in A liegen muss. (ii) bedeutet demnach, dass mit Y7,Ys €

auch Y1 AY, € A liegt, und (iii), dass mit Y3, Ys € 2 auch Y1 NY; € A ist. Ist nun A C P(X)
eine Fo-Unterlagebra mit Eins, so folgt dann fiir jedes Y € 2, dass wegen 1 = X € 2 auch

YVe=X\YUP=X\YUY\X=XAY
in 2 ist. Weiterhin ist dann wegen
YIUYQZ (YICm}/éC)C

mit Y7, Y5 € A auch Y; UY; € 2. Eine Unterlagebra 20 C (X ) mit Eins erfiillt also auch die
Axiome

(i) X e«
(ii") Yee, VY e



(iii") Y, UYs € 2, VY3, Y5 € .

Umgekehrt gelten fiir eine Teilmenge 2 C P(X), die (i’)-(iii’) erfiillt, auch die Axiome (i)-(iii)
zusammen mit X € 2, 2 ist also eine F,-Unteralgebra mit Eins. Den Nachweis iiberlassen wir
dem Leser.

Anmerkung: Der Buchstabe o (Klein-Sigma) steht in der Mafitheorie meist fiir ,abzdhlbare
Summe*“. Mit ,,Summe* von zwei Mengen wurde frither auch oft die Vereinigung dieser gemeint.
Deshalb ist eine o-Algebra auf einer Menge X eine Unteralgebra 20 der Mengenalgebra (X))
mit Eins, wo fiir eine abzdhlbare Familie von Mitgliedern in [ auch ihre Vereinigung wieder in
2 ist (o-(iil")).

Aufgabe 02. (a) Recherchieren Sie zunéchst den sogenannten Grofien Umordnungssatz fiir
absolut kovergente Reihen, formulieren und erldutern Sie ihn.

(b) Sei nun X eine abzihlbare Menge (endlich oder unendlich) und ¢: X — [0, oo] eine beliebige
Funktion (die wir als Gewichtsfunktion interpretieren). Zeigen Sie, dass durch p,:B(X) —
[0, 00,

o(A) = 3 o),

z€EA

ein MaB auf (X, B (X)) definiert wird.

(c) Sei X wieder abzéhlbar. Zeigen Sie, dass jedes Mafl p auf (X,B(X)) wie unter (b) zu
Stande kommt und dass ¢: X — [0, 0o] mit p = p., eindeutig bestimmt ist.

Losungsvorschlag. (a) Der grofe Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen: Gegeben

sei eine ,,Doppelreihe® reeller Zahlen

E amn

m,n=1

und weiterhin eine Bijektion ¢:N — N x N. Wir setzen dann b, := a,u) € R (v € N). Jetzt
fordern wir, dass die Reihe ) >~ b, absolut konvergent ist und ihr Grenzwert sei b € R. Dann
besagt der Grofle Umordnungssatz:

(i) Jede Zeilenreihe Z,, ==Y " | Gy (m € N) ist absolut konvergent;

(ii) jede Spaltenreihe S, :=>"°_, amn, (n € N) ist absolut konvergent;
(iii) die Reihen > | Z,, und > >° S, sind absolut konvergent und es gilt:

[e.9]

m=1 m=1 n=1 n=1 m=1 n=1

Man kann also bei absolut konvergenten Reihen nicht nur die Summanden beliebig umordnen
(vertauschen), ohne die absolute Konvergenz gegen den gleichen Grenzwert zu verlieren, sondern
man kann auch die natiirlichen Zahlen in (abzdhlbar viele) groflere (als nur einelementige oder
endliche) Teilmengen My C N (k € N) partionieren,

N=MUMU:--,
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dann zunéchst nur tiber die Glieder, deren Indizes aus einem M;, (k € N) kommen, (in irgend-
einer Reihenfolge) summieren, und die Grenzwerte dieser dann noch einmal. Mit dem gleichen
Ergebnis (und alle Konvergenzen sind absolut).

Anmerkung: Wir werden diesen Satz spéter in der Vorlesung als einen Spezialfall unseres Satzes
von Fubini beweisen.

(b) Sei nun ¢: X — [0, 00] und g = p,:P(X) — [0, 00] wie in der Aufgabenstellung. Dann ist

zunéchst
p(®) = o(x) =0,
€l
und dies nach unserer Definition (aus Analysis 1), dass eine leere Summe (reeller Zahlen)

stets Null sein soll. Seien nun A, C X (k € N) beliebig, allerdings paarweise disjunkt, sowie
A=, Ax. Im Fall, dass pu(A) < oo ist, liefert nun der GroBe Umordnungssatz

S o uA) =) e@) = ex) = u(A).

keN keN zeAy €A

(Wer eine Doppelreihe sehen mochte, zihle jedes Ay mit einem ¢;: N — Ay ab (falls Aj unendlich
ist) und setze dann ax = ¢(1x(1)) (und fiille mit Nullen auf, falls Ay endlich ist).)

Der Fall p(A) = oo ist einfacher. Ist ndmlich C' > 0 beliebig, so gibt es Elemente z1, ..., z, €
A mit Z;’L:1 ¢(x;) > C. Sei x; € Ay,. Die k;’s miissen nicht alle paarweise verschieden sein.

Setzen wir daher {ki,...,k,} =: {l1,...,ln} mit nun paarweise verschiedenen /;’s (und m < n).
Dann ist . .

> AL =D p(r) > C

i=1 j=1

und damit ist auch ), p(Ag) = oo,
(c) Sei MafBle(X) die Menge aller Mafie auf (X,P(X)) und p € MaBe(X). Dann setzen wir

0 X — [0, 00],
pu() == p({z}).

Wir behaupten, dass die Abbildungen ®: Abb(X, [0, oc]) — MaBe(X), ¢ — p, und ¥: Mafie(X) —
Abb(X, [0, 00]), > ¢, invers zueinander sind. Denn

Ho(A) =) wule) =Y p({}) =l J

z€EA TEA

{z}) = pu(A),

z€EA

fiir alle A € P(X), und

Pu. () = 1o({2}) = (@),
fir alle z € X. Es gibt also zu jedem Mafl p auf (X,P(X)) genau ein p: X — [0, 00| mit
M= Hp-

Aufgabe 03 (Schrumpfungsformel). (a) Sei 2 eine o-Algebra auf einer Menge X und p ein
MaB auf (X, ). Zeigen Sie: Sind Ay € A (k € N) mit Ay, O Aj4q, fiir alle £ € N, und ist
p(Ar) < o0, so gilt fiir A := (), o Ax:
u(A) = lim p(A).
k—o0
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(b) Sei p das Zéhlma$l auf N sowie Ay := {n € N : n > k} (k € N). Zeigen Sie, dass die
Schrumpfungsformel (a) fiir (Ay) nicht gilt.

Losungsvorschlag. (a) Da p(A4;) < oo ist, und damit wegen der Monotonie des Mafles und
A C Ay, fir alle £ € N, sowie A C Ay, sind alle Mafizahlen in der folgenden Rechnung
endlich und es darf deshalb subtrahiert werden. Sind alle p(Ay) = oo (kK € N), so bricht die
Argumentation zusammen und die Aussage wird auch falsch (siehe Teil (b)). [Anmerkung:
Ist dagegen p(Ag,) < oo, fir ein kg € N, so bleibt die Aussage richtig, da man dann die
Familie (Ag)ren einfach durch (Ag)k>k, ersetzen kann, denn weder A dndert sich dann noch

Wir beobachten nun zunéchst, dass wegen der Schachtelung ineinander und der Monotonie
des MaBes die Folge (14(Ax)) monoton fallend und nach unten durch 0 beschrinkt ist und damit
also konvergieren muss. Das zeigt also bereits die Existenz von lim p(Ay). Dann ist die Folge
(By) mit By, := A; \ A aufsteigend, denn wegen Ay O Ajyq ist

By =A1\ Ay € A1\ Aks1 = By,
fiir alle £ € N. AuBlerdem ist

A\ Ay = A\ [ A=A\ A

k

Wir schreiben: (A; \ Ax) (A1 \ A). Nach der Ausschépfungsformel ist deshalb:
pA) = p(A) = p(A\ A) = lim p(A\ Ay) = Tim (p(Ar) = p(A))
= p(Ay) — lim pu(Ay),
k—o00
und damit nach Subtraktion von u(A;):

lim p(Ag) = p(A).

k—o00

(b) Das ZédhlmaB auf einer abzidhlbaren Menge X ist das Mafl p zur Gewichtsfunktion ¢ = 1
auf X (vgl. Aufgabe 02). Es ist also fiir A C X durch

1(A) = #(A)(= Anzahl der Elemente von A)

(und diese Formel macht auch Sinn fiir beliebige Mengen X)) gegeben. Fiir X = N und A; =
{n € N:n >k} folgt: u(Ax) = oo, da Ay offenbar unendlich ist, und es ist auch Ay O Ajiq,
fiir alle & € N. Aber A := [,y Ar = 0 und deshalb ist

p(A) =07 0o = lim p(Ay).

[Nach der Anmerkung unter (a) gilt also immer ,,<“, da nur im Falle u(Ay) = oo, fiir alle k € N,
etwas schief gehen kann, in welchem Fall aber die rechte Seite 0o ist und damit p(A) < oo stets
richtig ist.]

Aufgabe 04. (a) Zeigen Sie, dass R und B(N) gleichméichtig sind. (Hinweis: Zeigen Sie
zunéchst, dass R und [0,1) gleichméchtig sind und driicken Sie dann jedes x € [0,1) durch
seinen Dualbruch 0, ajas ... (mit a; € Fy, k € N) aus.)
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(b)* Sei B,, C B(R™) die Borel-Algebra (n € N). Zeigen Sie, dass B,, gleichméchtig zu R ist
und damit, dass B,, # P(R™) sein muss.

Hinweis: Benutzen Sie die Sétze von Schroder-Bernstein und Cantor aus der Analysis-1.

Losungsvorschlag. (a) Um zu zeigen, dass R und [0,1) gleichméchtig sind, reicht es, eine
Injektion ¢:R — [0, 1) anzugeben. Da die Inklusion [0,1) < R auch injektiv ist, gibt es nach
dem Satz von Schrider-Bernstein auch eine Bijektion zwischen R und [0, 1). Das schaffen wir
sogar in stetiger Weise z.B. durch

1 : 1
T > —arc an(x) + 5
denn bekanntlich bildet arctan die reellen Zahlen bijektiv auf das Intervall (—m/2,7/2) ab.
Nun zeigen wir, dass [0, 1) und B(N) gleichméchtig sind. Dazu schreiben wir jedes z € [0, 1)
eindeutig ohne Einerenden als
r=0,a1a9---

mit a, € {0,1} (n € N). Dann setzen wir ¢: [0,1) — B(N),
t(x)={n €N:a, =1},

Dann ist ¢ injektiv und ,fast surjektiv. Das Komplement M des Bildes besteht nur aus den
Teilmengen von N, fiir die es ein k& € N gibt, ab dem alle Elemente in der Teilmenge liegen (Ei-
nerenden). Davon gibt es aber nur abzéhlbar viele. Es folgt, dass Bild(¢) die gleiche Méachtigkeit
wie P(N) hat. Wihle dazu etwa eine Kopie N von N in [0, 1), z.B. die Hauptbriiche 1/n (n € N).
Bilde diese dann bijektiv auf «(N) U M ab und das Komplement wie vorher. Das so variierte ¢
ist dann bijektiv.

Wegen der Transitivitat der Gleichméchtigkeit ist damit R gleichméchtig zu B(N).

(b)* Das ist schwer. (Deshalb steht ein * daran.) Wir geben nur eine Beweisskizze.

Zunachst mal hat die Teilmenge 4 := $,, aller offenen Mengen in R" die Kardinalitdt von
R bzw. PB(N). Man nennt sie iiblicherweise 2% := card(R) (Xo := card(N)). Das liegt daran,
dass jede offene Menge Vereinigung von offenen Quadern mit rationalen Eckpunkten ist, wo-
von es nur abzéhlbar viele gibt. Durch die Vereinigung erhélt man daher eine Surjektion von
P(N) auf 8, also card(h) < 2%, Da man R auch in 4 injektiv abbilden kann, etwa durch
x> (0,7) x R"1 ist auch 2% < card(4), nach Schréder-Bernstein also card(it) = 2%,

Ebenso hat die Teilmenge 2 := 2, C ‘B(N) aller abgeschlossenen Mengen die Kardinalitét
des Kontinuums R, denn die Komplementbildung ist eine Bijektion von i auf 2[. LUl ist also
abgeschlossen gegen Komplementbildung und auch gegeniiber endlichen Durchschnitten und
endlichen Vereinigungen, 2l auch gegeniiber abzéhlbar vielen (sogar beliebig vielen) Durch-
schnitten, nicht allerdings $l.

Man definiert nun eine Teilmenge des R™ als eine Gs-Menge (,,0¢ fiir abzéhlbare Durchschnit-
te), wenn sie Durchschnitt von abzahlbar vielen offenen Mengen ist. Diese liegen offenbar in der
Borelalgebra B := ‘B,,. Die Komplemente von diesen, also Vereinigung von abzéhlbar vielen
abgeschlossenen Mengen, nennt man eine F,-Menge (,,0“ fiir abzidhlbare Vereinigungen). Auch
diese gehoren zu B. Auch die G§- und F,-Mengen haben die Kardinalitdt des Kontinuums, wie
ein giangiges Diagonalargument zeigt. Leider sind dies immer noch nicht alle Borelmengen. Denn
Gs-Mengen sind nun zwar abgeschlossen gegeniiber abzihlbaren Durchschnitten, aber nicht ge-
geniiber abzédhlbaren Vereinigungen, und entsprechend ihre Komplemente, die F,-Mengen nicht
gegeniiber abzéhlbaren Durchschnitten.



Deshalb bildet man jetzt die sogenannten Gs,- und F,s-Mengen. Eine Gs,-Menge ist Ver-
einigung von abédhlbar vielen Gs-Mengen, eine F,s-Menge Durchschnitt von abzahlbar vielen
F,-Mengen. Auch diese haben die Kardinalitdt des Kontinuums.

Nun ist klar, wie man weitermacht. Aber leider haben zwar die G (55)»- und Fi,s»-Mengen fiir
jedes n € N (n Kopien (d0) bzw. (¢6) im Index) immer noch die Kardinalitdt von R, sind aber
immer noch nicht abgeschlossen gegeniiber abzédhlbaren Vereinigungen und Durchschnitten.

Deshalb bildet man nun
Gw = U G((;U)n, Fw = U F(J(;)n,

neN neN

wobei man hier unter w die natiirlichen Zahlen mit ihrer natiirlichen Ordnungsstruktur ,,<*
meint, w = (N, <), einer sogenannten , Ordinalzahl“. Ordinalzahlen sind Verallgemeinerungen
von natiirlichen Zahlen, die einem — grob gesprochen — auch das Weiterzdhlen bei unendlichen
Mengen gestatten. Die erste transfinite Ordinalzahl ist w.

Aber leider ist nun auch bei G, U F, noch immer nicht Schluss. 2 ist immer noch grofler.
Man muss jetzt noch , weiterzahlen“ bis zur ersten iiberabzihlbaren Ordinalzahl € (eine gewisse
wohlgeordnete Menge, siehe Exkurs) deren Kardinalitit man mit 8; bezeichnet. (Es ist also
N < ZNO.) Und dann zeigt man, dass Gg U Fp immer noch die Kardinalitdt von R hat, dass sie
aber zudem abgeschlossen unter Komplementbildung und gegeniiber abzéihlbaren Vereinigungen
(und Durchschnitten) ist und deshalb die Borelalgebra %6 sein muss.

Nach dem Satz von Cantor ist B(R™) echt méchtiger als R™ (und R™ ist méchtiger als R
(sogar gleichméchtig)). Es folgt, dass P(R™) echt méchtiger als 98,, und damit verschieden von
B, ist.

[Exkurs: Eine Ordinalzahl soll eigentlich so etwas wie eine Aquivalenzklasse von wohlgeordneten
Mengen (X, <) sein (unter ordnungserhaltenden Bijektionen). Alle diese bilden aber keine Men-
ge. Es gibt einfach zu viele ,, Kopien®. Hier hilft man sich mit einem Trick. Man wahlt aus jeder
Aquivalenzklasse eine besondere wohlgeordnete Menge aus, in dem man insbesondere verlangt,
dass die Ordnungsrelation durch die Elementbeziehung zustande kommt. Eine Wohlordnung <
auf einer Menge ist eine lineare Ordnung <, bei der jede Teilmenge ein (dann eindeutig be-
stimmtes) kleinstes Element hat. So werden die natiirlichen Zahlen n € N nach J. von Neumann
etwa durch 0 = () und dann rekursiv durch n +1 =nU {n}, also z.B. 5 = {1, 2, 3,4}, gegeben,
und die natiirliche Ordnung durch k£ < n, wenn k£ € n ist. Und so macht man es allgemein mit
Ordinalzahlen (X, <): Man verlangt, dass fiir alle z € X gilt:

r={ye X :y<uz}

Z.B. ist neben n € N (fiir jedes n) auch N selbst eine Ordinalzahl, die man mit w bezeichnet.
Die néchste ist dann
w+1l:=wU{w}={1,2,3,...;w},

mit der naheliegenden Ordnung. Ordinalzahlen sind immer miteinander durch die Inklusion
vergleichbar, und betrachtet man jene, die kleiner oder gleich einer gegebenen ~ sind, so ist dies
eine Menge, die selbst wohlgeordnet sind. (Alle Ordinalzahlen bilden keine Menge. Zu viele.)
Die Menge

{a : a ist Ordinalzahl mit a@ <y und « ist tiberabzahlbar}

(fiir ein tiberabzihlbares 7) hat daher ein kleinstes Element, welches mit € (unabhéngig von
7v) bezeichnet wird.
Kardinalzahlen sind spezielle Ordinalzahlen, ndmlich jeweils die kleinsten aller Ordinalzahlen



mit der gleichen Méchtigkeit. Jede Menge X ist zu genau einer Kardinalzahl gleichméchtig, die
dann mit card(X) bezeichnet wird. Das liegt daran, dass man wegen des Auswahlaxioms auf
jeder Menge eine Wohlordnung finden kann. Ahnlich wie bei den Ordinalzahlen kann man auch
hier nicht die Aquivalenzklasse aller Mengen nehmen, die untereinander gleichmichtig sind. Das
ist zu viel. Durch die Ordinalzahlen kann man hier jeweils einen besonderen Reprisentanten
auswahlen. Auch Kardinalzahlen sind Verallgemeinerungen der natiirlichen Zahlen. Man kann
mit ihnen in gewisser Weise rechnen, indem man Addition durch Vereinigung, Multiplikation
durch cartesisches Produkt und Potenz durch Abbildungen definiert. Ist z.B. a = card(A),
b = card(B), so setzt man a’ := card(Abb(b, a)). Die ersten transfiniten Kardinalzahlen werden
mit Ny = card(w), ¥y := card(Q), N, N3, ... bezeichnet. Die beriihmte Kontinuumshypothese
besteht in der Aussage ,N; = 2% Die spektakulire Antwort darauf von Gédel und Cohen
tiberlasse ich Thnen zum Nachschlagen. (Siehe z.B. in P. Halmos: Naive Mengenlehre)]

Aufgabe 05. Sei X eine Menge sowie A, B € P(X) und M := {A, B} CP(X).

(a) Sei mindestens eine von den vier Mengen A N B, AN B¢, A°N B, A°N B leer. Zeigen
Sie, dass dann das von I erzeugte Dynkin-System ® mit der von 9 erzeugten o-Algebra 2
tibereinstimmt, ® = 2. (Hinweis: Suchen Sie einen durchschnittsstabilen Erzeuger fiir ©.)

(b) Seien nun die Mengen AN B, AN B¢, A°N B und A°N B¢ allesamt nicht-leer. Zeigen Sie,
dass dann das von 91 erzeugte Dynkin-System © nicht mit der von 91 erzeugten o-Algebra 2
iibereinstimmt, ® # A. (Hinweis: © ist sehr klein.)

(c) Geben Sie ein Dynkin-System an, welches keine o-Algebra ist.

Losungsvorschlag. (a) Da ein Dynkin-System stets () enthélt und mit jedem C' auch sein
Komplement C¢, stimmen die Dynkin-Systeme, die von den folgenden vier Teilmengen von
P(X) erzeugt werden, alle mit ® iiberein:

@1 — {@,A,B}, @2 — {@,A,BC}, @3 — {@,AC, B}, @4 = {@,Ac, BC}

Ist nun eine der vier Teilmengen AN B, AN B¢, A°N B, A°N B¢ leer, so ist auch eine der
vier Teilmengen €&, ..., &, durchschnittsstabil. Damit hat also ® einen durchschnittsstabilen
Erzeuger und deshalb ist © = 2.

(b) Sind nun die Mengen ANB, ANB¢, A°“NB und AN B¢ allesamt nicht-leer, so behaupten wir
zunéchst, dass das von 91 erzeugte Dynkin-System aus den folgenden (paarweise verschiedenen)

sechs Teilmengen von X besteht:
0,A, B, A°, B, X.

Denn fiir ©' := {0, A, B, A¢, B, X'} gilt offenbar, dass ) € ®’ und mit jedem C' € ®" auch
Cc € ®' ist. Nun gibt es nicht viele Moglichkeiten fiir zwei Teilmengen C7,Cy € ®’, dass
C1, N Cy = ) ist. Das passiert nur, wenn eine der Mengen C', Cy leer ist oder C; = A, Cy = A€
oder C; = B,(Cy = B¢ (oder die Rollen von C, Cy vertauscht werden). In all diesen Féllen liegt
aber C7 U Cy wieder in ©'. Es ist also ©’ ein Dynkin-System, und sicher das Kleinste, welches
M enthéilt, also ' =D.

Die von 9t erzeugte o-Algebra 2 ist aber echt gréfler, denn sie enthélt z.B. AN B. Man priift
namlich leicht nach, dass AN B keine von den sechs Teilmengen aus ® ist.

(c) Wir versuchen X méglichst klein zu machen und zwei Teilmengen A, B € B(X) zu finden,
die die Bedingung aus Teil (b) erfiillen. Das gelingt bereits bei einer 4-elementigen Teilmenge
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X =1{1,2,3,4} mit den Teilmengen
A={1,2} und B = {2, 3},

was man leicht nachpriift.

Aufgabe 06. Sei X eine Menge und (X)) versehen mit ihrer Ringstruktur aus Aufgabe 01.
Zeigen Sie: Eine Teilmenge R C P(X) ist genau dann einen Mengenring, wenn sie ein (alge-
braischer) Unterring von (X)) ist.

Losungsvorschlag. ,,=“: Ist R C PB(X) ein Mengenring, so ist also ) € SR und mit R, S € R
sind auch R\ S und RUS in R. Wegen RAS = (R\ S)U(S\ R) ist dann auch RAS in R, und
wegen RNS = R\ (R\S) auch RN S € K. Damit ist dann R C P(X) also ein (algebraischer)
Unterring von P(X). (Eigentlich muss man auch zeigen, dass mit R in R auch ihr Negatives
—R in R ist, aber wegen A + A = 0 in diesem Ring (fiir alle A € P(X), P(X) ist ja eine
Fy-Algebra) ist —R = R.

,<=": Ist umgekehrt R C P(X) ein algebraischer Unterring von P(X), so ist also ) € R und
mit R, S € R sind auch RAS und RN S in K. Wegen R\ S = (RAS)N R ist dann zunéchst

auch R\ S € R. Sind R und S disjunkt, RN S = 0, so ist wegen R US = RAS in diesem Fall
auch R U S € . Im allgemeinen Fall ist aber

RUS = (RAS)U (RN S)

und daher auch RU S € fR. R ist damit also auch ein Mengenring.

Ein Mafiraum (X, 2(, ) heiit vollstdndig, falls fiir jedes M € 2 mit u(M) = 0 auch alle
Teilmengen N C M in 2 liegen.

Aufgabe 07. Sei (X, u) ein Mafiraum. Wir setzen N := {N € P(X) : es gibt ein M € A
mit N C M und p(M) =0} sowie A :={AUN:AcAund N € N}.

(a) Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra mit A C A ist.

(b) Definiere /15211 — [0,00] durch @(AU N) = u
tes MaBl auf (X,2() mit 4|2 = p ist, und dass (X,
Vervollstdndigung von (X, 2, 11).)

(A). Zeigen Sie, dass fi ein wohldefinier-

~

2, i) vollstandig ist. ((X,%2, /i) heift die

Lésungsvorschlag. (a) (i) Da 0 € A und p(A) = 0 ist, ist § € M. Damit ist X = X UD € A
(ii) Seien nun A, M € A, (M) =0und N C M. Es ist dann M C N und daher
(AUN)® = A°NN°=AN(N‘N(MUM))=AN((N°NM)U (NN M°))
—_——

=Mec

= (A°NMOYUA°NN N M) e

e M

(iii) Seien B, € A (n € N). Dann gibt es also A,, M, € A mit x(M,) = 0 und N,, C M, mit
B, = A, UN,. Wir setzen

A=A, M=JM, N:=[]N.

neN neN neN
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Dann ist auch M € 2 und
p(M) < " p(M,) =0

neN

sowie N C M. Auflerdem ist A € 2 und fiir B := |, _y By ist

neN

B=JA,uN,) =JA U N, =AUN e

Es ist also 2 eine o-Algebra. Schlielich ist feNund A= AU, fir jedes A € A. Also ist A
auch in A und damit A C 2.

(b) (i) f1 ist wohldefiniert: Nehmen wir also an, dass A, A’, M, M’ € 2 sind, (M) = u(M') =0
sowie N C M, N' C M’ mit
AUN =A"UN' =: B.

Dann miissen wir zeigen, dass pu(A) = u(A’) ist. Mit M und M’ ist wegen
p(MUM) <pu(M)+p(M)=0+0=0
auch M U M’ € 2 eine Nullmenge und daher
H(A) < (AN (MU M) + u(M U M) = (A \ (MU M),
also wegen der Monotonie und A\ (M U M') C A also sogar pu(A) = p(A\ (M U M')). Nun ist

NCM

A\ (M UM (AUN)\(MUM'y=B\ (MuUM")

= (A’UN’)\(MUM’) :A'\(MUM’).
Zusammen erhalten wir

H(A) = (A (M UM) = p(A'\ (M UM')) = pu(A).

(ii) 2 ist ein Mafl mit |2 = p: Da A = AUD und 0 € M ist, sieht man, dass 1(A4) = u(A), fir
alle A € 2, ist. Damit ist insbesondere fi()) = 0.

Seien nun B, € A (n € N) paarweise disjunkt. Es gibt dann also A,,, M, € 2 mit u(M,) = 0
und N,, € M, sowie B, = A, U N,. Mit (B,,) ist dann auch (A,) paarweise disjunkt. Wir

setzen
B:=|JB, A=JA4., M:=|JM, N:=[JN.

neN neN neN neN

Es ist dann p(M) < >~ p(M,) = 0 und N C M. Schliefllich ist

B=J(A,UN,)=AUN

und damit

A(B) = u(A) =Y u(An) =Y i(By).

(iii) (X, 2, ft) ist vollstandig: Sei dazu B € 2 mit i(B) = 0 und S C B. Es existieren dann
A M € A mit (M) =0und N C M mit B=AUN. Es folgt

S=SNB=SN(AUN)=(SNA)U(SNN).
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Da M C A (denn N = QU N, fiir alle N € 9N, und @ € A) sowie u(A) = i(B) = 0 ist, folgt:
SNACA also SNAeMNC 2. AuBerdem ist SNN C N alsoauch SNN € 9t C QAI, und
damit auch S € .

(X, 2, fi) ist damit vollstéindig (und nach Konstruktion in jeder vollstéindigen Erweiterung
von (X, 2, ) enthalten.)

Aufgabe 08. Sei X eine Menge und v:P(X) — [0,00] ein duBleres Mafl auf X. Sei weiter
2A CP(X) die o-Algebra der v-messbaren Mengen und p := v/|2L.

(a) Zeigen Sie, dass (X, 2, u) vollsténdig ist.

(b) Sei p*:P(X) — [0,00] das von p induzierte duBere Mafl nach Caratheodory. Zeigen Sie,
dass i.A. p* = v nicht gilt. (Hinweis: Versuchen Sie es mal mit einem geschickten dufleren Maf
v auf der Menge X = {0,1}.)

Losungsvorschlag. (a) Sei M € 2 mit (M) =0 und N C M. Fiir eine beliebige Teilmenge
S C X ist dann wegen SN N C N C M zunéchst

v(SOAN) <v(M)=pnM)=0.
Wegen S\ N C S und der Monotonie von v erhalten wir dann
v(S)>v(S\N)=v(SNN)+v(S\N)=v(SNN)+v(SNN°).

Damit ist N also v-messbar und damit in 2.
(b) Wir definieren v:B(X) — [0, 00] mit X = {0,1} durch

v(0) =0, v({0}) =r({1}) =2 »X)=3

Dann sieht man recht schnell, dass v ein dueres Maf auf X ist. Die Teilmenge {0} € PB(X)
ist dann nicht v-messbar, denn

v(X)=3#2+2=v({0})+v{1}) =v(X N{0})+ v(X N{0}°).

Deshalb ist auch {1} nicht messbar, denn die v-messbaren Mengen sind ja komplementstabil.
Es folgt, dass 2 = {0, X'} ist. Ist nun p*:P(X) — [0, 00] das von p = v|A induzierte duflere
Mafl (nach Caratheodory) auf X, so ist z.B.

pr({0}) = 3 # 2 = v({0}),

also pu* # v.

Aufgabe 09. Sei \* das duflere Lebesgue-Mafl auf R und M C R eine A\*-messbare Teilmenge
(d.i.: eine Lebesgue-Menge). Sei weiter € > 0 beliebig.

(a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U C R gibt mit U O M und \*(U \ M) < e. (Hinweis:
Betrachte zunéchst den Fall A*(M) < oo und im Fall A*(M) = oo dann die Durchschnitte
M, = M N [—n,n] (n € N). Denken Sie auch immer an den ,,27"e-Trick“.)

(b) Zeigen Sie, dass es eine abgeschlossene Teilmenge A C R mit A C M und M (M \ A) < ¢
gibt. (Hinweis: Betrachte M¢ und Teil (a).)
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Losungsvorschlag. (a) (i) Sei zunéchst A*(M) < oco. Nach Defnition des duBeren Lebesgue-
MaBes auf R gibt es eine Intervalliiberdeckung (I,,),eny von M mit

S M) < A ( )+%,

neN

wobei alle Intervalle beschriankt sind (1-dimensionale Quader). Durch eventuelle Hinzunahme
der Randpunkte von I,,, die das Mafl von I,, nicht verdndern, konnen wir annehmen, dass I,
auch abgeschlossen und damit von der Form I,, = [a,,b,] mit a, < b,, fir alle n € N. Wir
vergréffern nun jedes dieser Intervalle kontrolliert, um es offen zu bekommen und setzen

Jp = (an —e-270F b 4 .27 (0F2))

Dann ist U := |, J, C R offen, und da J,, 2 I, und |J,, [, 2 M ist, ist auch U O M. Damit
ist U Borelsch, also insbesondere A*-messbar, und deshalb ist A* additiv auf (U\ M) U M = U:

N(U) =X (U\ M)+ X\(M).
Da M\ (M) < oo ist, folgt:

NU\NM) = XU)—- (M) < X"(U Jp) — (Z A1) — 5)
< Y M) - <Z(bn —a,) — g)

n

= ) ((bp+e-270) — (g, —-27") =Y (b, —a,) + g

— Z —|—2522 (n+2) En:b —an)+§
o 3
1

1
weil mit der geometrischen Reihe ) (3)" = Zr = 1 ist.
2

(ii) Im Fall \*(M) = oo setzen wir M,, :== M N[—n,n] (n € N). Dann ist auch M, A\*-messbar
und
N (M,) < A([—n,n]) =2n < co.

Nach Teil (i) konnen wir deshalb offene Mengen U,, C R mit U,, 2 M,, und \*(U,\ M,) < e-27"
finden. Wir setzen dann U := |J, U,. Es folgt, dass U offen ist, dass U O M ist und dass
U\M =J,(U,\ M) ist. Schliefllich ist

NUNM) < Y NUN\M) <D X (Un\ M)
< 522_”:5

(b) Wegen Teil (a) existiert ein offenes U C R mit U D M€ und \*(U \ M°) < e. Wir setzen
A :=U°. Dann ist A abgeschlossen und A = U° C (M°)¢ = M. Auflerdem ist

M\NA=MNA"=MAU=U\ M,
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also

N(M\ A) = \(U\ M°) < e.

Aufgabe 10. Sei \* das duflere Lebesgue-Mafl auf R und A seine Einschréinkung auf die Bo-
relsche o-Algebra 8 C B(R).

(a) Zeigen Sie: Fiir jede Teilmenge A C R gibt es eine Borelsche Teilmenge B C R mit
B D A und A\(B) = M(A). (Hinweis: Wihlen Sie eine Minimalfolge ((Qnk)ren)nen von Qua-
deriiberdeckungen fiir das dufiere Mafl A*(A).)

(b) Sei nun £ C ‘B(R) die Lebesguesche o-Algebra der A\*-messbaren Teilmengen von R und
B die \*-Vervollstindigung von B (siehe Aufgabe 07). Zeigen Sie: £ = B. (Hinweis: Suche fiir
M € £ mit Aufgabe 09 eine Borelmenge B C M mit \*(M \ B) = 0.)

Losungsvorschlag. (a) Sei also A C R beliebig. Nach Defnition des dufleren Lebesgue-Mafles
gibt es eine Folge von Intervalliiberdeckungen (J,,), J,, = (% )k, so dass gilt:

N(A) = lim (Z /\(Ink)> .

keN

Wir setzen B, := |J, I,x und B := (), B,. Dann ist B Borelsch und weil B,, D A ist, fiir alle
n € N, ist auch B O A. Wegen B C B, ist zundchst A\*(B) < A*(B,,) und daher auch

N(B) < liminf \*(B,) < liminf (Z )\(Ink)>

n—o0 n—oo
keN
= lim } A(Lu) = X' (A).
keN
Wegen A C B ist sowieso \*(A) < A (B), also: \*(A4) = A*(B).
(b) Wir wissen schon, dass B C £ und £ vollstandig ist. Sei
MNM={NCR:IM €B: A\(M)=0und N C M}.

Damit ist also auch 91 C £. Da B von B UMN erzeugt ist, folgt: BC L (i% ist die kleinste
Vervollstandigung, die B enthélt.)

Um zu zeigen, dass auch £ C B ist, sei A € £ beliebig. Es gibt dann fiir jedes n € N
nach Aufgabe (9b) eine abgeschlossene Teilmenge B, C A mit A*(A\ B,) < <. Wir setzen
B :=JB,. Dann ist B € B und auch B C A. Auflerdem ist wegen A\ B C A\ B,:

1
N(A\B) S X(A\B,) <, VneN,

also A*(A\ B) = 0. Nach Teil (a) gibt es weiterhin ein M € B mit M O A\ B und \*(M) =
MN(A\ B) =0, also A\ B € M. Insgesamt ist also

A=BU(A\ B) e B.
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Aufgabe 11. Die Cantormenge C' C [0,1] wird so konstruiert: Im ersten Schritt nimmt man

aus Cyp = [0,1] das (offene) mittlere Drittel heraus, C; := Cy \ (3, %). Im zweiten Schritt

nimmt aus den verbleibenden Intervallen [0, 1] und [2, 1] wiederum das jeweils mittlere Drittel
heraus, Cy = [0,3] U [2,3] U [3,Z] U [3,1]. Bei jedem weiteren Schritt nimmt man aus den

verbleibenden Intervallen jeweils das mittlere Drittel heraus und erhélt so im n-ten Schritt
C, C [0, 1]. SchlieBlich setzt man C' := (1, Cn-

(a) Zeigen Sie, dass C' kompakt (und damit eine Borelmenge) mit A(C') = 0 (und A, wie immer,
dem Borel-Lebesgueschen Maf) ist.

(b) Zeigen Sie, dass C' gleichméchtig zu [0, 1] ist. (Hinweis: Betrachte die Darstellung der Zahlen
in C' im terndren System).

(c) Zeigen Sie, das die Lebesguesche o-Algebra £ C P(R) gleichméchtig zu P(R) ist.

Losungsvorschlag. (a) Cp = [0, 1] ist abgeschlossen und in jedem Schritt wird von C,, auf
Cp11 etwas Offenes herausgenommen. Damit ist C,, 11 der Durchschnitt von C), mit etwas Abge-
schlossenem. Nehmen wir induktiv an, dass C), abgeschlossen ist, so also auch C),;1. Damit ist
C,, abgeschlossen, fiir alle n € N, und deshalb auch der Durchschnitt C' =, C,,. Da C' C [0, 1]
auch beschrinkt ist, ist C' also nach Heine-Borel kompakt (und damit insbesondere Borelsch).

Um das (Borel-Lebesguesche) Mafl von C' zu bestimmen, bestimmen wir das Maf der offenen
Menge, die das Komplement von C' in [0, 1] ist. Im ersten Schritt wird ein offenes Intervall der
Lénge % herausgenommen. Aus den verbleibenden zwei Intervallen werden im zweiten Schritt
zwei offene Intervalle der Lénge % heraugenommen. Die Anzahl der verbleibenden Interval-
le verdoppeln sich von Schritt zu Schritt und die Lénge der mittleren Intervalle, die jeweils

herausgenommen werden, sind % mal so grofl wie im Schritt vorher. Im n. Schritt werden daher
277! Intervalle der Linge (3)"

herausgenommen. Wir erhalten damit, dass mit der geometrischen Reihe

o0 o0

n— 1n 1 2n— 1 1

n=1 n=1

sein muss. (In Teil (b) werden wir sehen, dass beim Herausnehmen all dieser Intervalle trotzdem
noch ziemlich viel stehen bleibt.)

(b) Wir iiberlegen uns, welche Zahlen bei jedem Schritt aus C,, herausgenommen werden und
stellen diese Zahlen x € [0, 1] im Ternérsystem

= 0,a1a00a3 ...,

mit a,, € {0,1,2} (n € N), dar. Im ersten Schritt wird das mittlere Drittel herausgenommen.
Das sind genau die Zahlen z, bei denen a; = 1 ist. (Bei den Randpunkten % und %, die zu C
gehdren, machen wir es so, dass wir % mit einem 2-er-Ende schreiben, % = 0,02, und % mit
einem 0-er-Ende, % = 0,2.) Im zweiten Schritt werden dann aus den verbleibenden Zahlen alle
x € C herausgenommen, bei denen ay; = 1 ist (mit einer entsprechenden Vereinbarung fiir die
Randpunkte). Auf diese Weise erhélt man, dass in C' genau die Zahlen = € [0, 1] liegen, die
in ihrer Ternédrdarstellung keine Finsen haben. Und das sind immer noch ziemlich viele. Wir

definieren nédmlich jetzt eine Abbildung

0:C = [0,1], 2 =0,a1a2a3 ... — y = 0,b1babs . ..
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so: Wir stellen z € C' wie oben im Ternérsystem und y = ¢(z) € [0,1] im Dualsystem (also
b, € {0,1}) dar. Dann setzen wir

b o_ 0, falls a, =0
] 1, fallsa, =2 °

Es ist dann klar, dass ¢ bijektiv ist. (Na ja, fast klar, aber wegen der 2-er, 1-er und 0-er-Enden
mache ich mir jetzt mal keine Gedanken, da es von denen ohnehin nur abzihlbar viele gibt: Die
Intervallgrenzen der herausgenommenen Intervalle bilden nur einen abzéhlbaren Teil von C, C'
ist aber offenbar viel grofier.) C' hat also Maf§ Null, hat aber die Kardinalitét von [0, 1] und ist
damit insbesondere iiberabzédhlbar. Das geht.

(c) Die Lebesguesche Algebra muss daher gleichmichtig zu PB(R) sein. Wir hatten nidmlich
schon gesehen, dass R ~ [0, 1] ~ C' ist, also auch P(R) ~ P(C). Aber weil £ vollstéindig und C
eine Nullmenge ist, sind alle Teilmengen von C' auch in £. Es folgt: £ ~ B(C) ~ P(R), denn
méchtiger als P(C') kann £ natiirlich auch nicht sein, da ja £ C B(R) ist.

Aufgabe 12. Sei \* das duflere Lebesgue-MaBl auf R™ (n € N).
(a) Zeigen Sie, dass A* translationsinvariant ist.

(b) Sei £ C P(R") die Lebesguesche o-Algebra der A*-messbaren Teilmengen in R". Zeigen
Sie, dass das Beispiel einer Teilmenge A C [0,1]" aus der Vorlesung, das nicht Borelsch ist,
auch nicht in £ liegt.

(c) Zeigen Sie, dass A* nicht o-additiv sein kann.

Losungsvorschlag. (a) Sei p € R” und 7,: R" — R" die Translation um p, x — x + p. Das
Borel-Lebesguesche Pramafi A auf den Elementarfiguren (R") ist translationsinvariant, denn

ist Q C R"™ ein Quader, sagen wir
n
Q =] 1o,
j=1

(im Falle, dass Intervallgrenzen nicht dazu gehéren, verlduft das Argument genauso), so ist

7,Q = Q+p=]]la; +pj, b; + s,

Jj=1

also wieder ein Quader, und nach Definition von A folgt

H (bj +pj) — (a; +p;)) Hb—a] (@Q).

Jj=1 Jj=1

Ist dann E € &(R™) eine Elementarﬁgur und F = @ U---U @, eine disjunkte Vereinigung
von Quadern @; (1 =1,...,r), so ist auch T, E eine Elementarfigur und

T,E=T,Q,U---UT,Q,

ebenfalls eine disjunkte Vereinigung von Quadern. Daher ist auch
E) = MT,Q) =Y MQ:) =\E
i=1 i=1
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Ist nun A C R™ beliebig, so ist (Ej)rey eine Uberdeckung von A mit Elementarfiguren, genau
wenn (7, Ey)ren eine Uberdeckung von 7, A von Elementarfiguren ist. (Man erinnere sich, dass
man mit 7_, auch wieder zuriick kann.) Da aber

D MTE) =) A(E)

ist, folgt auch

N(T,A) = inf{z MT,Ey) : (Ey) ist Uberdeckung von A mit Elementarfiguren}
k

= inf{z MEy) : (Ey) ist Uberdeckung von A mit Elementarfiguren} = \*(A).
k

Es ist also A* translationsinvariant.

(b) Die Argumentation fiir die Nicht-Messbarkeit der Menge A C [0, 1] =: W aus der Vorlesung
zeigt auch, dass A nicht in der Lebesgue-Algebra £ C B(R") liegen kann. Wir gehen die beiden
Ungleichungsketten noch einmal durch. Mit I = Q" NW und J = Q" N [—1,2]" hatten wir die
Inklusionen

quz(A+q [0, 2]" CU (A+q).

Aus der zweiten Inklusion konnten wir schlief3en:
n — * n < *
2" = A*([0,2]") < A (UqEJ(A+q)

Daraus sieht man, dass A*(A) > 0 sein muss. Das gilt immer, egal, welche Regularitidt A hat,
und da A C W ist, zeigt das iibrigens, dass A*(A) € (0, 1] ist.
Die erste Ungleichung liefert andererseits

S (A) T ST (44 ) MEB (qul (A+ q)) <N ([0,2]") = 2" < oo,

qel qel

aufl. Maﬁ

Z)\ A—l— TranZA

qeJ qeJ

und hier geht bei der zweiten Gleichung die Mafleigenschaft von \*|£ ein, wenn A € £ wiére.
Man schlieft dann, weil I unendlich ist, dass A*(A) = 0 sein muss, was im Widerspruch zu
oben steht. Es kann also A nicht in £ liegen.

(c) Das Beispiel zeigt auch, dass A*: B(R") — [0, co] nicht o-additiv sein kann. Es muss an der

obigen Stelle
A* (U (A+q) ) Z)\* A+q)

sein, sonst liefe sich der Widerspruch nicht 16sen. (Aber schon aus der Definition der A*-
Messbarkeit folgt, dass es ein B C R™ geben muss mit

N (B) £ N (BN A)+ X (BN A°).

Also ist A* definitiv nicht o-additiv, denn sonst wire £ = PB(R").
[Noch eine Anmerkung: Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle wissen wir, dass es nur ein
Maf3 auf der Borelalgebra 8 geben kann, welches auf den Quadern das elementargeometrische
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Volumen ergibt. Auch die Fortsetzung auf die Vervollstandigung £ ist eindeutig bestimmt. Das
obige Argument zeigt nun, dass es eine translationsinvariante Fortsetzung zu einem Maf3 auf
ganz P(R™) nicht geben kann. Man ist also nicht einfach nur zu einfallslos, um vielleicht eine
andere Konstruktion als die von Caratheodory zu finden.]

Aufgabe 13. (a) Sei A das Borel-Lebesguesche Mafi auf R und ¢ > 0. Geben Sie eine offene
Teilmenge U C R an mit U D Q und A(U) < € und begriinden Sie das. (Hint: Benutzen Sie
eine Abzéhlung von Q.)

(b) Sei n € N, X das Borel-Lebesguesche Ma§ auf R” und ¢ > 0. Sei weiter H C R"™ die
Hyperebene H = {(zy,...,2,) € R" : z, = 0}. Geben Sie eine offene Quaderiiberdeckung
(Qk)ken von H an mit >, A(Qx) < € und begriinden Sie.

Losungsvorschlag. (a) Wir benutzen eine Abzéhlung der rationalen Zahlen (g, )nen und set-
zen:
U:= U (go — 27 e, g, +27(+2)g),
neN
Da g, € U ist, fiir alle n € N, ist Q C U. U ist als Vereinigung von offenen Intervallen auch
offen. Die beteiligten Intervalle mogen iiberlappen, aber in jedem Fall gilt:

i 2~ 2e g, + 27 ("F2) 22 2~ (+2)¢ — (22 ) —g<5.

(b) Fiir jedes k € N betrachten wir den offenen Quader

1 —(/'<:+2)6 1

- 2—(k+2) C R®
(2k)n 1 ' (2k)n1 e) S R,

Qr = (—k, k)" x (=

(wobei der erste Faktor nicht da sei bei n = 1). Dann ist (Q;)ren eine Uberdeckung von H,
dennist x = (21,...,2,) € H und r := ||z||; = max([zy|,...,|z.]), soist x € Qy fiir k = [r]+1.
SchlieBlich ist

1
A = (2k n—1 2. 2—(k+2) _ 2_(k+1)
(Qk) ( ) ( (2]{})”_1 8) g
und damit
o 1 00
Z AMQr) < 5 Z —5 <e.
k=1 k=1

Aufgabe 14. Wir betrachten die Elementarmatrizen

a = 5 ) =47 )

fir jedes b € R, und setzen M = {u(b) € SLyR : b € R} U {v(b) € SLoR : b € R} C SLyR.

(a) Zeigen Sie, dass SLoR von M erzeugt wird. (Hint: Elementare Zeilenoperationen)

V2 0
0 V2

u(b) = s-u(b) - s~ u(-b).

(b) Zeigen Sie, dass mit s = ( 1 > € SLsR und jedem b € R gilt:
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(c) Zeigen Sie nun, dass SLoR gleich seiner Kommutatoruntergruppe ist.

Losungsvorschlag. (a) Sei A € SLoR beliebig. Wir wollen zeigen, dass es endlich viele
Fi,....,F, € M (k € Ng) mit A = Fy--- Fy gibt. Beachte, dass wir die Inversen von F' € M
nicht beriicksichtigen brauchen, weil mit B € M auch B~! € M ist. Das kann man direkt
ausrechnen oder aber auch daran sehen, dass die Multiplikation mit B € M von links an A
eine elementare Zeilenoperation (im Sinne das Gaufischen Algorithmus’) ist:

e Multiplikation von links mit u(b): Addiere das b-Fache der 2. Zeile zur 1. Zeile hinzu und
schreibe das Ergebnis in die 1. Zeile.

e Multiplikation von links mit v(b): Addiere das b-Fache der 1. Zeile zur 2. Zeile hinzu und
schreibe das Ergebnis in die 2. Zeile.

Man beachte, dass u(b),v(b) € SLoR sind, fiir alle b € R. Die anderen elementaren Zeilen-
operationen, namlich die Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor ungleich Null und das
Vertauschen von zwei Zeilen, entspricht der Multiplikation mit Elementarmatrizen, die i.a.
nicht in SLoR liegen (und damit aus der Gruppe SLyR herausfithren). Diese wollen wir daher
nicht benutzen, um A in die Einheitsmatrix 1 zu iiberfiihren.

Es ist nun auch klar, dass

fiir alle b € R, ist.

(i) Wir produzieren zunéchst ein Element ungleich Null unten links. Ist schon as; # 0, so

machen wir nichts, d.h. wir setzen F; := 1. Im Falle ay; = 0 muss a;; # 0 sein. weil
det A # 0 ist. Wir setzen dann E; := v(1) und (in beiden Féllen) B := E; A, was fiir by
bedeutet:

ba1 = a11 + ag = ay; # 0.

(ii) Nun produzieren wir eine 1 oben links. Wir setzen dazu Ey := u((1 — by1)/b21) und
C := E,B. Das produziert fiir ¢q1:

1
¢ = by + b—(bn —1) by =1,
21

wie gewiinscht.

(iii) Damit konnen wir nun in der bekannten Weise unten links eine Null produzieren (und
oben links die Eins beibehalten). Wir setzen Ej3 := v(—cg;) und D := E3C. Dann folgt
tatsdchlich: do; = 21 + (—co1) - 1 = 0 und dy; = 1. Wir sind nun also bei

(1 dy
po (1),

Da wir die ganze Zeit in SLyR operieren, ist det D = 1, woraus dsy = 1 folgt.
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(iv) Im letzten Schritt produzieren wir in der iiblichen Weise eine Null oben rechts (und
lassen den Rest unveréndert). Setze E, := u(—dy2) und E := E4D. Dann ist tatséchlich
e12 = diz + (—dy2) - 1 = 0 und die anderen Eintrdge von D &ndern sich nicht, es ist also
E=1.

Insgesamt ist also FyE3FE>E; - A =1 und daraus
A= BBy BB € (M),

da, wie oben gesehen, auch F| := E;',..., Fy:= E;' € M liegen.
(b) Ausmultiplizieren liefert tatséchlich fiir alle b € R:

u(b) = s-u(b) - s~ u(-b).

Da nach Teil (a) u(—b) = u(b)™" ist, siecht man hier schon, dass u(b) ein Kommutator ist,
néimlich u(b) = [s, u(b)]. Transponiert man obige Gleichung und benutzt v(b) = u(b)”, so sieht
man, dass

v(b) = u(d)” = u(=b)" (s H u(b)"s” = v(=b)s v(b)s,
also auch (fiir alle b € R) ein Kommutator ist.

(c) Kommutatoren in einer Gruppe G sind Elemente der Bauart
[a,b] := aba™ b1,

fiir a,b € G. In abelschen Gruppen ist nur das neutrale Element 1 ein Kommutator. Das
Inverse eines Kommutators [a,b] ist wieder ein Kommutator, ndamlich [b,a], wie man durch
Multiplikation von links und rechts an [a, b] sofort sieht,

[b,a] - [a,b] = [a,b] - [b,a] = 1.

Die von den Kommutatoren erzeugte Untergruppe K C G enthélt daher gerade alle endlichen
Produkte von Kommutatoren, also Elemente g € G der Form

g= [alabl} s [&k,bk],

mit k € Ny, ay,b1,...,a;, b € G. Diese Kommutatoruntergruppe K C G, manchmal auch mit
K =: |G, G] bezeichnet, misst in gewisser Weise, wie ,nicht-abelsch* die Gruppe G ist. Aufgabe
(c) behauptet in dieser Schreibweise:

[SL,R, SLyR] = SL,R.

Na ja: Aber das folgt aus den Teilen (a) und (b). Denn ist A € SLyR beliebig, so gibt es, wie
gesehen, Fi,..., Fy € M mit
A=F - F.

Aber jedes der F; € M (i = 1,...,4) ist nach Teil (b) ein Kommutator. Also ist A € K =
[SL,R, SL,R].

[Anmerkung: Ahnlich siecht man auch fiir alle n € N, dass SL,R = [SL,R, SL,R] ist.]
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Aufgabe 15. Sei £ C B(R™) die Lebesgue-Algebra auf R™ und \: £ — [0, oo] das Lebesguesche
Maf auf ihr (vgl. Aufgabe 10).

(a) Zeigen Sie die Transformationsformel fiir Isomorphismen 7: R™ — R™ auch fiir alle A € £:
TAe€ £und AN(TA) = |det T|\(A).

(b) Zeigen Sie nun, dass die Transformationsformel fiir alle A € £ sogar fiir alle linearen
Abbildungen T:R"™ — R" gilt (wobei ,,0 - 0o := 0 gesetzt wird).

Losungsvorschlag. (a) Sei also T:R"™ — R" ein Isomorphismus und A € £. Dann gibt es
Teilmengen B, M € B mit A(M) = 0 und N C M, so dass A = BU N ist, denn £ ist die
Vervollstandigung der Borel-Algebra B (siehe Aufgabe 10). Dann ist TA = TBUTN. Nun ist
TB € B (da T~! stetig, damit Borel-messbar und TB = (T~1)~1(B) ist). Ebenso ist TM € B
und TN C T'M. Nach der Transformationsformel fiir 98 ist auerdem AN(T'M) = |det T'|-A(M) =
0. Daran sieht man, dass auch T'A € £ ist. Schliefflich ist nach Definition des vervollstindigten
Mafes sowie der Transformationsformel fiir B:

MNTA) = NTB) = |det T| - \(B) = | det T| - A\(A).

(b) Nach Aufgabe 13 gilt fiir die Koordinatenhyperebene H C R", dass H € B und A(H) =0
ist. Das gilt dann auch fiir jede andere Hyperebene V' C R", d.h.: dim V' = n — 1. Ist nédmlich
(v1,...,v,_1) eine Basis von V, so kann man diese zu einer Basis (vq,...,v,_1,v,) von R"
erginzen. Ist 7:R™ — R"™ dann der Isomorphismus, der die kanonische Basis (ey,...,e,) nach
(v1...,v,) abbildet, so ist TH = V. Die Transformationsfomel liefert dann

AV) = NTH) = | det T| - \(H) = 0.

Ist nun 7: R™ — R™ eine beliebige lineare Abbildung, so konnen wir rg(7") < n annehmen, denn
fiir Isomorphismen haben wir die Transformationsformel schon bewiesen. Dann gibt es also eine

Hyperebene V' C R™ mit TR™ C V. Ist nun A € £ beliebig, soist TA C V und da A(V') = 0 ist,
folgt TA € £. Wegen TA = () UTA ist schlieSlich nach Definition des vervollstandigten Mafles

ATA) =A0) =0=0-A(A) = |det T| - A(A4),

denn wegen rg(7) < n ist det T = 0.

Aufgabe 16. Seien SL,R C GL,R die spezielle lineare Gruppe und SO,,R C GL,R die spezielle
orthogonale Gruppe.

(a) Zeigen Sie, dass SL,R und SO, R Untergruppen von GL,R sind.
(b) Zeigen Sie, dass SOsR genau aus den Drehmatrizen

u() — ( cosf —sinf )

sinf cos®

mit 6 € [0, 27] besteht. (Hint: In den Spalten einer speziellen orthogonalen Matrix steht eine
positiv orientierte Orthonormalbasis.)

(c) Sei S € SO3R \ {1}. Zeigen Sie, dass es einen 1-dimensionalen Unterraum L C R3 gibt mit
Sz = z, fir alle x € L (eine so genannte Fixgerade), und dass S das senkrechte Komplement
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E = L+ von L in sich abbildet und dort eine Drehung um einen Winkel 6 € (0, 27) (bzgl. einer
gewihlten Orientierung von E) ist. (Hint: Zeigen Sie, dass A = 1 ein Eigenwert von S ist.)

Losungsvorschlag. (a) Ist G eine Gruppe, so ist eine nicht-leere Teilmenge H C G eine
Untergruppe von G, wenn mit g, h € G auch gh € G ist, und wenn mit ¢ € G auch ¢7! € G
ist.

(i) Bei G = GL,R und H = SL,R haben wir das in Aufgabe 14 schon ausgiebig benutzt.
Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz gilt ndmlich fiir S, T € SL,R, dass
det(S-T) =det(S)-det(T)=1-1=1
ist. Ebenso gilt fiir U € SL,R, dass auch
det(U™) = (det(U)) ' =1"1=1

ist und damit auch ST € SL,R sowie U~! € SL,R. Da auch 1 € SL,R (und damit
SL,R # () ist, ist also SL,R eine Untergruppe von GL,R.

(ii) Die orthogonalen Matrizen O,,R C GL,R sind durch die Bedingung
AT A=1

definiert. Das bedeutet, dass in ihren Spalten (und auch ihren Zeilen) eine Orthonor-
malbasis (ON-Basis) des R" (bzgl. seines kanonischen Skalarproduktes) steht. Sind nun
A, B € O,R, so ist

(AB)T - (AB) = (BYA™) . (AB)=B"-1-B =1,

also auch AB € O,R. Ist C' € O,R, so ist nach Multiplikation mit C~! an CTC = 1 von
rechts: CT = C'~!. Deshalb ist auch

() (e = (@) et = ot =1,

und damit auch C~! € O,R. Da auch 1 € O,R ist, ist also O,R eine Untergruppe von
GL,R.

Der Durchschnitt H; N Hy zweier Untergruppen Hi, Hy C G einer Gruppe G ist wieder ei-
ne Untergruppe, wie man unmittelbar sieht. Es folgt, dass auch SO,R = O,R N SL,R eine
Untergruppe von GL,R ist.

(b) Ist

U21 U222

U= ( i th ) € O,R,

u12

u22) das Paar (u;,usy) eine ON-Basis von R?. Insbesondere

so ist also mit u; = (Z;) und us = (
ist damit
u €S'={r eR?*: |z|| = 1}.

Es gibt daher ein 6 € [0, 27), so dass

U11 = COS 6, Uo1 = sin 6
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ist. (@ ist der positiv orientierte Winkel zwischen den Strahlen R>oe; und R>gu;.) Nun hat auch
us Lange 1 und er steht senkrecht auf u;. Daher gibt es fiir uy nur zwei Mdoglichkeiten:

[ —sinf q _ sin
Ua = cos 6 oder Uz = —cosf |-

Im ersten Fall ist (u1,us) positiv orientiert, wie man sagt, d.h.
det(U) = cos® 0 + sin® § = +1.

Es ist dann also U = u(f). Im zweiten Fall ist U = v(0), wenn wir

v(6) ;:<0086’ sin )

sinf) —cosf
setzen. Diese ist negativ orientiert, d.h.
detv(f) = —cos® —sin?0 = —1.

Die Matrizen in SO2R sind also gerade die Drehmatrizen u(6), fiir 0 € [0, 27), und da u(6+27) =
u(#) ist, fir alle # € R, kénnen wir auch 6 € R zu nehmen.

[Anmerkung 1: u(6): R? — R? dreht dann tatsfichlich um den Winkel # in positive Richtung,
denn nach den Additionstheoremen fiir cos und sin gilt fiir z € R? \ {0} in Polardarstellung:

x:r.(cf’w)
sin
(mit » > 0 und ¢ € R). Es ist dann
B cosf) —sinf coS
u®)-w = (sin9 cos 0 )'T(Simp)
cos B cos v — sinfsin @ cos(p + 0)
= r{ . : =r| . :
sinf cos ¢ + cosfsin ¢ sin(p + 0)

Die Norm r = ||z|| wird also beibehalten und der Winkel ¢ € R/27Z geht in ¢ + 0 € R/27Z
iiber.]

[Anmerkung 2: GLoR C MatyR = R* ist eine offene (und dichte) Teilmenge in R*. Thr Komple-
ment wird durch die Gleichung det(S) = s11592 — $12591 = 0 beschrieben, dem Nullstellengebilde
eines Polynoms vom Grad 2 (ein gewisser Doppelkegel in R*). Innerhalb dieser 4-dimensionalen
offenen Menge liegt die SOsR C GLyR also als eine 1-dimensionale Kreislinie durch 1 € GLyR.]

(c) Bevor wir uns mit den Elementen in SO3R C GL3R beschiftigen (also einer gewissen Teil-
menge in dem offenen und dichten GLs;R C MatsR = R?), untersuchen wir noch die Matrizen
S € SOoR mit det S = —1. (Vorsicht: Diese bilden keine Untergruppe, da beipsielsweise 1 nicht
enthalten ist.) Setzt man z.B.
1 0
=g ).

das ist dann die Spiegelung an der x1-Achse, so sieht man wegen des Determinantensatzes, dass

M={Se€OR: detS =—-1}
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nur eine Verschiebung von SOsR um Sy im Sinne von
M = SOsR - Sy

ist, also wieder eine Kreislinie in GLoR (dieses Mal durch Sp). (Die O2R besteht daher aus
zwei (disjunkten) Kreislinien in diesem 4-dimensionalen Raum.) Jedes T" € M ist ndmlich von
der Form T'= S - Sy mit einem eindeutig bestimmten S € SO;R und umgekehrt ist fiir jedes
S € SO9R die Matrix T'= S - Sy in M. (Multiplikation mit Sy tiberfiithrt gerade u(6) € SO,R
in v(h) € M.)

Wiéhrend man die Drehmatrizen u(f) € SO2R nicht diagonalisieren kann (fiir 0 ¢ 277Z), da
u(f) Vektoren dreht und damit keine Vektoren streckt bzw. staucht und deshalb keinen Eigen-
wert haben kann, ist das bei den Matrizen v(f) € M anders. Das charakteristische Polynom
Xu(9) von v(f) zerfallt namlich hier:

Xoo)(t) = det ( sinf  —cosf —t
(cos —t)(—1)(cos  + t) — sin? 0

= —(cos?0 —t*) —sin®f=t*—1=(t—1)(t+1).

cosf —t sin 6 )

Eigenvektoren v; bzw. vy in R? bzgl. der Eigenwerte +1 und —1 berechnet man schnell mit

vlz< sin 0 ) und  v(0) - v = vy

1 —cosb

und

sin 0

Vg = < cosf —1 ) und  v(0) - vy = —vs.

AuBlerdem stehen (u,v) senkrecht aufeinander (was bei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten von orthogonalen Matrizen immer so ist). Es ist also v(6) die Spiegelung an der Geraden
L = Ru; und v(#) ein Konjugertes von Sy,

v(@) =TSy - T,

mit einem 7" € SOsR (wenn man die Eigenvektoren vy, v, noch auf 1 ablingt und evtl. bei
einem noch zum Negativen iibergeht, so dass daraus eine positiv orientierte ON-Basis wird, die
man spaltenweise in 7" hineinschreibt). In SO5R liegen also die Drehungen (um den Nullpunkt)
und in M die Spiegelungen (an die Geraden durch den Nullpunkt).

Nun endlich zu Teil (c¢): Ist S € O3R, so sind die einzigen moglichen Eigenwerte A € R von
S die Zahlen A\ = +1. Denn weil S das kanonische Skalarprodukt erhilt, erhélt es auch die
Lingen von Vektoren. Ist dann Sz = Az, fiir ein z € R3\ {0}, ist

N lal? = lael® = 11Sz]* = ||z,
also A\ = 1. Wir arbeiten beide Fille ab.
(i) Ist A = 1 ein Eigenwert und zy € R? \ {0} ein Eigenvektor dazu, so ist damit L := R

eine Fixgerade fiir S, d.h.: Sz = x, fiir alle v € L. Sei E = L+ das senkrechte Komplement
zu L. Dann ist S(F) C E, weil aus (y, zg) = 0 auch

(Sy, x0) = (Sy, Szo) = (y, z0) = 0
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folgt. Nehmen wir nun an, dass S € SO3R\{1} ist. Dadim £ = 2 und S|E: E' — E speziell
orthogonal ist, folgt mit Teil (b), dass S|E: E — E eine Drehung um den Nullpunkt und
damit S:R?® — R3 eine Drehung um die Achse L ist. (Zerlege jeden Vektor eindeutig in
eine Summe von Vektoren in L und E, R3 = L & E.)

(i) Im Falle A = —1 und einem Eigenvektor 2, € R3\ {0} gilt fiir das senkrechte Komplement
E von L = Rz auch, dass S die Ebene E in sich iiberfiihrt. Aber dieses Mal muss
S|E: E — E eine Spiegelung sein, wenn S € SO3R ist, denn

1 =detS = (—1)-det(S|E), also det(S|F) = —1.

Aber dann hat S|E auch eine Fixgerade L', ndmlich die Spiegelungsachse in E. Wie oben
sieht man dann, das S eine Drehung um L’ sei muss.

Und jetzt fehlt uns noch ein Grund, warum S {iberhaupt einen Eigenwert haben muss (der
dann, wie gesehen, +1 oder —1 sein muss). Na ja: Das charakteristische Polynom x¢:R — R

von S ist ein Polynom jetzt vom Grad 3 mit fiithrendeM Koeffizienten (—1)* = —1, und erfiillt
damit
lim xg(t) = +oo, lim ys(t) = —o0.
t——o0 t—o0

Nach dem Zwischenwertsatz hat ys deshalb eine Nullstelle, also S einen Eigenwert. Damit ist
klar, dass S tatsdchlich eine Drehung um eine Achse sein muss. Nach Konjugation mit einem
geeigneten Element 7' € SO3R sieht also S so aus:

cosf —sinf 0
TST ! = sinf cosf 0
0 0 1

[Anmerkung: Wir werden spéater in der Vorlesung sehen, dass SO3R eine kompakte 3-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von MatzR = R? ist.]

[Wie die Elemente S € O3R mit det S = —1 aussehen, erspare ich Thnen jetzt.|

Aufgabe 17. Sei (X, 2, 1) ein MaBraum und Y € 2.
(a) Wir definieren die Spuralgebra von 2 auf Y durch

B:={ANY e PY): AcA}.

Zeigen Sie, dass B eine o-Algebra auf Y ist und 8 C 2.

(b) Nun defnieren wir v:8 — [0, 00| durch v := u|®B. Zeigen Sie, dass v ein Maf auf (Y, B)
ist.

(c) Sei f: X — R 2A-messbar. Zeigen Sie, dass dann auch f|Y:Y — R B-messbar ist. Sei nun
zusitzlich f > 0 und xy: X — R die charakteristische Funktion von Y. Zeigen Sie dann:

[ v a= [ f v au

(Diese Zahl in [0, co] wird mit [, f du bezeichnet.)
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Losungsvorschlag. (a) Mit A := X folgt ANY =Y alsoist Y € B. Sei B € 8. Dann ist
also B=ANY mit A € . Es folgt

Y\B=Y\(ANY)=Y\A=A°NY € B,

da A¢ € A ist. Seien B, € B (n € N), also B, = A, NY mit A, € A (n € N). Dann ist auch
U, Bn=(U,A4,)NY €B,dal], A, € Aist. Damit ist B also eine o-Algebra auf Y (und dies

ist auch fiir ein beliebiges Y C X, welches nicht notwendig messbar ist, richtig.) Schliellich ist
fiir jedes B € B,weil B = ANY fiirein A € Aist (und Y € 2A), auch B € 2. Es ist also B C 2.

(b) Es ist v(0) = p(0) = 0 und

U B =ulU B =3 u(B.) =3 v(B.)

n

falls (B,)nen eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen in 8 ist.

(c) Ist f: X — [0,00] — R A-messbar und C C R (Borel-) messbar, so ist (f|Y)™}(C) =
fH(CYNY € B, da f~1(C) € Aist. Esist also f|Y:Y — R B-messbar.

Sei nun zunéchst s: X — [0, 00) eine (2-) messbare Treppenfunktion. Es gibt dann ein r € Ny
sowie a; > 0und A; € A (j=1,...7) mit s = 3", a;xa;. Wir nehmen s in ihrer reduzierten
Form an, d.h.: o; > 0, fir alle j =1,...,7, und A, NA; =0, fir 1 <i# j <r. Nehmen wir
nun weiter an, das s(z) = 0 ist, fiir alle z € X \ Y. Dann ist A; C Y und daher auch

slY = Z X4,
j=1
Es folgt:
/S\Y dv = Zaju(Aj) = Z%’M(Aj) = /sd,u.
j=1 j=1
Sei jetzt f > 0. Dann ist auch das Produkt fxy > 0 (und 2l-messbar). Es gibt deshalb eine Folge
(sn) von 2A-messbaren Treppenfunktionen mit (s,) 7 fxy. Da 0 < s,(z) < f(x)xy(z) = 0 fiir

r € X\ Y ist, ist jedes s, von der obigen Form. Weil nun schliefilich auch (s,|Y’) eine Folge
von (B-messbaren) Treppenfunktionen mit (s,|Y) ~ f|Y ist, folgt mit Levis Satz

/f|YdV: lim /Sn|Ydl/: lim /snduZ/fXYdu-
n—oo n—oo

Aufgabe 18. Sei (X, 21, y11) ein Mafraum, 2y C 2 eine o-Unteralgebra und es sei po := p1|2As.
(a) Zeigen Sie, dass auch (X, 26y, i2) ein Mafiraum ist.
(b) Sei f: X — [0, 00] Ay-messbar. Zeigen Sie, dass f dann auch 2(;-messbar ist und es gilt:

[ = [ 1

Losungsvorschlag. (a) Das ist sehr &hnlich zu Aufgabe 17.D.
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(b) Ist f: X — [0, oo] 2Ay-messbar, so gilt fiir jedes messbare C' C [0, oo], dass f~1(C) € A, C Ay
ist, also ist f auch 2A;-messbar.

Sei nun zunéchst s: X — [0,00) eine Ap-messbare Treppenfunktion. Dann gibt es r € Ny,
aj >0und A; €Ay (j=1,...,7) mit s = 37| a;xa,. Es ist dann s auch 2;-messbar und
nach Definition ist

[ s =3 agma) =3 ) = [ sds
=1 j=1

Jetzt sei f: X — [0, 00| Ap-messbar, aber ansonsten beliebig. Wir kénnen dann eine monotone
Folge 2As-messbarer Treppenfunktionen (s,) finden mit (s,) * f. Nach Levis Satz, zweimal
angewendet, ist dann

/fdm: lim /snd,ul: lim /snd,ug:/fd,ug.
n—oo n—oo

Aufgabe 19. Sei f:R — R monoton wachsend. Zeigen Sie, dass f (Borel-) messbar ist.

Losungsvorschlag. Sei a € R beliebig. Fiir die Messbarkeit von f: R — R reicht es zu zeigen,
dass B := f~!((—00,a]) messbar ist. Dazu betrachten wir sup B € [—00, o] und unterscheiden
die beiden folgenden Félle:

(i) sup B € B: Dann ist zunéchst sicher B C (—o0, sup B|. Andererseits ist auch (—oo, sup B|
C B, denn ist = < sup B, so ist auch f(z) < f(supB) < a, also x € B. Es ist also
B = (—o0,sup B] und damit messbar.

(ii) sup B ¢ B: Der Fall sup B = —oo ist zunéichst mal trivial, weil dann B = ) und damit
messbar ist. In jedem Fall ist hier nun B C (—oo,sup B). Aber andererseits ist auch
(—oo,sup B) C B, denn ist « < sup B, so gibt es ein y € B mit 2 < y. Aber dann ist
f(z) < f(y) < a, also auch x € B. Es folgt B = (—o0,sup B) und damit ist auch hier B
messbar.

Aufgabe 20. Sei (X, 2, 1) ein Mafiraum und g: X — [0, oo] messbar.
(a) Zeigen Sie, dass durch v: A — [0, o],

o) = [ gd

(vgl. Aufgabe 17) ein Mafl auf (X, 2) gegeben wird. (Dieses wird das mit g gewichtete Maf
genannt und manchmal (wegen Teil (b)) auch mit dv = g - du bezeichnet.)

(b) Sei f: X — [0, 00] messbar. Zeigen Sie:

[rav=[1-gan

Losungsvorschlag. (a) Es ist xp = 0 und daher

V(@)):/@gdu:/gmdu:/()duzo-
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Sei nun (A,,)qen eine Folge von paarweise disjunkten Teilmengen A, € 2 (n € N), A,,NA, =0
fir m # n. Es ist dann fiir A =, A,:

XA = Z XAns
n=1

wobei fiir jedes © € A auf der rechten Seite eigentlich nur ein Summand von Null verschieden
ist. Aber trotzdem ist x4 i.a. keine Treppenfunktion. Allerdings sind die Partialsummen

= Z XAy
k=1

Treppenfunktionen und es gilt (s,)  xa. Da g > 0 ist, gilt damit auch (s,g9)  xag. Wegen
der Additivitdat des Integrals und Levis Satz ist deshalb

v(4) = /Agduz/ngduzr}grgO/sngduzggrgo/ZxAkgdu
= lim Z/ngkdu lim ( Z/ gdp) nleZ v(Ay)

- Y

n=1

Also ist v ein Ma8B.

(b) Ist nun f: X — [0, 00] messbar, so auch f-¢: X — [0,00]. Sei nun (wie iiblich) f = s
zunichst eine Treppenfunktion, also s = Z§:1 ajx4, (mit r € No, a; > 0 und A; C X wie
iiblich). Dann ist

/st—Zoa] Za]/ng dp = /(Zaijj)ngZ/sgdu-
j=1

Ist schlieBlich nun f > 0 beliebig (aber messbar), so wiahlen wir wieder eine Folge von Treppen-
funktionen (s, ), die monoton wachsend gegen f konvergiert, (s,) / f. Wegen g > 0 gilt dann
auch (s,g) 7 fg. Mit der zweifachen Anwendung von Beppo Levis Satz erhalten wir dann auch

fdv=lim [ s,dv= lim sngd,u:/fgdu.

n—oo n—oo

Aufgabe 21. Seien (X,2) und (Y,B) Messraume und ®: X — Y messbar. Sei weiter p ein
Maf} auf (X,2). Dann definieren wir v: B — [0, 00| durch v(B) = u(®~(B)).

(a) Zeigen Sie, dass v ein MaB auf (Y,B) ist. (Wir nennen v das BildmaB von p unter ® und
notieren es so: v =: ®,pu.)

(b) Sei nun ¢: Y — [0, 0o] messbar. Zeigen Sie, dass dann auch f := go®: X — [0, co] messbar
ist und fiir alle B € B gilt (vgl. Aufgabe 17):

/ gdv = / fdy
B »-1(B)
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Losungsvorschlag. (a) Es ist

v(0) = u(@(0)) = u(0) =0

und fiir eine Folge paarweise disjunkter Elemente in B, (B, )nen, ist auch (®~(B,)) (n € N)
eine Folge in A, die paarweise disjunkt ist. Da p ein Maf ist, folgt

A, B =@, Ba) =, @7 (B) = 3 m(@ 7 (B) = 3 w(By).

n

Also ist auch v ein Ma#f.

(b) Ist ¢: Y — [0, 00] messbar und f = go®: X — [0, 00|, so ist f messbar, denn Verkettungen
messbarer Abbildungen sind messbar: Fiir alle messbaren C' C [0, oo] ist

[y =27 (g (C) e
€B

Sei nun zundchst g = t eine Treppenfunktion auf Y. Es gibt dann also ein 7 € Ny, 3; > 0 und
B;e®B (j=1,...,r) mit t =, Bjxp,. Dann ist auch

s:=tod = ZﬂjXBj °od = ZBJX‘?”(B]')
j J

eine Treppenfunktion, denn fiir B C Y ist xp o ® = xg-1(p). Dann ist nach Definition des
Integrals iiber Treppenfunktionen

[tar=3"p(5) =S pu@ B = [ sdu

SchlieBlich fixieren wir B € B und ein messbares g:Y — [0, 00]. Dann wéahlen wir eine mo-
noton wachsende Folge (t,) von Treppenfunktionen auf Y mit (¢,)  gxp. Die Folge von
Treppenfunktionen (s,) mit s, := ¢, o ® konvergiert dann monoton gegen

(9xB) o ® = (go®)- (xo®) = fxao-1(B)

Mit Levis Satz erhalten wir deshalb

/gdu—/gXBdV—lim/tndV—lim/sndu—/fxq,1(B)du—/ fdpu.
B " " o-1(B)

Aufgabe 22. Sei (X, 2, ;1) ein MaBraum und 2 die bzgl. i vervollstéindigte o-Algebra von 2
(sieche Aufgabe 07).

(a) Sei g: X — R 2-messbar und f: X — R eine Funktion mit f = ¢ u-fast-iiberall. Zeigen Sie,
dass f dann 2A-messbar ist.

(_b) Seinun f: X - R 2l-messbar. Zeigen Sie, dass es dann 2[-messbare Funktionen g1, go: X —
R gibt mit g; = g» p-fast-iiberall und g < f < go. (Hinweis: Zeigen Sie das zunéichst fiir
2A-messbare Treppenfunktionen.)

28



Losungsvorschlag. (a) Sei N := {z € X : f(z) # g(z)}. Nach Voraussetung gibt es ein M €
2l mit (M) =0und N C M. Sei nun B C R messbar. Dann ist f~}(B)N M= g~'(B) N M¢,
denn auf M¢ C N¢ stimmen f und g {iberein. Es folgt

~

7B = (T B) N MY U (fH(B)NM) = (g7 (B) N M) U(f~(B)N M) €.

J/

N~ ~~

e CM

Also ist f 2l-messbar.

(b) (i) Sei f = 5: X — [0,00) zuniichst eine A-Treppenfunktion. Es gibt dann r € Ny, a; > 0
und A; € A (j =1,...,r) mit s = Zj a;xa,;. Da A; € 2 ist, gibt es weiterhin Bj, M; € 2
mit p(M;) = 0 sowie N; C M; mit A; = B; UN; (fir j = 1,...,7). Wir setzen dann C; :=
B;UM;eA(j=1,...,r) und

ty = ZO‘J'XBJ" to 1= Z QX
j=1 j=1
Dann sind ¢y, to A-Treppenfunktionen und wegen B; C A; C Cj ist x B; < X4, < X¢; und damit
b= X < ) axa, =s< ) aXe; =t
J J J

SchlieBlich ist mit M := (J; M; sicher t,(z) = t5(x) fiir z € M*, denn B; N M = C; N M fiir
j=1,...,m.Da0 < u(M) <> u(My)=3,0=0Iist, ist M eine Nullmenge und damit gilt:
tl - t2 fll

(if) Sei nun f: X — [0, o] 2-messbar. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (s,) von

2-messbaren Treppenfunktionen mit (s,) ,* f. Nach (i) gibt es 2-messbare Treppenfunkionen

t7(11)7 tg) mit tq(ll) <s, < t,(f) und tg) = t,(f) f.ii.. Wir setzen

g1 == liminftY, gy := liminf t@.
n—oo n—oo

Dann sind ¢; und g 2A-messbar und es ist

g1 = limn inf tg) < limninf Sy = lizn(sn) =f< limninf tg) = ¢o.

Setzen wir schliellich M,, := {z € X : tgll)(a:) # tg)(x)} € 2, so ist das eine Nullmenge und
daher auch M := (], M,. Fiir alle x € M€ ist dann t;l)(x) =@ (), und daher auch

gi(x) = liminf (M (z) = liminf & () = go(x).

Es ist also g1 = g» f.ii..

(iii) Ist nun schlieBlich f: X — R 2A-messbar, so existieren hy, ho, ki, ko: X — [0, oo] A-messbar
mit hy < fi < hsund ky < fo < kg sowie hy = hy f.ii. und ky = ky f.ii.. Wir setzen ¢ := hy — ko
und g := ho — k1. Dann sind g1, g2 A-messbar, es ist auch g; = ¢» f.ii. und

g=h—k < fi—f =f<hy—k =g

Aufgabe 23. Sei X ein Mafiraum, I C R ein offenes Intervall und f: X x I — R eine Funktion,
so dass folgendes gilt:
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(i) Fiir jedes s € I ist die Funktion f(-,s): X — R, x — f(x, s), integrierbar;

(i) fiir jedes y € X ist die Funktion f(y,-):I — R, t — f(y,t), differenzierbar.

Zudem existiere eine integrierbare Funktion g: X — [0, 00], so dass fur alle x € X und ¢t €
gilt: ]%(m,t)] < g(x). Zeigen Sie: Dann ist

(a) die Funktion %—{(-, ): X >R, z— %(z, t), fiir jedes t € I integrierbar (also insbesondere
messbar),

(b) die Funktion h: I — R, t — [ f(-,t) dpu, differenzierbar, und es gilt fiir alle ¢ € I:
of
t) dpu.
& [rendn= [ S

Losungsvorschlag. (a) Sei ty € I fest und (t,) eine Folge in I mit (¢,) — to und ¢, # to fur
alle n € N. Wir setzen dann h,: X — R,

£ 1) = f 1)

hn(x) == Pa—

Dann ist h,, eine Linearkombination der integrierbaren Funktionen f(-,¢,) und f(-,%y) und
damit auch integrierbar (insbesondere messbar). Fiir festes x € X konvergiert (h,(x)) offenbar
gegen g—{(x,to), denn f(z,-) ist differenzierbar in t,. Wir haben also punktweise Konvergenz
von (h,,) gegen g—{(-,to). Damit ist auch %(-,to) messbar und wegen |%(-,t0)| < ¢ mit einem

integrierbaren ¢ ist g—{(-, to) sogar integrierbar.

(b) Nun sind aber sogar die integrierbaren Funktionen h,, betragsweise alle durch g majorisiert,
denn fiir jedes n € N und = € X existiert nach dem Mittelwertsatz ein &, , zwischen ¢,, und ¢

mit o

= ot — (@, &),

also ist auch |h,(z)| < g(x), fir alle z € X. Nach Lebesgues Satz ist daher fiir die Funktion
H:I =R t— [f(t)du

8f( to)dp = hm/h d,u—hm /ft dp — /f ,to) dp)
Oty — 1o
i T) = H(tO).
n t —to

H ist also in ty differenzierbar und

dH af
) = [t du

Aufgabe 24. Sei f: [0, 00) — R eine Funktion, so dass fiir alle n € N die Einschrankung f|[0, n]
Riemann-integrierbar ist.

30



(a) Zeigen Sie, dass f Lebesgue-messbar ist. (Hinweis: Bitte verwenden Sie die (unbewiesene)
Bemerkung aus der Vorlesung, dass (fiir alle n € N) f][0, n] Lebesgue-messbar ist.)

(b) Zeigen Sie nun: Ist f > 0, so ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn das uneigentliche
Riemann-Integral [ f(z) dz = lim,_, [, f(x) dz existiert und dann gilt:

d\ = - dx.
i /0 f(z) dz

Losungsvorschlag. (a) Wir benutzen, dass aus der Riemann-Integrierbarkeit von f|[0, n] (mit
n € N) die Lebesgue-Messbarkeit folgt (siehe auch die Anmerkung im Anschluss an diese
Aufgabe). Hierbei ist mit der Lebesgue-Algebra auf [0,n] stets die Spuralgebra von £ = B
auf [0,n] C R gemeint (siche Aufgabe 17). B notiert hier wie iiblich die Borelsche und £ die
Lebesguesche o-Algebra auf R. Fiir jedes (Borel-) messbare C' C R ist nun

(fx0) (€)= ((fxa) ™ (C) N [0,7]) U ((Fxp0,0)) " (C) N (m,00)) -

Die erste Klammer ist gerade (f][0,n])~!(C) und liegt damit in £ und die zweite ist leer, falls
0 ¢ C ist oder (n,00), falls 0 € C ist. Damit liegt die Menge rechts vom Gleichheitszeichen
in £, d.h.: fxjon ist Lebesgue-messbar. Aber f ist offenbar der punktweise Limes von (fX{o,)
und damit auch £-messbar.

(b) Vorbemerkung: Hier verwenden wir — und das habe ich in der Aufgabenstellung vergessen
zu erwahnen (sorry!) — dass ein Riemann-integrierbares f:[a,b] — R (mit einem nicht-leeren,
abgeschlossenen und beschrankten Intervall [a,b] C R) nicht nur Lebesgue-messbar, sondern
auch Lebesgue-integrierbar ist und es gilt:

b
. fdx= /a f(z)dx.

(A ist hier das Lebesguesche Mafl auf der Spuralgebra der Lebesgueschen o-Algebra £ von R
auf [a,b].) In der Vorlesung wurde diese Aussage nur fiir stetige Integranden bewiesen. (Siehe
auch die Anmerkung im Anschluss an diese Aufgabe.)

(i) Sei also zunéchst f Lebesgue-integrierbar. Dann konvergieren die £-messbaren Funktion
(siehe Teil (a)) fxjo (n € N) punkweise gegen f und |fxjo.n| < |f|. Nach Lebesgues Satz sind
dann alle fx[n Lebesgue-integrierbar (n € N) und es gilt:

fdX\ = lim IXon dX = lim fdx= lim/ f(x)dx.
n n 0

[0,00) n [0,00) [0,n]

Das zeigt, dass f auch uneigentlich Riemann-integrierbar ist und es gilt:
/ f(z)de = fdA.
0 [0,00)

[Anmerkung: Diese Richtung gilt auch fiir Funktionen, die nicht notwendig nicht negativ (f > 0)
sind. Allerdings muss man hier etwas genauer hinsehen, was die Definition des uneigentlichen
Riemann-Integrals betrifft. Die Definition dieses Integrals verlangt ja eigentlich, dass f|[0, b]
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Riemann-integrierbar ist, fiir alle b > 0, was aber dquivalent dazu ist, dass f|[0,n] Riemann-
integrierbar ist, fiir alle n € N. Dann verlangt man, dass der Grenzwert limy_,.. fo x)dx
existiert. Im Falle, dass f > 0 ist, ist das wegen der Monotome der Funktion b +— fo x) dx aber
aquivalent zur Existenz des Grenzwertes lim,, o, fo () dz. Falls nun aber f nicht notwendlg
nicht-negativ ist, konnte es z.B. sein, dass die Integrale fon f(z)dz ,zufdllig® gerade mal Null
sind (fir n € N), der Grenzwert fiir n — oo also existiert, wihrend der fiir b — oo (mit
b € R, ) nicht existiert. Die obige Argumentation kénnte man dann aber fiir alle Folgen (b,,)
mit (b,) — oo machen und dann ist die Aussage, dass jede Lebesgue-integrierbare Funktion
auf [0, 00), die auf [0,n] Riemann-inegrierbar ist, auch uneigentlich Riemann-integrierbar ist,
richtig. (Danke an Jonathan Walz fiir diesen Hinweis.) Auf dem néchsten Ubungsblatt werden
wir eine Aufgabe sehen, dass die Umkehrung, wie jetzt gleich unter (b), dann aber i.a. nicht
richtig ist.]

(ii) Ist nun f > 0, so beobachten wir, dass (fx[o,) eine Folge nicht-negativer Lebesgue-
messbarer Funktionen ist, die sogar monoton wachsend gegen f konvergiert. Deshalb ist mit
Levis Satz

fdX =1lim fXOn]dA_hm fd)\—lim/ f(z)dx
mJo

[0,00) " J[0,00) [0,n]

Ist daher nun f uneigentlich Riemann-integrierbar, so ist dieser Grenzwert endlich, damit f
Lebesgue-integrierbar und es gilt

o fdx= /0 f(z)dx

[Anmerkung. Wir beweisen hier noch den folgenden

Satz. Ist f:[a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist f Lebesgue-integrierbar und es gilt:

b
= d
R / f(z) ds

Bewelis. Sei f: [a, b] — R zunéchst beschrénkt. Unmittelbar aus der Definition des Oberintegrals
von f wissen wir, dass wie eine Folge von Riemannschen Treppenfunktionen () mit t, > f

withlen konnen, so dass fiir deren Integrale d,, f () do gilt: (d,) \ f:b f(z) dz. Ebenso
kénnen wir eine Folge von Riemannschen Treppenfunktlonen (¢n) mit p, < f wihlen, so dass

mit ¢, 1= fab on(x) dx gilt: (¢,) N f*ba f(x)dz. Ist nun f Riemann-integrierbar, so ist

Z:f(x) iz = /a*bf(x) i = /abf(x) da

Wegen ¢, < f <), ist ¢, — p, > 0, fiir alle n € N. Wir setzen nun
Q := liminf(¢, — ¢,) > 0.

Da ¢,, 1, (fir alle n € N) insbesondere Borel-messbar sind, ist dies auch fiir () so und nach
Fatous Lemma ist

0< /Qd)\ < limnillf/(l/Jn — ©p) dA.
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Nun ist aber das Riemann- und das Lebesgue-Integral auf Riemannschen Treppenfunktionen

s:[a,b] — R gleich, denn ist 3 = (xo, ..., Ty) eine Zerlegung von [a, b] und ist (ay,...,a,) € R?
so, dass s|(zj_1,2;) = o ist (j =1,...,n), so ist
/ dx—Za] —Tj1) Za] ((zj— 1,%)—/ sd\
[a,b]

(wobei man im Lebesgue-Fall eigentlich s noch in Positiv- und Negativteil zerlegen und auch
noch die Nullmenge {zo,...,z,} C [a,b] diskutieren miisste). Wenden wir diesen Zusammen-
hang zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral an, so erhalten wir

0 < /Qd/\§liminf/(wn—gpn)d)\:liminf(/q/znd)\—/gond)\)

b
= hmlnf wn ) dx —/ on(x)dr) = hm(d ) — hm(cn)

- /f da:—/f )dz = 0.

Es folgt, dass @ = 0 f.ii. ist. Nennen wir nun M := {z € [a,b] : Q(x) # 0}, so gilt also auBerhalb
dieser Nullmenge fiir alle x € M*¢:

0 < limninf tp(x) — limsup p,(x) = limninf Yn(x) + limninf(—gpn(x))
< liminf (¢ (z) — @n(2)) = Q(z) = 0.

Setzen wir nun
g :=limsupp, < f, h:=liminfvy, > f,

so erhalten wir, dass g, h Borel-messbar sind, ¢ < f < h ist und g = h f.ii.. Damit ist auch
g = f f.ii. und f dann nach Aufgabe 22 tatséchlich Lebesgue-messbar.

Im Folgenden notiere also \ stets das Lebesguesche Maf} auf der Lebesgueschen Algebra £ bzw.

ihrer Spuralgebra auf [a,b]. Da f beschrinkt ist, ist also |f| < M, fir ein M > 0, und da die

konstante Funktion M auf [a, b] integrierbar ist, ist auch f Lebesgue-integrierbar. Um nun die

Gleichheit der beiden Integralbegriffe einzusehen, wenden wir noch zweimal Fatous Lemma an

und benutzen, dass die Integrale auf Riemannschen Treppenfunktionen {ibereinstimmen.
Wegen f — ¢, > 0ist auch f — g = f — limsup,(¢,) > 0 und

0< f—g=f—limsupp, = f+liminf(—y,) = liminf(f — @,).

n

Fatou impliziert daher
0 < /liminf(f — @) dA < liminf/(f — p) d\ = liminf(/fd)\ — /gpnd)\)
b
= /fd)\—i-liminf(—/gond)\) :/fd)\—l-liminf(—/ ©n () dx)

_ /fdAJrligLn(—cn)—/fd)\—/abf(x)dl‘
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also

/abf(x)dxg /fd)\.

Aber ebenso ist auch ¢, — f > 0 und damit auch h — f = liminf, () — f, also
0 < h—f=liminf(¢,) — f = liminf(y, — f).

Zum letzten Mal fiir heute folgt mit Fatou:
0 < /liminf(z/}n —f)dr < liminf/(wn —f)drx= liminf(/wn A\ — /fd)\)
b
= liminf(/¢n d\) — /fd)\ = liminf(/ () dr) — /fd)\ = lim(d,) — /fd)\

_ /abf(af)dx—/fdk,

also

/fd)\g/abf(x)dx.
/[a’b]fd)\:/abf(x)da:.]

Aufgabe 25. Sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R zweimal differenzierbar. Zeigen Sie:
(a) Ist f"(z) <0, fiir alle z € I, so ist f konkav.
(b) Ist f konkav, so ist f”(z) <0, fiir alle z € I.

(Hinweis: Zu (a): Ist 23 < @9 und z = (1 — A\)x; + Azg mit A € (0,1), so wende man den
Mittelwertsatz auf f|[xy, 2] und f|[z, z5] an. Zu (b): Sei f”(x¢) > 0 (fiir ein z¢ € I). Betrachten
Sie dann die Hilfsfunktion I — R, z — f(z) — f'(z0)(x — x0).)

Insgesamt ist also:

Losungsvorschlag. (a) Seien z1, 29 € I mit 21 < xo und x € (1, 29), also x = (1 —X)z1 + Az
mit einem A € (0, 1). Wir wollen zeigen:

f(@) =2 (1= X f(x1) + Af(22).

Den Mittelwertsatz auf f|[zq,x] und f|[x,xs] angewendet, liefert Zwischenstellen & € (x1, x)
und & € (x,z7) mit

F(&) = f(z) — f(ifl)’ F1(&) = f(x2) — f(95)

T —x To—
Da f” <0 ist, ist f" monoton fallend. Wegen &; < z < & ist deshalb f'(&) < f/(&). Wegen
To—x = x9— (1 =Nz — Axe = (1 — \) (29 — 21)
r—x; = (1=XNzy+ Avg — 21 = Mag — 11)

erhalten wir
flza) = flx) _ fl&) = fz)
(1 — )\)([L’Q — ZL‘l) - )\($2 - l’l)
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und daraus
AMf(z2) = f(2) < (1= N)(f(x) = f(1).

Ausmultiplizieren und Sortieren liefert dann tatséchlich

(I =N f(x1) + Af(z2) < f(2).

(b) Angenommen f”(x¢) > 0 fiir ein g € I. Wir zeigen, dass es dann ein h > 0 gibt mit
xg— h,xqg+ h € I und

Flzo) < %f(xo S %f(:ro +h).

Mit 1 = x9 — h, xo =29+ h (und A = %) zeigt das dann, dass f nicht konkav sein kann.
Dazu transformieren wir f zunéchst so, dass die Tangente an den Graphen von f horizontal
ist. Sei namlich ¢: I — R gegeben durch

p(x) = fx) = f'(xo)(z — o).

(Wir ziehen von f ihr Taylorpolynom in zy vom Grad 1 ab und ignorieren den konstanten
Anteil.) Dann ist auch ¢ zweimal differenzierbar und es gilt:

p(xo) = f(wo), ¢'(x0) = f'(w0) — f'(20) =0, " (w0) = f"(w0) > 0.

Es hat ¢ deshalb in xq ein striktes lokales Minimum (siehe auch die Anmerkung im Anschluss
der Aufgabe). Wir finden deshalb ein h > 0, so dass g — h und zg + h in I sind und gilt:

o(zg — h) > p(xo), (xo+ h) > @(x0).
Deshalb ist

f(zo—h)+ f(xo + h)
[p(zo — ) + f'(z0)((x0 — h) — w0)] + (o + h) + f'(w0)((z0 + h) — x0)]
= @(wo — h) +p(xo + h) > 20(x0) = 2f(20).

[Anmerkung. Es gibt hier eine Feinheit, die Thnen vielleicht aufgefallen ist. Wir hatten in
Analysis-1 den Satz, dass eine Funktion ¢:I — R auf einem offenen Intervall I C R mit
¢ (z9) = 0 und ¢"(xg) > 0, fiir ein 2 € I, in z( ein striktes lokales Minimum hat, nur fiir zwei-
mal stetig differenzierbare Funktionen bewiesen (und auch die Striktheit des Minimums nicht
formuliert, obwohl sie der Beweis lieferte). Das lag daran, dass wir die Aussage im Anschluss
an den Satz von Taylor bewiesen haben, fiir den wir die stetige Differenzierbarkeit bis zu einer
gewissen Stufe brauchten. Ich hétte in dieser Aufgabe deshalb gleich auch die Stetigkeit der
2. Ableitung verlangen sollen. Sorry. Nun ist es aber tatsdchlich so, dass die Aussage auch fiir
Funktionen gilt, die nur zweimal differenzierbar sind, ohne also die Stetigkeit ihrer 2. Ableitung
zu verlangen. Der Beweis dafiir ist elementar und beruht im Wesentlichen auf dem Mittelwert-
satz. Wir fligen ihn hier interessehalber hinzu.

Aus ¢"(x¢) > 0 folgt aus der Definition des Grenzwertes des Differenzenquotienten unmit-
telbar, dass es ein > 0 gibt, so dass (z¢ — 0,29 + ) C I und

¢'(x) = ¢ (o)

>0
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ist, fiir alle € (xg — 0, z9 + J). Weil aber ¢'(xy) = 0 ist, bedeutet das:

'(x) <0 fir z€ (rg—0,10),
o'(x) >0 fir z € (xg,m0+ h).

Aber dann ist ¢|(zg— 0, zo] streng monoton fallend und f|[xq, xo+0) streng monoton wachsend.
Daher ist xq ein striktes Minimum von f|(xzq — 6,z 4 0).]

Aufgabe 26. Wir betrachten die Funktion f:[0,00) — R, die durch

SNz e >0
f@)_{ 1 firz=0

gegeben ist.

(a) Sei g:[1,00) — [0, 00) uneigentlich Riemann-integrierbar und h: [1,00) — R eine Funktion
mit |h| < ¢ und so, dass h|[1,q| fiir alle @ € (1,00) Riemann-integrierbar ist. Zeigen Sie, dass
h dann auch uneigentlich Riemann-integrierbar ist. (Hinweis: Aufgabe 24 und der Satz von
Lebesgue)

(b) Zeigen Sie nun mit Hilfe von Teil (a), dass f uneigentlich Riemann-integrierbar ist. (Hinweis:
Machen Sie, bevor Sie (a) anwenden, noch eine partielle Integration.)

(c) Zeigen Sie schlielich, dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist. (Hinweis: Integrieren Sie | f|
jeweils von km bis (k + 1)m (fiir & € N) und schétzen Sie dann [ |f]| d\ nach unten durch die
harmonische Reihe ab.)

Losungsvorschlag. (a) Erinnerung. Sei h: [1,00) — R eine Funktion, so dass hl[1, ], fiir alle
b > 1, Riemann-integrierbar ist. Es heifft dann h uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn der
Grenzwert

lim /bf(x)da: eR
1

b—o0
existiert und dieser wird dann mit [;° f(z) dz bezeichnet. Aquivalent ist, dass

bn
lim f(x)dx
n—oo 1
existiert, und zwar fiir alle Folgen (b,) in [1,00) mit (b,) — oo. Diese Grenzwerte sind dann
notwendig alle gleich und werden mit || 100 f(z) dx bezeichnet.

Sei daher (b,,) eine Folge in [1,00) mit (b,) — oo. Da hl[1, b,] Riemann-integrierbar ist, ist
h|[1, b,] auch Lebesgue-messbar und damit auch die Funktionen h,, := h-xp4,) auf [0,00). Nun
ist |h,| < |h| < ¢ mit einem uneigentlich Riemann-integrierbaren g: [1,00) — [0, 00). Dieses ist
dann nach Aufgabe 24 auch Lebesgue-integrierbar. Deshalb kénnen wir auf die Folge (h,) den
Konvergenzsatz von Lebesgue anwenden. Da (h,) — h punktweise konvergiert, folgt damit,
dass h Lebesgue-integrierbar ist und

bn,
/ hd\ = lim Iy dX\ = lim hd\ = lim h(z) dx.
[1,00)

Der Grenzwert existiert also (eigentlich) fiir alle solchen Folgen, d.h.: h ist uneigentlich Riemann-
integrierbar.
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= 1 (z.B. mit der Regel von de I'Hospital), ist f auf [0, c0) stetig und
damit auf [0, 1] Riemann- integrierbar. Wegen

[ = [ swas [ @,

fir alle b > 1, ist damit f genau dann uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn f|[1,00)

es ist. Um nun f1 x) dx abzuschétzen, machen wir zunédchst eine partielle Integration mit
v:[l,00) = R,
1
u(z) =—, wv(r)=—cosuz.
x
Es ist dann ¥22 = ()’ (z) und o/ (2)v(z) = =22, also ist

bsinx cosxb b cosx
der = |— — 5 dz.
1 X xr 1 1 a

Aber [1,00) — [0,00), z > =, ist offenbar uneigentlich Riemann-integrierbar, denn

b b
/ —x = |:——:| :———i—lb_) 1 <<)()7
1

T, b

und |52 < & fiir alle € [1,00). Deshalb ist nach Teil (a) auch [1,00) — R, z — 5%,
uneigentlich Riemann-integrierbar. Es folgt, dass der Grenzwert

b b
hm (_ﬂ + COS(l) . / COS T dx)
b—oo b 1 Jj

— 0 fiir b — oo, und damit existiert auch der Grenzwert

existiert, denn COSb

bsinx

dz.

lim
b—oo [q €T
[Anmerkung. Den Grenzwert [ 7O SIT g werden wir im niichsten Semester mit Mitteln der
sogenannten Funktionentheorie berechnen obwohl es keine elementare Stammfunktion von x —
" gibt]
(c) Um zu zeigen, dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist, miissen wir also f[O,oo) |fld\ = oo

nachweisen. Da (| f] - X[o,nx])nen monoton wachsend gegen | f| konvergiert, wissen wir mit Levi,
dass

(k+1)7

/ || d\ = lim || d\ = lim | (z) |dx—11mZ/ )| dz.

[0,00) n—oo [O,TLTI'] n—oo 0 n—oo
Die Integrale |, (k+1)7r % dx schitzen wir aber nun so nach unten ab:
(k+1)7 (k+1)7 1 )
/ [sinz] dr > / de = —| [cosx]g;“)ﬂ\ =—.
- x e (K+Dm (k+ D1~ —" (k+D)r
—+2
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Es ist also
o

2 1
d\ > — = 00.

Aufgabe 27. Sei X = N, a = (o, )nen eine reelle Folge nicht-negativer Zahlen und p,: P(N) —
[0,00] das Maf} auf der vollen Potenzalgebra von X, welches p,({n}) = «, (fiir alle n € N)
erfiillt (siehe Aufgabe 02).

(a) Zeigen Sie, dass jede Funktion f:N — R (also eine reelle Zahlenfolge (x,,), wenn z,, = f(n)
notiert wird) messbar ist und fiir nicht negatives f = (z,,) (also z,, > 0 fiir alle n € N) gilt:

/fdua = ianxn.
n=1

(b) Sei nun «,, = %, fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass f = (z,,) mit x,, = n zwar p,-integrierbar
ist, aber f? = (22) nicht p,-integrierbar ist.

Losungsvorschlag. (a) Handelt es sich bei einem Messraum (X, 2) um die volle Potenzalge-
bra 2 = P(X), so ist nach Definition jede Abbildung f: X — Y in einen Messraum Y messbar.
Das ist hier bei X = N der Fall.

Eine nicht-negative Zahlenfolge f = (z,,) ist nun i.a. keine Treppenfunktion, aber ihre Ab-
schnitte s, := f - Xn, WO Xn: N — R die charakteristische Funktion von {1,...,n} bezeichne.
Fiir diese ist nach Definition

/sn dpg = Zxk,ua({k:}) = Zakxk.
k=1 k=1

Nun konvergiert (s, ) offenbar monoton wachsend gegen f, (s,) /* f. Deshalb ist mit Levis Satz
[ 7= i [ suda = fin S =S

(b) Ist o, = 25 fiir n € N, so erhalten wir fiir die Folge (,,) mit z,, = n:

1
n

< 00

V)

3|,_.
||
WE

3
I
—

§|,_.
Mg
S
[
1

1

3
Il

Es ist also f po-integrierbar, nicht aber f? (also £'(ua) € £%(1ta))-

[Anmerkung. Beachten Sie auch, dass eine Folge f = (z,) beziiglich des Z&hlmaBes auf
N (also mit @ = (a,) und o, = 1, fur alle n € N), genau dann integrierbar ist, wenn sie
absolut konvergiert (und [ |f|du = >"7" |z,| in diesem Fall). Fiir eine nur bedingt konvergente
Reihe (vgl. z.B. das Weihnachtsblatt in Analysis-I) gibt es gar kein Integral. Die Lebesguesche
Integrationstheorie ignoriert die Ordnung auf N oder anderen Mafiriumen wie z.B. auch auf
R. Wie Aufgabe 26 zeigt, gibt es daher kein Lebesgue-Integral fiir nur ,,bedingt integrable
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Funktionen“ wie = + (sinx)/z, die bzgl. der Riemann-Integrals, welches Riicksicht auf die
Ordnung in R nimmt, integrierbar sind.|

Aufgabe 28. Sei (X, u) ein Mafiraum. Eine messbare Funktion f: X — R heifit wesentlich
beschrédnkt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass {z € X : |f(x)| > ¢} =: {|f| > ¢} eine Nullmenge
ist. Man setzt dann

[ flloo := inf{c = 0= u({[f] > c}) = 0} € [0,00).

(a) Sei £°(u) die Menge aller wesentlich beschrankten Funktionen auf X. Zeigen Sie, dass
£°(u) eine Untervektorraum aller (messbaren) Funktionen auf X ist.

(b) Sei M(u) der Unterraum aller messbaren Funktionen, die fast-iiberall gleich Null sind. Dann
ist DM(p) C £°°(p) und man setzt L°(u) := £°(u)/MN(u). Zeigen Sie, dass || - ||: L>°(u) — [0, 00),
[f] = |If|loc wohldefiniert und eine Norm auf L*°(u) ist. (Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass
{If] > || flleo} eine Nullmenge ist.)

Losungsvorschlag. Wir notieren fiir diese Aufgabe mal mit 9(X) den R-Vektorraum aller
messbaren Funktionen auf X. Er ist ein Unterraum aller reellwertigen Funktionen auf X. Weiter
notieren wir fiir jedes f € M(X) und ¢ > 0

M.(f)={zeX: |f(z)] > c}
Schlieilich setzen wir fiir jedes f € 9(X)
[fllo == nf{c >0 u(Mc(f)) = 0} € [0, 00].

Dann ist offenbar f € M(X) genau dann in £>°(u), wenn || f||s < oo ist, denn diese Unendlich-
Norm ist offenbar genau dann gleich unendlich, wenn die Menge, iiber die das Infimum gebildet
wird, leer ist, die Funktion also gerade nicht wesentlich beschrinkt ist. (Die ,,Pseudormormen*
|| - ||y, fiir p € [0, 00), hatten wir auch auf ganz M (X) erklart und f € M(X) ist genau dann in
£P(u), wenn || f|l, < oo ist.)

(a) (i) Fiir die Nullfunktion 0 € 9(X) gilt offenbar ||0]|cc = 0 < co. Also ist 0 € £2(p).
(ii) Seien f,g € £2(u). Dann gibt es also ¢, d € [0, 00) mit

w(Me(f)) =0, p(Ma(g)) = 0.

Sei nun x € M. 4(f + ¢g). Dann ist

c+d <|f+gl(x)=[f(z)+g(@)| < [f(2)]+]g(z)]
Daraus folgt
[f(z)| > ¢ oder |g(z)|>d,

also © € M.(f) oder x € My(g), di.: Mera(f +9) € M.(f) U My(g). Da aber M.(f) U Mu(g)
eine Nullmenge ist, ist das also auch fiir M.,4(f + g) der Fall. Es ist also || f + ¢|l < c¢+d < 00.

(iii) Sei f € £>(u) und A € R. Dann gibt es also ein ¢ > 0 mit u(M.(f)) = 0. Es folgt fiir
T e M\A|c()\f)3
[Ale < [AfI(x) = [A]- [f ()],
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also bei A # 0 auch |f(x)| > c. Also ist Mzc(Af) € M.(f) und damit ist auch My.(Af) eine
Nullmenge. Es ist also ||Af|le < |[Alc < oo und diese Ungleichungen gelten offenbar auch im
Fall A = 0.

Insgesamt ist damit also £>°(u) ein Untervektorraum von 9t(X).

(b) Nach Definition der Menge {c > 0 : u(M.(f)) = 0} und der offensichtlichen Inklusion
M.(f) D My(f), fir alle ¢ < d, ist fiir jedes f € 9M(X) nach Definition des Infimums

{c=0: u(Mc(f)) =0} = [[Iflloc;00) oder {c=0: u(Mc(f)) = 0} = ([[flloc, 00).

Wir zeigen zunéchst mal, dass fiir f € £>°(u) immer der erste Fall eintritt, dass also dann das
Infimum angenommen wird. Das sieht man daran, dass

Mg () = U Mypjas s ()

ist, denn ist |f(z)] > ||f|le fiir ein x € X, so gibt es auch ein n € N, so dass |f(z)] >
| fllso 4 £ ist. Damit ist My (f) abzihlbare Vereinigung von Nullmengen und damit selbst
eine Nullmenge. Das vereinfacht im Folgenden etwas die Argumentation.

(i) Seien nun f,g € £°(u). Dann zeigt Teil (a.ii), dass dort mit ¢ = || f||o und d = ||g||e gilt:
1+ gllse < [[flloc + [lglloo-

(ii) Sei nun f € £°(u) und A € R. Dann zeigt Teil (a.iii), dass [|Af]lcc < |A| || f]|oo ist. Fiir
A # 0 bedeutet das aber auch

1 1
£l = IOl < 131 - 1A
und damit ||[Af|lec = || || flleo- Also ist || Af|lcc = |A|* || floo (und diese Gleichung gilt offenbar
auch fir A = 0).
(iii) Ist nun f € DM(u), so ist offenbar || f||o = 0, weil

Mo(f) ={x e X : |f(z)] > 0}

eine Nullmenge ist. Ist umgekehrt f € 9(X) und [| f||oc = 0, so muss also My(f) eine Nullmenge
sein, also ist f € (u). Fir eine Aquivalenzklasse [f] € L*®(u) ist nun [|[f]lec = ||flloo
wohldefiniert, denn ist g € [f], so ist also g — f € DM(u) und daher

19lloc = (g = ) + Flloe < llg = Flloo + [[flloo = [[flloo

nach der Dreiecksungleichung aus (i), und aus Symmetriegriinden muss dann auch |||l <
|9]loc und damit ||f|lec = [|g]|co- sein. Die Homogenitét von || - ||oo: L°(p) — [0,00) und die
Dreiecksungleichung folgen aus den Eigenschaften fiir || - ||, auf £*°(u) (siehe (i) und (ii)). Und
ist ||[f]llc = 0, so ist wie gesehen f € 9M(u), also [f] = 0 (und [|0]|s = 0 sowieso). Daher ist
| “ Jloo: L=(p) — [0, 00) eine Norm auf L>°(u).

Aufgabe 29. Sei X ein Mafiraum.

(a) Sei f € £1(X) und g € £°(X) (vgl. Aufgabe 28). Zeigen Sie, dass dann f - g € £(X) ist
und die Holderungleichung auch fiir die Falle p = 1 und ¢ = oo gilt:

17 glls < {1 f 1l - llglloo-
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(b) Zeigen Sie, dass auch (L>(X), ||-||«) (vgl. Aufgabe 28) vollsténdig ist. (Hinweis: Vergleichen
Sie auch die ,Pfingstaufgabe® (Aufgabe 32) aus Analysis-11.)

Losungsvorschlag. (a) [Vorbemerkung. Ist X = A U B eine disjunkte Zerlegung von X in
zwei messbare Teilmengen A, B C X, so gilt fir jedes messbare f: X — [0, 0ol

/deuz/Afdw/deu,

denn x4 + xp ist offenbar die konstante Funktion 1 und damit f = fxa + fxs. Es folgt

Afdu+/8fdu=/fodu+/fdeﬂz/foJrfdeu:/fdM.

Fiir eine Nullmenge M C X und jedem messbaren f: X — [0,00] ist [,, fdu =0, weil fxy =
0 f.ii. ist. Es folgt, dass fiir jedes messbare f: X — [0, 00| gilt:

[ran=[ sl
X\M

Seien nun f € £1(X) und g € £°(X). Wir setzen M = {z € X : |g(z)| > ||g|ls }. Dann wissen
wir (aus dem Beweis von Aufgabe 28), dass M eine Nullmenge ist. Fiir alle z € X \ M ist nun
|9(2)] < lg]loc und daher

/ ol du = / foldu < / 1 lgloo it = llglo / Fldi = llgloe / fldp.
X X\M X\M X\M X

Es folgt, dass fg € £!(u) ist und es gilt:

1f - glly < [ f1lx - llgllo-
[Anmerkung. Die Ungleichung
1 gl < [1f 1 - llgllee

gilt auch fiir alle messbaren f, g: X — R. Ist némlich || f||; = oo oder ||g||«c = 0o und der andere
Faktor nicht Null, so steht auf der rechten Seite oo, und damit stimmt die Ungleichung. Ist
IIflli =0 oder ||g|lc =0, soist f =0 f.ii. oder g = 0 f.ii., und damit stimmt die Ungleichung
auch, weil auf beiden Seiten Null steht.]

(b) (i) Es reicht zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge (f,,) in £°(X) konvergiert. Ist ndmlich (a,,)
eine Cauchy-Folge in L>(X) und f, € £>°(X) eine Repriasentantenwahl, a,, = [f,] (n € N), so
ist wegen ||an, — amlloo = || fn — finllo, fiir alle m,n € N, auch (f,,) eine Cauchy-Folge in £°(X).
Sei f ihr Grenzwert und a := [f]. Dann konvergiert (a,) auch gegen a, denn |la, — a|lw =
| fo — flloo, fur alle n € N.

(ii) Sei also (f,,) eine Cauchy-Folge in £>°(X). Wir defnieren die messbaren Mengen A,,, By,
und C'in X durch

An = {|fn| > ||anoo}7 an = {’fn - fm| > an - fm”oo}
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und

C::UAnU U By

neN m,neN

Dann sind A,, und By, (m,n € N) Nullmengen (siehe Aufgabe 28) und damit auch C. Fiir alle
x € X \ C und alle m,n € N ist nun

und daher ist (f,(x)) eine Cauchy-Folge in R. Diese konvergiert und wir kénnen f: X — R so

definieren:
lim, o0 fu(z) fir xe X\C

f(x):{ 0 fiir reC

Setzen wir noch D := X \ C, so stellen wir zunichst fest, dass f der punktweise Limes von
(fuxp) ist und damit messbar.

(iii) Die reelle Folge (|| f||oo) muss wegen

[ fallse = [lfmlloel < S = finlloc

(m,n € N) auch eine Cauchy-Folge in R sein und ist damit insbesondere beschréankt. Sei M > 0
mit || fo|le < M, fir alle n € N. Fiir alle z € D ist nun

F@)] = lm |fu(@)] < lim |l < M,

und damit ist {|f| > M} =0 (denn f =0 auf X \ D). Es ist also f € £°(X).
(iv) Jetzt zeigen wir noch, dass (f,) — f in £°(X) konvergiert, also
lim [|f, — flleo =0
n—oo
ist. Sei dazu € > 0 beliebig. Dann wéhlen wir zunéchst ein ng € N, so dass fiir alle m,n > ng

gilt:

g
n— Jmlleo < 3-
o= Fmlloo < 5

Danach wéahlen wir zu jedem x € D eine N, > ng so, dass

£

fre (o) = f@) < 5.

Jetzt folgt fiir alle x € D und n > ny:
[ful@) = f(2)] = [(falx) = fv. (@) + ([, (2) = f(2)]
€

S|h@wﬁmwﬂ+umwwﬁwn<g+§zg

und damit also || f,xp — fllee < ¢, fiir alle n > ng, d.i.:
n—oo

Die oo-Norm bleibt unverindert bei Anderung der Funktion auf einer Nullmenge, wie wir aus
Aufgabe 28 wissen, weshalb fiir alle messbaren g: X — R gilt: ||gxpllcc = [|9]lco- Das ergibt

wegen f = fyp:

0= lign anXD - f”oo = lign anXD - fXD”oo = hfln ”(fn - f)XDHoo = liyrln ”fn - f“oo
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Aufgabe 30. Sei (X, ) ein Mafiraum und 1 < p < ¢ < 0.

a)delp <r < g un e (U, urch die bedingung == = (1 — A)= + AZ gegeben. Zeigen die:
Sei d A € (0,1) durch die Bedi 7{ 1 )\; )\11) ben. Zei Si
Ist feP(X)NLIX), soist f € £(X) und es gilt:

LAl < A1 - g™

(Hinweis: Wenden Sie Holders Ungleichung auf geeignete Potenzen von |f| an.)

(b) Sei nun u(X) < oo und f € £9(X). Zeigen Sie, dass dann f € £°(X) ist, fiir alle 1 < p < g,
und es gilt:

£l < n(X)7 77 - |1 £l

(Hinweis: Die konstante Funktion 1 ist jetzt in £, fiir alle r € [1, 00].)

Loésungsvorschlag. Wir kénnen o.E. annehmen, dass f > 0 ist, denn sonst wenden wir die
folgende Argumentation auf |f| an. So sparen wir einige Betragsstriche.

(a) Zu gegebenen 1 < p < r < g < oo gibt es genau ein A € (0,1) mit

1 1 1
S (1= A=+ A=
r q p

auch im Fall ¢ = oo, wo diese Gleichung als = = A~ zu lesen ist (== = 0)). Es folgt dann, dass
h im Fall diese Gleich li )\;1) 1 i 010 0)). Es folgt d d

1=

A (1= )
r +T< )
p q

ist, insbesondere sind £ > 1 und ﬁ > 1. Nun bedeutet f € £P(X) dasselbe, wie f™ €

£75(X) und im Fall ¢ < coist f € £9(X) gleichbedeutend mit f70- ¢ Sﬁ(X). Im Fall ¢ =
oo ist f € £2(X) ebenfalls gleichbedeutend mit f70= € £2(X), da |[f70V| o = || f||2
ist. Es ist némlich fiir jede Potenz s > 0 und jedem ¢ > 0: {|f| > ¢} = {[f|® > ¢’}. Die
Holdersche Ungleichung wenden wir nun auf f™ € £+ (X) und f7-Y ¢ Sﬁ(){ ) an und
erhalten, dass f7 = f™ . ff0=N ¢ ¢1(X), also f € £7(X), ist, und es gilt:

1
T 1 T r(1l— "
LAl = () < (Ilf Mg - ¢ MHﬁ)

- 1
r(l=X) | T

= [(fumman® (o an*]

1
s

- (( [ du)i)m- (( [r du);)m»]

= I DI

(b) (i) Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ = co. Ist f € £>°(X), so ist auch f? € £°(X), denn
1P loo = || fII% (vgl. das Argument dafiir in Teil (a)). Wegen u(X) < oo ist nun die konstante
Funktion 1 in £'(X), und deshalb ist f? = 1- f? nach Holders Ungleichung (siehe Aufgabe 29.a)
auch in £'(X), also f € £°(X), und

£l = U707 < (- 17Mloe)? = (X)7 - (IF12)7 = p(X) 7 ]| f]loo-
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(ii) Sei jetzt ¢ < oco. Dann ist p/ := % > 1. Setzen wir ¢ € [1, 0o] konjugiert zu p’, d.h.
1 1
PRErilt

Nun ist f € £9(C), also f? € £/'(X), und 1 € £9(X) und damit nach Holders Ungleichung
=1 ee(X),di feer(X), mit

3=

191 = (71005 < (2l 197008 = f 17 a5 ([’ ams.

Wegen
1 1.1 1 p 1 1
T:(l——,)—: ————— = - — —
ap v p p P g P (g
und
/ q
pp=p--=q
p
folgt:

£l < w(X)75 - 1 £,

[Anmerkung. Wie unter Aufgabe 29.a fiir die dortige Holdersche Ungleichung angemerkt,
gelten die Formeln unter (a) und (b) in dieser Aufgabe auch fiir alle messbaren Funktionen
f. Die Falle, wo f nicht in £9(X) oder £P(X) ist, fiihren wie bei Aufgabe 29 dazu, dass
auf der rechten Seite der Ungleichung oo steht oder auf beiden Seiten der Ungleichung Null.
Die Aussagen, dass f in gewissen LP-R&umen liegt, kann man dann auch als Konsequenz der
Ungleichung lesen. |

Aufgabe 31. Sei £! die Lebesgue-Algebra auf R und £2 die Lebesgue-Algebra auf R?. Zeigen
Sie:

(a) £t L' C £%

(b) £' ® £ # £2. (Hinweis: Verwenden Sie ein C' € B(R) \ £'.)

Lésungsvorschlag. (a) Seien A;, Ay € £'. Wir zeigen, dass A; x Ay € £ ist. Da £? eine
o-Algebra ist und £' ® £! die kleinste o-Algebra ist, die alle Produkte A; x Ay C R? (mit
Ay, Ay € £Y) enthilt, folgt dann: £' @ £! C €2

Da £! die Vervollstindigung der Borelschen o-Algebra B! auf R ist, existieren Borelsche
Teilmengen B; und M; von R mit A'(M;) = 0 und eine Teilmenge N; C My, so dass A; =
By U N, ist. A bzeichnet hier das Borel-Lebesguesche Maf auf der Borelalgebra B!, Nun sind
B; x R C R? und M; x R C R? Borelsch, d.h. in der Borelschen o-Agebra 82 = B! @ B! auf
R2, und fiir das Borel-Lebesguesche Mafl A\? auf B2 gilt: A2 = A\! ® A!. Deshalb ist M; x R eine
Borelsche Nullmenge, denn

N(M; xR) =X @ MM xR) = X(Mp) - M(R) =0-00 = 0.
Nun ist Ny x R C M; x R und daher ist, wegen

A1XR:<B1UN1)XR231XRUN1XR7
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A; x R in der Vervollstindigung von B2 auf R?, d.i.: A; x R € £2
Genauso ist (aus Symmetriegriinden) auch R x A, € £2 und damit ist auch

A1XA2:A1XRHRXA2€22.

(Wir vereinbaren hier, dass ,, x* stérker bindet als ,U* und ,N*“.)

(b) Wir wissen bereits, dass £' # B(R) ist und withlen ein nicht-messbares C' C R, also C' ¢ £!.
Nun ist
D :=C x {0} CR x {0} C R?,

und R x {0} ist eine Borelsche Nullmenge. Das wissen wir bereits aus Aufgabe 13, kénnen wir
hier aber auch noch mal wegen A\* = \! @ A! (auf B2 = B! @ B') sehen:

M (R x {0}) = M @ AR x {0}) = A (R) - \({0}) = 00 -0 = 0.

Damit liegt D in £2, weil £2 die Vervollstindigung von B2 ist.
Wire nun andererseits D in £! ® £ so wire auch der Schnitt von D mit {y = 0},

Dy={zeR: (z,0)€ D} =C,
in £, was er aber nicht ist. Es ist also D ¢ £' @ £1.

Aufgabe 32. Sei B C PB(R) die Borelsche o-Algebra auf R und A das Borel-Lebesguesche Maf
auf B. Sei weiter p:PB(R) — [0, co] das Zahlmafl auf R. Zeigen Sie, dass

(i) die Diagonale A = {(z,y) € R?: z =y} in B @ P(R) liegt;
(ii) fiir jedes x € R der Schnitt A, € B(R) und fiir jedes y € R der Schnitt A, € B liegt;
(iii) die Funktionen s:R — [0,00], s(z) = pu(4A;), und ¢:R — [0, 00], t(y) = A(A,), messbar

sind;
/sd/\ + /td,u.

Wieso widerspricht das nicht dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Produktmafle?

(iv) aber gilt:

Losungsvorschlag. (i) Wir bezeichnen wie iiblich mit 8™ die Borelsche o-Algebra auf R"
(n=1,2). Da
B2 =B @ B' C B' @ P(R)

ist, und die Diagonale A C R? abgeschlossen und damit Borelsch ist, folgt: A € B! @ P(R).

(ii) Der Schnitt
N,={yeR: (z,y) e A} ={z} CR

ist als Teilmenge von R natiirlich ein Element von B(R), fiir alle z € R. Der Schnitt
Ay={z€R: (1,y) €A} ={y} CR

ist abgeschlossen und damit in B!, fiir alle y € R. (Beachte hier, dass die Schreibweise fiir die
Schnitte etwas verkiirzt und damit vielleicht verwirrend ist. A, liegt hier im 2. Faktor R von R?
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und man sollte besser A schreiben. A, liegt dagegen im 1. Faktor, so dass hier Aél) besser
wére. )

(iii) Da nun also A, = {z} und A, = {y} ist, fiir alle z,y € R, ist
SR [0,00], s(2) = (D) = p({a}) = 1

und

t:R —[0,00],  #(x) = A(Dy) = A({y}) = 0.
Also sind s und ¢ beide konstant und damit sicher messbar (s bzgl. B und ¢ bzgl. P(R)).

(iv) Nun ist
/td,u:/Od,u:O,

/MMz/leAﬁ%ﬂn

Also stimmen die beiden Integrale nicht iiberein.

Um hier kein Gegenbeispiel zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Produktmafle zu be-
kommen, kannn nur noch die Bedingung der o-Endlichkeit der beiden beteiligten Maflirdume
nicht erfiillt sein. Dass aber (R, 9, \) o-endlich ist, wissen wir schon. Bleibt damit nur noch,
dass das Zahlma$ p auf R das Tripel (R,B(R), i) nicht zu einem o-endlichen Mafiraum macht.
Dafiir ist die Aufgabe eigentlich schon ein Beweis. Man sieht das aber in der Tat auch direkt.
Denn eine maf-endliche Teilmenge von R bedeutet fiir das Zdéhlmafl, dass sie einfach endlich
ist. Eine maf3-endliche Ausschopfung von R wiirde damit bedeuten, dass R eine abzidhlbare
Vereinigung von endlichen Teilmengen wére und damit wire R abzéhlbar, was es aber nicht
ist, wie wir es schon lange von Herrn Cantor gelernt haben. Kein Widerspruch also.

aber

Aufgabe 33. Sei (X, 2, 1) ein o-endlicher Mafiraum und f: X — [0, oo] eine messbare Funkti-
on. Sei weiter \ das Borel-Lebesguesche Maf3 auf der Borel-Algebra 8 von R. Zeigen Sie, dass
der Subgraph von f, d.i. die Teilmenge

Gy ={(z,t) e X xR: 0<t< f(x)} € X xR,

in A® B CP(X x R) ist und beziiglich des Produktmafes p ® A auf A @ B gilt:

/fdu=u®A(Gf)-

Loésungsvorschlag. (i) Die Abbildung F: X x R — R, F(x,t) = f(z), ist A ® B-messbar,
denn fiir eine Borelmenge B C R ist zunéichst f _1(Bi) € 2, da f messbar ist, und deshalb ist
FY(B)=f(A) xRecA®B. Auch G: X x R = R, G(z,t) =t, ist messbar, weil g:R — R,
g(t) =t,esist. Nun ist mit H := F — G : X xR = R, (z,t) — f(z) — t,

Gy =H'([0,00]) N X x [0,00) € AR B,

weil mit ' und G auch H A ® B-messbar ist und X x [0,00) € A® DB ist. Also ist Gy € AR B.
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(ii) Da neben p auch das Borel-Lebesguesche Mafi A auf 8 C B(R) o-endlich ist, existiert das
ProduktmaB ¢ ® A auf 20 ® B und es erfiillt

LB AG)) = / (G d.

X

Der Schnitt (Gy), C R ist aber gerade
(Gple ={teR: 0<t < f(x)} = [0, f(2)]
(bzw. [0, 00), falls f(z) = oo ist) und hat deshalb \-Maf} (wir sagen auch , Lange*)
M(Gy)z) = f(2).
Es folgt:
neNG) = [ fau
X

Aufgabe 34. (a) Sei K ein Kreiskegel mit einer Grundscheibe vom Radius r > 0 und Hohe
h > 0. Berechnen Sie mit Cavalieries Prinzip das Volumen von K.

(b) Sei f:[a,b] — [0, 00) stetig (—oo < a < b < 00) und K C [a,b] x R? der Rotationskérper,
der entsteht, wenn man den Graphen von f um die z-Achse rotiert,

K ={(v,y.2) € a,b}] x R*: y* + 2 < f(2)"}.

Begriinden Sie, warum K C R3? Borelsch ist und bzgl. des Borel-Lebesgueschen Mafes A auf R?
gilt:

MK) = W/abf(:c)Zd:U.

Losungsvorschlag. (a) Wir legen die Koordinaten des Euklidischen Raumes so, dass die Spitze
des Kreiskegels K im Nullpunkt und die Rotationsachse (die Verbindungslinie zwischen Kegel-
spitze und Mittelpunkt der Grundscheibe) die x-Achse ist. Dann ist K der Rotationskorper der
stetigen Funktion f:[0,h] — R mit

(siehe auch Teil (b)), d.h., wenn der Graph von f um die x-Achse rotiert:

K={(z,y,2) €ER*: 0<a<h, y+ 22 < (%x}Q}

Da K C R3 abgeschlossen ist, ist K auch Borelsch und damit A\3-messbar. Der x-Schnitt von
K ist dann eine Kreisscheibe vom Radius %:c > 0, fiir 0 < 2 < h, und hat daher \>-Ma8 (wir
sagen auch , Flicheninhalt®)

2
N(K,) =7 (%@2 - %x?
Nach Cavalieris Prinzip hat daher K das A3-Maf} (wir sagen auch das ,, Volumen*)
h .2 2 h 2
1 17r 1
NE) = [ 2K = [ e =T | a3 = ZIL p3 = S
) /[O,h] (Ke) o m2 T R 3T ], T 32 3"
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(b) Teil (a) ist ein Spezialfall von Teil (b), aber Teil (b) ist auch nicht wesentlich schwieriger. Als
Urbild der abgeschlossenen Menge [0, 00) C R unter der stetigen Funktion F:[a,b] x R? — R,
F(x,y,2) = f(x)?—y*—2?% ist K auch abgeschlossen (und sogar kompakt, da auch beschriinkt)
und damit Borelsch. Der z-Schnitt von K fiir x € [a, b] ist eine Kreisscheibe vom Radius f(x),

K, ={(y,2) e R?: y* +2* < f(2)’},

und hat daher Flicheninhalt A\*(K,) = 7 f(x)? Nach Cavalieris Prinzip hat daher K das Volu-
men

N(K) = /ab N (K,)dx = W/abf(x)2 dz,

denn die Funktion [a, b] — R, z — A\*(K,), ist stetig und daher kann man das Lebesgue-Integral
iiber [a, b] durch das Riemann-Integral von a bis b ersetzen.

[Anmerkung. Die ,,Wahl von Koordinaten im Euklidischen Raum* kann man z.B. so verstehen:
Zunichst sei K C R? irgendein Kreiskegel (mit Grundflicheninhalt 7r-? und Héhe i) und wir
nennen die Koordinaten von R® mal y = (y1, s, y3). Dann machen wir ,einen euklidischen
Koordinatenwechsel“, soll heilen: Wir betrachten ein affin-lineares 7: R? — R3,

y="T(x)=Sx+0b,

mit einem S € Q(3) C GL3(R) (der orthogonalen Gruppe) und b € R?. Man spricht auch von
einer , Bewegung*. Diese kann man so einrichten, dass 7' (K) (also K in den neuen Koordina-
ten © = (x1,x9, x3) des Euklidischen Raumes) die angegebene Teilmenge als Rotationskorper
um die x;-Achse ist. Den Verschiebungsvektor b € R? setzt man dabei so, dass die Spitze des
Kegels in den z-Koordinaten in den Nullpunkt fallt (d.h.: b ist einfach die Kegelspitze in den
urspriinglichen y-Koordinaten). Dann bestimmt man den Verbindungsvektor von Kegelspitze
zum Mittelpunkt der Grundscheibe (d.i. die Differenz dieser beiden Vektoren im y-Raum) und
lingt diesen dann auf die Lénge 1 ab. Diesen Einheitsvektor schreibt man in die erste Spalte der
Matrix S. Dann hat man etwas Freiheit und ergénzt diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis
des R? (beziiglich des kanonischen Skalarproduktes, das Bestandteil des ,, Euklidischen Raumes*
ist) und schreibt diese beiden ergénzten Vektoren in die Spalten 2 und 3 von S und erhélt so ei-
ne orthogonale Matrix S. Diese Bewegung iiberfiihrt dann offenbar gerade den Rotationskorper
aus dem Losungsvorschlag nach K (nachdem man die neuen Koordinaten x = (z1, x5, x3) in
x = x1, y := 9 und z := x3 umbenannt hat). Nach der Transformationsformel fiir Isomor-
phismen (des Vektorraumes R?) und der Translationsinvarianz von A* bleibt A\* sogar unter der
Gruppe

G={T:R* = R*: T(z)=Sz+b, mit S € GL3(R), b € R und |det S| = 1}

invariant und die Bewegungsgruppe Bews(R) aller Bewegungen ist eine Untergruppe von G. Es
reicht daher das Volumen von T7!(K) (also K in den neuen Koordinaten) zu bestimmen.]

Aufgabe 35. Zeigen Sie, dass fiir das Volumen V' eines Torus’ 7" mit Radien 0 < r < R gilt:
V =27*r’R.

Losungsvorschlag. (i) Wir machen ein kleine Vorbemerkung, die wir gleich (und in dhnli-

cher Form auch anderswo) gut gebrauchen konnen. Bei der Volumenberechnung des Rotati-

onskorpers aus Aufgabe 34.b ist es egal, ob man in der Ungleichung ,,<“ oder ,<“ verlangt,
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denn die Mantelflache
M ={(z,y,2) € [a,b] x R*: y* + 2* = f(2)*}

hat A3-Mafl Null. Das kann man z.B. wiederum mit Cavalieri sehen. Dazu beobachten wir
zuniichst einmal, dass der Flidcheninhalt A*(A\) einer Kreisscheibe A C R? der gleiche ist, egal,
ob man den Rand der Kreisscheibe, die Kreislinie, mit hinzunimmt oder nicht. Der Schnitt mit
einer parallelen Geradenschar (die wir nach Koordinatenwahl als horizontal annehmen diirfen)
besteht nimlich aus héchstens zwei Punkten und hat daher A'-Maf} (Lénge) Null. Nach Cavalieri
ist damit eine Kreislinie im R? eine A\2-Nullmenge. Die 2-Schnitte von M sind aber nun gerade
Kreislinien, und daher folgt, dass M eine A\3-Nullmenge ist.

(ii) Um nun das Volumen eines Torus’ (Rettungsring oder auch Doughnut genannt) zu be-
rechnen, legen wir zunéchst unsere Koordinaten im Euklidischen Raum so, dass wir den Torus
als einen Rotationskorper im Sinne von Aufgabe 34.b bekommen. (Zur Koordinatenwahl siche
auch die Anmerkung im Anschluss an Aufgabe 34.) Die Koordinaten entsprechend gewihlt,
bekommt man den Torus als Rotationsfliche um die z-Achse, wenn man die Kreisscheibe in
der zy-Ebene mit Mittelpunkt (0, R) und Radius r um die z-Achse rotieren lisst. Nun ist die
Kreislinie
C={(r,y) eR*: 2* + (y — R)* =1%}

nicht der Graph einer stetigen Funktion, weshalb wir nur den oberen Teil durch den Graphen
von f:[—r,r] - R mit f(z) = R+ vr? — 22 und den unteren Teil durch den Graphen von
g:[=r,r] =& R mit g(x) = R — v/r? — z? beschreiben. Dann erhalten wir den Torus 7 als
Differenzmenge

T =K\ K,

wobel wir mit K; C R?® den (abgeschlossenen) Rotationskorper aus 34.b zu f und mit Kg
den Rotationskorper ohne Mantelfliche zu g meinen. Da K, C K ist, wissen wir nach den
Eigenschaften eines MaBes und der Vorbemerkung, dass \*(K,) = \3(K,) ist:

N(T) = N(Kp) = N(Ky) = N(Kp) = X(K,) = 7T/J“Q@) — g*(z) dw.

Der Rest ist nun Routine:
(@) = ¢*(w) = 4RVr? — a2,

Da dies eine gerade Funktion in 7 ist, reicht es, das Integral von 0 bis +r zu nehmen, und dieses

T

am Ende zu verdoppeln. Wir machen wegen der Wurzel noch die Substitution ¥ = sin ¢, fiir
x € [0,7], also ¢ € [0,7/2], und finden dann

x
— =17CO0S
dy ¥

also

r r w/2
/ 4R\/r2—x2dx:4Rr/ \/1—(§>2d$:4R7"/ \/1_5111280'7’005906180-
0 0 r 0

Im Bereich [0, 7/2] ist aber y/1 — sin® ¢ = + cos ¢, so dass wir
r w/2
V= 27?/ ARVr? — 22 dx = 8777‘2R/ cos? @ dyp
0 0

49



erhalten. Das Integral foﬂ/ ? cos? ¢ dp kann man mit partieller Integration schliefflich schnell zu

w/2
2 7-(-
cos“ pdp = —
/0 4

berechnen, so dass insgesamt tatséchlich folgt:

V = 21%r2R.

Aufgabe 36. (a) Sei K C R? kompakt mit K £ 0. ([o( bezeichnet hier das Innere von K.)
Begriinden Sie, dass K Borelsch ist und fiir das Lebesguesche Mafi A3(K) = V gilt: 0 < V < oo.

(b) Der Schwerpunkt Sk = (s1, 52, 53) € R?® eines Kérpers K C R3 (d.h.: K ist kompakt mit
K+# () wird definiert durch (vol(K) := A3(K))

1
S VOI(K>/Kde.CE (i ,2,3)

Sei nun S = Sgz = (1,52, 83) € R? der Schwerpunkt der oberen Halbkugel B} = {z € B :

(i) Begriinden Sie mit Hilfe der Transformationsformel fiir lineare Diffeomorphismen, dass
S1 = S92 = 0 ist.

(ii) Berechnen Sie mit Hilfe von Tonellis Satz s3.

Lésungsvorschlag. (a) Ist K C R? beschrinkt (insbesondere also, wenn K kompakt ist), so
gibt es ein R > 0, so dass K Teilmenge des Wiirfels Wx mit Kantenlénge 2R ist, Wr = [—R, R]>.
Es folgt mit der Monotonie von \?:

N(K) < N (Wg) = (2R)? < .
Ist U C R? offen und nicht-leer, so enthilt U einen Wiirfel
Welp) ={z € R*: |z —pj| <&, j=1,2,3},
mit einem p = (p1, p2, p3) € U und einem € > 0. Wegen der Monotonie des MaBes folgt:
0 < (2¢)° = X(Wa(p)) < X°(U).

Ist nun K kompakt, so ist also einerseits V' = M\3(K) < oo, und hat zudem K nicht-leeres
Inneres, }O( # (), so ist, weil KC K und ]O( offen ist, auch

N(K) > X(K) > 0.

(b) [Vorbemerkung. Der Schwerpunkt Sx € R3 eines Kérpers K C R? ist wohldefiniert.
Denn einerseits ist vol(K) € (0,00) nach Teil (a), und andererseits ist eine stetige Funktion
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f: K — R auf einem Kompaktum K auch Lebesgue-integrierbar, weil |f| nach dem Satz von
Weierstrafl beschriankt ist. Ist ndmlich etwa |f| < ¢, fiir ein ¢ > 0, so ist

/|f|dx§/cdx:c-vol(K)<oo,
K K

also f integrierbar. Die Projektionen m;: K — R, m;(x) = ; (i = 1,2, 3), sind stetig und damit
ist S € R? wohldefiniert.]

(i) ,Aus Symmetriegriinden“ muss der Schwerpunkt von K = B3 = {x € B® : z3 > 0} auf
der x3-Achse liegen. Dieses Argument kénnen wir mit der Transformationsformel fiir lineare
Diffeomorphismen so prizisieren: Sei T:R3 — R? die Spiegelung an der z,x3-Ebene, also

T(?Jl,yz,?/zﬁ) = (—?Jl,yQ,y:’)) = ($1,$2,9E3)-

Dann ist det7 = —1, also |det T'| = 1, und es ist T(B3) = B3, denn y € B} < Ty € B3 Es
ist deshalb mit m(x) = x1:

vol(B2) - sy = /

) dr = / m o T(y) - |detT| dy = / —y1dy = —vol(BY) - 51,
B T-1(B%) L

3
+ +

und daher s; = 0. Mit der Spiegelung an der zir3-Ebene argumentiert man genauso und

erhéilt s, = 0. Man hat also nur die Symmetrie von B? gegeniiber diesen beiden Spiegelungen
ausgenutzt.

(ii) An der zyx9-Ebene kénnen wir nun nicht mehr spiegeln, da dies Bi nicht in sich iiberfiihrt.
(Das Argument wiirde aber zeigen, dass der Schwerpunkt von B? im Mittelpunkt liegt. Na ja.)
Ich denke, dass wir s3 jetzt wirklich ausrechnen miissen. Das machen wir naheliegender Weise
mit Tonellis Satz, in dem wir die 73-Schnitte in x3-Richtung betrachten. Fiir jedes ¢ € [0, 1] ist
némlich (73)¢: (B3); — [0, 00) konstant gleich ¢ und

(B2); = {(w1,29) € R*: 2] 425 <1 -7}
also eine Kreisscheibe vom Radius r(¢) = v/1 — 2, und hat daher Flacheninhalt

)\2((]]331)75) = mr?(t) = w(1 — t?).
Es folgt:

1 1
vol(IB%i)~53 = / (/ tdxldx2> dt:/ t(/ 1dx1dx2> dt
0 (B2): 0 B2 )¢
= /lt (1—t*)dt = /lt—t?’dt— Lp Ly - (1—1)—1
= . ™ =T . =T 9 1 =T 5 1 —47'('.

Mit dem halben Kugelvolumen

1 1 47 2
vol(B3) = évol(IB%S) =5 3 =37
folgt:
ir 3
S3 = ;1— = —.
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Aufgabe 37. Wir betrachten die Kugelkoordinaten ®: G — R? mit G = (0,1) x (0, 7) x (0, 2)
und
O(r,0,p) = (rsinf cos p, rsinfsin @, r cos ).

Wir benutzen von Aufgabe 44.b aus Analysis II, dass ® injektiv ist.

(a) Berechnen Sie die Jacobische Jg: G — [0,00), argumentieren Sie moglichst sauber mit
dem Umkehrsatz, dass D = ®(G) ein Gebiet ist, bestimmen Sie D und begriinden Sie, warum
®: G — D ein Diffeomorphismus ist.

(b) Begriinden Sie, warum B3 \ D eine Borelsche Nullmenge ist. (Hint: Z.B. mit der Transfor-
mationsformel oder auch mit Cavalieri wie in der Musterlosung-10 von Aufgabe 35.)

(c) Zeigen Sie nun (erneut) mit Hilfe dieser Kugelkoordinaten, dass fiir das Volumen V' der
Einheitskugel B® = {z € R?: ||z|| < 1} gilt:

V = —m.

Losungsvorschlag. (a) Zunidchst berechnen wir die Jacobi-Matrix von @ in jedem Punkt
y=(r.0,¢) €G:

sinfcose rcosfcosp —rsinfsing
Jac(®)(r,0,p) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosp
cos 6 —rsinf 0

Zur Berechnung der Determinante entwickeln wir mit Laplace nach der letzten Spalte:

det(Jac(®))(r, 0, ¢) =
—7sin @ sin o(—7rsin® @ sin ¢ — r cos® #sin @)
—rsin @ cos p(—rsin? § cos p — 7 cos® O cos @)
= r?sinfsin® p(sin? 6 + cos® §) + r?sin  cos® p(sin® § + cos® 0)

= 7?sinf(sin ¢ + cos® p) = r*sin 6.
Da sin auf dem Intervall (0, 7) positiv ist, erhalten wir also schlielich
Jo(r,0,0) = |det(Jac(®))(r,0, ¢)| = r’sinf > 0,

fir alle y = (r,0,¢) € G. Damit ist das Differential D®(y) in jedem Punkt y = (r,0,¢) € G
invertierbar. Der Umkehrsatz liefert dann, dass D = ®(G) C R3 offen ist und dass ® um jeden
Punkt y € G Ilokal umkehrbar ist. Aber wir wissen schon, dass ®: G — R? injektiv und damit
®: G — D bijektiv ist. Deshalb ist fiir jedes + € D und offenen Umgebungen U C G von
y=®(x) € Gund V C D von z, so dass ®(U) =V und ®|U: U — V Diffeomorphismus ist:

(@U) =2~V

Deshalb ist ® ! auch stetig differenzierbar und damit ®: G — D ein globaler Diffeomorphismus.
Da G wegzusammenhingend ist, ist es auch D und damit D C R? ein Gebiet.
Wegen r € (0,1) ist
DC{recB®: 0<|z] <1},

52



wegen ¢ € (0,27) ist mit
H= {(1‘1,$2,1’3) e B3 To =0, 1 > 0}

DN H = () und die Punkte, wo § = 0 bzw. § = 7 ist (wenn man ® auch dort durch die gleiche
Vorschrift definieren wiirde), liegen auf der x3-Achse und sind daher schon in der Halbebene H
enthalten. Alle anderen Punkte aus B? werden getroffen, so dass

D =B\ (S*UH)

ist.

(b) Wir wissen bereits aus Aufgabe 13.b, dass H eine Nullmenge ist, da sie Teilmenge der
Ebene {xy = 0} ist. Dass auch die 2-Sphére

={zcR®: ||z|| =1}
eine Nullmenge ist, konnen wir wieder mit Cavalieri sehen. Es sind ndmlich die Schnitte
S? = {(%1,1’2) ERz . (.I'l,l'z,t) ESQ}

fir ¢ € (—1,1) Kreislinien in R? und damit Nullmengen (siche auch die Anmerkung in der
Musterlosung-10 von Aufgabe 35, wo Cavalieri noch mal angewendet wird), fiir t = 41 ist der
Schnitt ein Punkt, und fiir |¢| > 1 ist er sogar leer. In allen Fillen ist er damit eine Nullmenge
und deshalb S? auch. Insgesamt ist damit B* \ D eine Nullmenge, daher A\*(B?*) = A3(D) und
wir kénnen dann ws = A*(B*) mit Hilfe der Transformationsformel zu

W3=/GJ¢(y)dy

(c) Um das zu tun, brauchen wir erneut eine Feinheit, die nun Nullmengen in G betrifft. Der
Rand von G ist erneut eine Nullmenge, weil er aus sechs Teilen besteht, die jeweils in einer Ebene
liegen. Die Funktion Js hat auf G eine stetige Fortsetzung durch die gleiche Funktionsvorschrift
(r,6,0) +— r?sinf. Deshalb kénnen wir nun .Jp auch iiber G integrieren und dieses Integral
nach Tonelli dann als ein dreifaches Integral in jeweils einer Variable einer stetigen Funktion
iiber einem kompakten Intervall berechnen. Letztere sind dann aber Riemann-Integrale, die wir
mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung endgiiltig ausrechnen koénnen. Das
machen wir jetzt noch:

Vo= /Jq) dy_///%rsmedrdedgo (/ dgo)-(/olﬁdr)-(/owsin@d@

= 27r-[§r]0 [— cos O] '3 2—§7r

berechnen.

Aufgabe 38. Wir betrachten nun die Polarkoordinaten ®: G — R? mit G = (0, 00) x (0, 27)
und

O (r, ) = (rcosp, rsinp).
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(a) Berechnen Sie die Jacobische Jg von @, das Bild D C R? von ® und begriinden Sie, warum
®: G — D ein Diffeomorphismus ist.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten die Integrale
/ eV dedy, / e~V dady,
B2 R?

und zeigen Sie mit Hilfe des 2. Integrals (erneut):

/ e dy = Nz
R

Losungsvorschlag. (a) Das ist dhnlich wie in Aufgabe 37.a, nur einfacher. Fiir die Jacobische
von @ finden wir

. cosp —rsing B 2 .9 _
O(r, ) = ]det( Sng  rcosp >|— |r(cos” ¢ + sin” )| = r > 0.

Deshalb ist D = ®(G) offen. Wir wissen von frither (siche Aufgabe 44.a, Analysis-II), dass ®
injektiv ist und wegen des Umkehrsatzes ist ® dann ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Aus
der Definition von ® sieht man, dass D = R? \ H mit

H = {(z1,29) €ER*: 2, =0, z; >0}
ist.

(b) Da H eine Nullmenge ist (und auch S! C R?), kann man die angegebenen Integrale mittels
der Transformationsformel iiber G := (0, 1) x (0, 27) bzw. iiber G berechnen bzw. sogar, dhnlich

wie bei 37.b, die stetigen Fortsetzungen iiber G bzw. G und dann Tonellis Satz verwenden, und
schliellich durch iterierte Riemann-Integrale ausrechnen.

(1)
1 pom 1
I:= / exp(v/22 4+ y?) dedy = / / exp(r) - rdrdy = 27r/ re’ dr.
B2 o Jo 0

Mit partieller Integration u(r) = r und v'(r) = e” fiihrt dies zu

1 r 17’ r
%I—[re]é—/o edr=e—[ei=e—(e—1)=1,

also
I =2r.
(ii)
*d, 1 _»
J = / eXp(—x — > dxdy—/ / —r? -rdrdgo:27r/ —(—=e")dr
R2 o dr 2
1 o
= 2nl—ge | = —m(0-1) =

Mit Tonelli ist

(/ e dr)? = (/ e dm)(/ eV dy) = /(/ e eV dy)du
—oo R R R JR
= /(/ e eV dr)dy = / eV dady = J,
R JR R?
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also

/ e dr = V.

o0

Aufgabe 39. (a) Sei A das Borel-Lebesguesche Maf§ auf R" (n € N), @ C R" ein (achsen-
paralleler) Quader und sei ¢ > 0. Zeigen Sie, dass es ein 7 € N und (achsenparallele) Wiirfel
Wi, ...,W, CR" gibt mit Q CW;U---UW, und

i /\(W]) < )\(Q) + €.

(Hinweis: Priifen Sie das zunéchst fir Quader mit rationalen Eckpunkten und approximieren
Sie dann ) mit solchen von auflen.)

(b) Zeigen Sie nun, dass man das duflere Lebesgue-Maf3 \* auf R” auch mit Wiirfelitberdeckun-
gen an Stelle von Quaderiiberdeckungen definieren konnte, d.h.: fiir alle A C R" ist

N(A) = inf{z ANW;) €10,00] = (W;)jen ist eine Wiirfelitberdeckung von A}.

jeN

Losungsvorschlag. (a) Sei also @ = [[j_, [; € R" ein (achsenparalleler) Quader. Da A
translationsinvariant ist, diirfen wir annehmen, dass die linke Intervallgrenze von I; Null ist,
also

Q= ﬁ[Ov b]]

Hier haben wir 0.B.d.A. auch angenommen, dass () abgeschlossen ist, da sich das Mafl von @)
nicht dndert, wenn Teile des Randes von () nicht zu ) gehéren.

(i) Sei zunéchst b; € Q, fiir alle j = 1,...,n. Dann konnen wir sogar endlich viele Wiirfel
Wi, ...,W, C R" finden, die @) iiberdecken und

D_AW) = AQ)

erfiillen. Wenn wir alle b; > 0 némlich auf einen gemeinsamen Hauptnenner [ € N bringen,
diirfen wir also annehmen, dass b; = m;/l mit m; € Ny, fiir alle j = 1,...,n, ist. Dann
betrachten wir fiir jedes k = (ky,....k,) € N* mit k; <m; (j =1,...,n) den Wiirfel

ki —1 ks
Wk::H[Jl ,TJ].
j=1

Diese haben alle Kantenldnge 1/] und damit Volumen 1/1", und es gibt my - --m,, davon, so

dass .
ZA(Ww:ml...mn.lin:H%:Hbj:m)
- ; ,

ist. Auflerdem ist offenbar

Q=JWs,

k
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so dass also @) von (Wy) tiberdeckt wird. (Die verschiedenen Wj’s schneiden sich allenfalls in
Nullmengen.)

(ii) Seinun b; € [0, 00) beliebig (j = 1,...,n) und € > 0 auch. Wir wéhlen fiir jedes j = 1,...,n
eine monoton fallende Folge rationaler Zahlen (r;;)en, die gegen b; konvergiert, (rj)ien N\ b;.
Dann betrachten wir fiir jedes [ € N den Quader

n

P = H[o,rﬂ] C R,

j=1
der nun offenbar rationale Eckpunkte hat. Es existiert nun ein /) € N, so dass mit F := P,
AMPo) = MQ) =] ]ra— ]t <
j=1 j=1

ist, denn (], rj); konvergiert gegen []; b;. Nun gibt es nach Teil (i) Wiirfel W1,..., W, (r € N),
so dass |J._, W; = P, 2 Q und

ZA APo) < M@)+

ist.

(b) Da fir jede Wiirfeliiberdeckung (Wj)geny von A C R™ wegen A C |, W, natiirlich
A) < Z A(Wk)
k

ist, reicht es zu zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 eine Wiirfeliitberdeckung (W;) von A gibt mit

> MWL) < A(A) + ¢

Aber nach Defnition von A\*(A) gibt es eine Quaderiiberdeckung (Q;);jen von A mit
D ONMQ) < M(A)+ 5
J

Fiir jedes j € N finden wir nach Teil (a) eine Wiirfeliiberdeckung (Wj;)i=1,...r, (mit einem
r; € N), so dass

Z )\ ﬂ < )\(QJ> 2]+1

Die abzihlbare Wiirfelfamilie (I/V]Z) jeNji=1,..r; iberdeckt dann A, denn

7
UUsz‘ 2 UQj DA,
j€Ni=1 jEN

und es gilt:

Zix(wﬁ) < > (@) %1 => M@+ 62

i=1 jeN jeN

< (\(A) + 5) + 5 = \(A) +e.
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Aufgabe 40. (a) Sei N C R" eine Nullmenge (bzgl. des duBeren Lebesgue-Mafles auf R™) und
e > 0. Zeigen Sie, dass es eine Kugeliiberdeckung (B} )ren von N gibt mit D, A(By) < €.

(b) Zeigen Sie, dass man das duflere Lebesgue-Mafl auf R™ auch mit Kugeliiberdeckungen
bekommt: Fir alle A C R"™ ist

A (A) = inf{z A(Bj) € [0,00] : (Bj)jen ist eine Kugeliiberdeckung von A}.
jeN

(Hinweis: Benutzen Sie das (noch unbewiesene) Lemma aus der Vorlesung, dass man einen
Quader @ zu einem gegebenen € > 0 so mit einer Kugeliiberdeckung (By)reny von @ versehen
kann, dass >, A(Bg) < A(Q) + ¢ ist.)

Losungsvorschlag. (a) Sei Wy C R™ der (abgeschlossene) Einheitswiirfel (d.h.: mit Kan-
tenléinge 1) und Mittelpunkt 0 € R”,

Wo=[—=, ="
0 [ 27 2]
Die Umkugel von W ist dann die (abgeschlossene) Kugel By mit Mittelpunkt 0 € R™ und
Radius
1 1 1 n
To = ’\(57---7§)H Vg T o
Ihr Volumen ist
nn/2
vol(By) = wy, - 1 = gn W = Gy

wo w, € Ry das Volumen der Einheitskugel bezeichnet, w,, = vol(B™). Nach der Transformati-

onsformel ist nun der Quotient
vol(B) ¢,
vol(W) 1
fiir jeden Wiirfel W C R™ und seiner Umkugel B der gleiche. Hat namlich W die Kantenldnge
r > 0, so hat seine Umkugel den Radius r - o, und damit ist

:Cn

vol(B) = vol(By)r" = ¢, vol(W)

(und der gemeinsame Mittelpunkt von W und B spielt wegen der Translationsinvarianz des
Mafles sowieso keine Rolle dabei).

Ist nun N C R" eine Nullmenge und ¢ > 0, so finden wir zunéchst nach Aufgabe 39.b eine
Wiirfelitberdeckung (W )ken mit

1
D> AW < —e.
keN Cn

Fiir jedes Wy (k € N) betrachten wir dann seine Umkugel B, O Wy. Dann ist auch (By)gen
eine Uberdeckung von N und es gilt:

SABY) = Y (W) < e Ci -

keN keN n
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(b) Das ist jetzt dhnlich wie in Aufgabe 39 (eigentlich genauso), nur dass es schwieriger ist,
einen Quader volumensparsam mit Kugeln zu iiberdecken. Dieses Lemma aus der Vorlesung
(welches wir vielleicht auf dem niichsten Ubungsblatt noch mal betrachten) benutzen wir jetzt:
Ist @ C R" ein Quader und § > 0, so gibt es eine Kugeliiberdeckung (By)gen von ) mit

D ABL) < MQ) + 6.

Dann konnen wir fiir jedes A C R™ wie in 39.b zu Ende argumentieren, dass A fiir jedes € > 0
eine Kugeliiberdeckung (C}),en hat, so dass

Z)\ )< A(A)+e¢

ist. Das zeigt dann tatséchlich:
= inf{z A(Bj) € [0,00] : (Bj)jen ist eine Kugelitberdeckung von A}.
jeN
Aufgabe 41. Sei A das Borel-Lebesguesche Mafl auf R” (n € N).

(a) Seien f,g € £'()\). Zeigen Sie, dass p: R" x R" — R, (z,t) — f(t)g(z — t), messbar und
bzgl. A ® A integrierbar ist und damit nach Fubinis Satz f * g: R" — R,

(F +9)a) = [ F(t1gte ~ ) a0,

AM-fast iiberall definiert ist. Wir setzen (f % g)(z) = 0 fiir die z € R™, wo diese Vorschrift nicht
definiert ist, und nennen f * g die Faltung von f und g. Begriinden Sie, warum f * g messbar
ist und

1 gl < 11l - gl
gilt (und damit also f* g € £1()) ist).
(b) Zeigen Sie, dass
«: LY(A) x L'(A) = L'(\), ([f],1g]) = [f = g]
wohldefiniert, R-bilinear, assoziativ und kommutativ ist.

(Hinweis: Benutzen Sie Translationsinvarianz von A und Tonellis Satz.)
Losungsvorschlag. (a) Die Funktionen ¢: R" x R” — R und 7: R” — R mit
Uz, t)=x—t, w(x,t)=t,
sind stetig und damit messbar. Deshalb ist auch ¢: R” x R" — R,
pla,t) = f(t)glx —t) = ((fom) - (gov))(x,1)

messbar. Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles oder direkt aus der Transfor-
mationsformel fiir die Translation 7: R — R", y — y + ¢ (bei festem t € R™), die Jacobische
gleich 1 hat, ist

[ se-nax@ = [ gerimare) = [ gorin)- L)

~ [ swaxw),
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und das Gleiche gilt fiir |g| an Stelle von g. Deshalb schlieBen wir mit Tonellis Satz
/ [l dA®A) = / FOIC] gz — ) dA(x)) dA(t)
R2n Rn Rn
= /R FAQII s l9(W)[ dA(y)) dAE) = [[f]l1 - llglly < oo,

also ist ¢ integrierbar. Deshalb folgt nun aus Fubinis Satz, dass f * ¢:R" — R,

e = [ pedr® = [ Fegla =N,

A-fast-iiberall definiert ist. Setzt man f x g gleich Null auf der Borelschen Nullmenge, wo sie
nicht definiert sind (in diesem Fall ist das +-Integral oder das —-Integral unendlich), ist f * g
auBerdem A-integrierbar (insbesondere also messbar) mit

I£gl = [

= [ 1eldtex) =11 lalh,

[ oy oo < [ ([ edowae

wie gerade gesehen.
(b) (i) Seien f,f,9,G € £Y(\) mit f = f fii. und g = § f.i. AuBerhalb einer Nullmenge
N C R™ ist dann .

f(x) = f(x), g(z) = g(z),
und (f * g)(z) und ( f G)(x) sind durch die Integralausdriicke gegeben. Mit N ist auch die
Translation um x von —N eine Nullmenge und deshalb ist

(fxg)(x) = fO)g(z — 1) dA(t) = / Ft)g(z —t) dA(t)

R™ R7\(NUTz(—N))
= / gz =) dA(t) = [ f(H)g(z — 1) dA(t) = (f * g)(x).
"\(NUT:(=N)) R
Es folgt: [f* gl =[f *g], d.i: *: L' x L' — L' ist wohldefiniert.

(ii) Seien fi, fo,g9 € £1(\) und a1, as € R. Aufgrund der Linearitéit des Integrals folgt fiir alle
x € R", wo f1* g und fs5* g durch das Integral definiert sind:

ar(frxg)(x) + axfoxg)(@)=ar | fi(t)g(x =) dA(t) +az [ folt)g(z — 1) dA(t)

R R”

— [ @i+ aaf) 0o~ /dNO = (afi + arfe) #g)la).

Die letzte Gleichung gilt, weil fiir den Fall, dass das Integral existiert (also die Integrale iiber
die +- und —-Teile endlich sind), die Faltung auch durch das Integral gegeben ist. Da dieses
Integral hier existiert, ist es also die Faltung zwischen a; f; 4+ as fo und g. Daraus folgt, dass *
im ersten Argument bilinear ist und fiir das zweite Argument argumentiert man vollig anlalog
oder benutzt die nun folgende Kommutativitéit von x.
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(iii) Seien f,g € £1(\) und x € R™ derart, dass g * f in x durch das Faltungsintegral gegeben
ist. Wir betrachten dann den affinen Diffeomorphismus ®: R® — R”, der durch

t=®o(s)=x—s

(bei festem ) gegeben ist. Dieser hat offenbar Jacobische Jg(s) = | det D®(s)| = 1 und daher
gilt:

D) = [ o= dNO = [ g08() - fo = B) - Jals)dN()
= [ sa=9) H&) ) = (7 2 9)la).

Es ist also

[ lgl = lgl = [f], VIfl[g] € £ (V.

(iv) Seien nun f, g, h € £1(\). Wir betrachten jetzt mal die Funktion a: R" x R" x R" — R,

o, 1, v) = h(u)g(v) f(z — u—v).
Dann argumentiert man wie unter (a), dass o messbar und sogar integrierbar bzgl. A ® A ® A
ist mit
ol = [ lald& A®X) = [l - lall - 171h < o
Deshalb ist nun der Schnitt
ap:R* X R" = R, (u,v) — h(u)g(v)f(z —u —v)

fir fast alle z € R™ integrierbar. Wir nennen die Nullmenge, wo |[a||; = oo ist, N und
betrachten ein z € R™\ N. Zu diesem z betrachten wir nun weiter den affinen Diffeomorphismus
®:R™ x R — R™ x R", gegeben durch

(u,v) = ®(s,t) = (x — s —t,t).

Dd(s,t) = ( _01 _11 )

Jo(s,t) = |det DO(s,t)| =1,

Dann ist

und daher
fiir alle (s, ) € R" x R". Nun erhalten wir mit Fubini einerseits:
[awdoon = [ ([ o) —u=v)dre) irw
= [ b (g Pl = w) dAu) = (o (9 + 1) (o)

(x ist also auch ein Punkt, wo h * (g * f) durch das Faltungsintegral gegeben ist.) Andererseits
ist mit der Transformtionsformel nun auch a, o ® - J3: R” x R" — R integrierbar und erneut
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mit Fubini erhalten wir:
/R% oy AN @A) = /Rzn(% o @) - Ju (5. 1) dA()AA(D)
= [ ba=s =t axsaxe = [ F6)([ glone - s = axe) in)
= [ 56)g = ma =) aAs) = (F ¢ g+ 1))

n

(was zeigt, dass auch f * (g h) in solch einem x durch das Faltungsintegral gegeben ist). Nach
Teil (iii) ist dann also

(f (g h)(x) = (h* (g* f))(x) = ((f * g) = h)(x),
fiir fast alle x € R™ und daher schliefilich fiir alle [f], [¢], [h] € L'(\):

] (lg] = [R]) = (Lf] * g]) = [A].
[Anmerkung. Die Faltung von f und ¢ in einem (generischen) Punkt x € R™,

(f *g)(x) = . f)g(z — ) dA(t),

kann man als eine Mittelung von g um den Punkt x mit den Gewichten f(t) ansehen. Hat etwa
f einen Triger nur in einer e-Kugel um 0 (d.h.: f(t) = 0 fiir |[t| > ¢), so mittelt (f * g)(z)
die Werte von ¢ in einer e-Kugel um z (mit den Gewichten f(t)). Auf diese Weise kann ein
g € £P(N) (1 <p<oo)durchein f € C°(R") (eine C*-Funktion mit kompaktem Tréger) auch
geglattet werden und wenn f. Tréager in B.(0) hat, so ist f.* ¢ nicht nur glatt (d.h. C*°) sondern
konvergiert (bei geschickter Wahl) fiir ¢ — 0 auch noch in der LP-Norm gegen g. Das zeigt, dass
C>(R™) N LP(R™) dicht in LP(R™) liegt. Da auch C°(R") in C*(R™) N LP(R™) dicht liegt, also
sogar C°(R™) dicht in LP(R™) ist, ist damit LP(R™) die Vervollstindigung von C2°(R™) bzgl.
der LP-Norm, so wie R die Vervollstindigung von Q bzgl. | - | ist.]

Fiir die folgenden drei Aufgaben benutzen wir folgenden Satz aus der Funktionalanalysis:

Satz (von Stone-Weierstra$). Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und (C(K,R), || - ||oo)
die Banach-Algebra der stetigen Funktionen auf K (siehe auch Aufgabe 35.b, Analysis-II). Sei
weiter A C C(K,R) eine Unteralgebra, so dass

e fiir jedes x € K ein f € A mit f(x) # 0 existiert und

e fiir jedes Paar (z,y) € K X K mit x # y ein g € A existiert mit g(z) # g(y).
Dann liegt A dicht in C(K,R).
Aufgabe 42. Sei K C R" kompakt und f: K — R™ stetig (m,n € N). Zeigen Sie, dass es eine
Folge (Py) stetig differenzierbarer Funktionen Py: K — R™ (k € N) gibt, die gleichméBig gegen

f konvergiert. (Hinweis: Versuchen Sie es mit polynomialen Abbildungen.)
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Losungsvorschlag. (i) Wir betrachten die polynomialen Abbildungen auf K, d.i.
A={feC(K,R): IpeR[Ty,...,T,]: f(z) =px), Vo € K}.

Das ist zunéchst einmal eine Unteralgebra von C(K,R), denn R[T},...,T),] ist selbst eine R-
Algebra, die auf diese Weise homomorph auf A abgebildet wird. Die konstante Funktion h = 1
liegt offenbar in A, und A trennt auch Punkte, wie man sagt, d.h.: Sind z,y € K mit z # v,
so gibt es zunéchst mal ein jo € {1,...,n} mit z;, # y,,. Die Projektion m;;: K — R, z — z;,,
liegt in A und es ist

Tio (@) = Tjo 7 Yjo = Wi (y)-
Deshalb sind die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstrafl erfiillt und damit liegt A
dicht in C(K,R). D.h.: Fiir jedes stetige f: K — R gibt es eine Folge (px) in A mit (pg) — f in
der Supremumsnorm, d.i.: (p;) konvergiert gleichmaflig gegen f.
(ii) Ist nun f: K — R™ stetig (aber vektorwertig), so wendet man dieses Resultat auf die Kom-
ponenten f;: K — R (i =1,...,m) an. Es gibt also Folgen (pix)ren, so dass (pix)r gleichméBig
gegen f; konvergiert (fiir @ = 1,...,m). Sei € > 0. Dann gibt es also k; € N, so dass fiir alle
k > k; und alle x € K gilt:

lpin () — fi(z)] <

3"

Wir setzen nun
P K = R™, pr = (D1ks - - -, Prmkc)-
Dann gilt fiir alle & > ky := max]*, k; und z € K:

i) ~ @I = Y oula) ~ @) <35 =

Das zeigt, dass (py) gleichméfig gegen f konvergiert.

Aufgabe 43. Sei F:S"! — R" ein stetiges Vektorfeld (n € N).

(a) Zeigen Sie, dass es eine Folge (Qy) stetig differenzierbarer Vektorfelder auf S"~! gibt, die
gleichméBig gegen F' konvergiert.

(b) (Igelsatz) Sei nun n ungerade. Zeigen Sie, dass I eine Nullstelle hat.

Losungsvorschlag. (a) Wir kénnen F: S"~! — R” zunéchst nach Aufgabe 42 durch eine Folge
(P,:S™1 — R"), stetig differenzierbarer Abbildungen gleichmiflig approximieren, denn S"!
ist kompakt. Zu & > 0 gibt es also ein ky = ko(¢) € N, so dass fiir alle k > ko und x € S"! gilt:

|Pi(a) = Fa)]| < .

Nun sind die Abbildungen P, (k € N) i.a. keine Vektorfelder auf S"~!. Deshalb ziechen wir von
Py(x) € R™ die radiale Komponente ab und setzen also Q:S""! — R",

Qr(x) = Pe(x) — (Pr(x),z) -

(wo (-,-) das kanonische Skalarprodukt auf R™ bezeichne). Die Abbildungen @ (k € N) sind
dann auch stetig differenzierbar und sie sind nun auch Vektorfelder auf S"~!, denn fiir alle
r e S st

(@Qr(@),2) = (Pi(2),2) — {(Pi(2),2) - 2, 7) = (Pu(2), 2) — (Pi(z), z) - [l2]|* = 0,
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denn ||z||* = 1 fiir x € S""!. Und auch (Qj) konvergiert gleichméBig gegen f, denn zu ¢ > 0
und dem kqy(g) € N von oben gilt nun wegen (F(z),z) = 0 fiir alle x € S"~! und k > kq:

1@k (z) = F(a)|| = [|(Pr(z) = (Pi(2), v)x) — F()|| < [[Pi(z) = F)]| + [[(Pr(z), z)«]
<

=+ (Pu(@), @) lal] = = + (Pyle) — F2),2)] < % +1Pe(z) — @) - =]

2 2

nach Cauchy-Schwarz und daher tatséchlich wegen ||z|| = 1:

|Qu(x) — Fla)ll < S +5 - 1=¢,

fiir alle k > ko und fiir alle x € S*1.

(b) Wir beweisen zunéchst ein kleines

Lemma. Sei X ein metrischer Raum und (fx: X — R); eine Folge stetiger Funktionen, die

gleichméBig gegen ein (dann auch stetiges) f: X — R konvergiert, (fx) gy f. Sei weiter a € X
und (zy); eine Folge in X mit (z;) — a. Dann konvergiert auch die Folge (fx(x)) in R und es
gilt:

k—oo

Denn: Ist € > 0, so wihlen wir einerseits ein k; € N, so dass fiir alle K > k; und allen z € X

€
) — f@)| <
ist. Andererseits konnen wir wegen der Stetigkeit von f in a ein ¢ > 0 finden, so dass fiir alle

x € X mit d(z,a) < § (wo d die Metrik auf X bezeichne) gilt:
£
£) — (@) < 5

Schlielich gibt es wegen (zx) — a ein ko € N, so dass fiir k > ks gilt: d(zg,a) < §. Fir alle
k > ko := max{ky, ko} ist dann

3

|fe(xr) — fla)| < |fulzr) — floe)| + | f(z) — fla)] < % +3

:5‘7

also

lim fioe) = f(a).
|

Hieraus folgt nun der Igelsatz, den wir fiir stetig differenzierbare Vektorfelder Q:S*~! — R”"
schon in der Vorlesung bewiesen haben, auch fiir beliebige stetige Vektorfelder F: S"~! — R™.
Sei dazu also nun n ungerade.

Wir approximieren ndmlich F' zunédchst gleichméflig durch stetig differenzierbare Vektorfelder
Q. (k € N). Diese haben dann jeweils eine Nullstelle z;, € S"~!. Da S"~! kompakt ist, hat die
Folge (z}) einen Haufungspunkt a € S*~'. Nach Ubergang zu einer Teilfolge von (z;,) diirfen
wir annehmen, dass (z;) gegen a konvergiert. Dann kénnen wir das Lemma (mit der auf S*~!
induzierten Metrik) anwenden und erhalten:

Fla)= p Qo) = Jig 020
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Aufgabe 44. (a) (Brouwers Fixpunktsatz) Sei f:B"™ — B" stetig (n € N). Zeigen Sie, dass f
einen Fixpunkt hat. (Hinweis: Approximieren Sie f mit stetig differenzierbaren Abbildungen
gr: B — R™ und skalieren Sie geschickt um, so dass gx(B") C B" ist.)

(b) (Retraktionssatz) Sei n € N. Zeigen Sie, dass es keine Retraktion r:B" — S"7! (also r
stetig mit 7 o4 = id, wo i:S""! < B" die Inklusion ist) gibt. (Hinweis: Bauen Sie aus einer
angenommenen Retraktion 7 ein fixpunktfreies f:B" — B".)

Loésungsvorschlag. (a) Wir approximieren auch hier unser stetiges f: B — B (B := B")
gleichméaBig durch stetig differenzierbare gx: B — R" (k € N). Nun bildet i.a. aber g die
Einheitskugel B nicht wieder in B ab, sondern in eine evtl. (etwas) grofere Kugel mit Radius

7k = [|glloc = sup [|gr (@) < oo,
reB

da B kompakt ist. Um nun f auch gleichmé&fig durch stetig differenzierbare hy: B — B zu
approximieren, skalieren wir g, um, wie man sagt, d.h.; wir setzen hy: B — B,
by := prgr,

mit (Skalierungs-) Faktoren p, > 0 (k € N). Wenn |[|gx|lcoc < 1 ist, brauchen wir nichts zu
machen (also py := 1 dann), ansonsten setzen wir py := 1/|gx|lcc < 1, also zusammen

1
max{1l, [|gklloc }

Es ist dann natiirlich auch hy, stetig differenzierbar und hy(B) C B (k € N), denn fiir alle z € B
ist

P = (k e N).

1
hi(x)| =

nach Konstruktion. Man beachte auch noch, dass (p) — 1 fiir & — oo konvergiert, denn

}Hgk(ﬂf)l\ <1

llgklloe = 1[fllscl < llgx = flloe — 0,
also (|gklloc) = || f]loe- Da R — R, t — max{1,t}, stetig und || f||o < 1 ist, gilt in der Tat

max{l, [|gklloc} — max{L,[|f]lc} = 1.

Daraus sieht man jetzt, dass auch (hy) gleichméBig gegen f konvergiert, denn

1Pk = flloe < Mk = glloo + 19k = flloo = [I(ox = 1) - illoc + lgx = Flloo
= lpr =1 llgrlloo + llge = flloo —> 0~ I fllc + 0 =0.

Mit unserem kleinen Lemma aus Aufgabe 43 siecht man daraus jetzt auch den Brouwerschen
Fixpunktsatz fiir stetige Selbstabbildungen f: B — B. Wir approximieren f gleichmafig durch
stetig differenzierbare hy: B — B (k € N). Diese haben einen Fixpunkt z; € B nach dem Satz
aus der Vorlesung, und da B kompakt ist, konnen wir nach einem eventuellen Ubergang zu
einer Teilfolge annehmen, dass (z5) gegen einen Punkt a € B konvergiert, (zx) — a. Wegen
hi(xy) = zy, fir alle k € N, erhalten wir deshalb

f(a) = lim hy(z) = lim z; = a.
k—o0 k—o00
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Also ist a Fixpunkt von f.

(b) Brouwers Fixpunktsatz und Retraktionssatz sind &quivalent. In der Vorlesung haben wir
gesehen, warum der Retraktionssatz den Fixpunktsatz impliziert, denn der dortige Beweis funk-
tioniert auch fiir den stetigen Fall. Die Umkehrung kann man so sehen: Wir nehmen (nach
Teil (a)) an, dass der Fixpunktsatz gilt. Angenommen nun weiter, dass es eine Retraktion
r:B" — St gibt. Da S"~! C B" ist, ist dies auch eine Abbildung von B™ nach B". Die inneren
Punkte von B", dort, wo ||z|| < 1 ist, konnen keine Fixpunkte von r sein, denn r bildet sie
ja auf den Rand ab, ||r(x)|| = 1. Die Randpunkte, also dort, wo ||z|| = 1 ist, sind allerdings
alles Fixpunkte von r, r(z) = z, fiir alle z € S"~!. Deshalb schalten wir jetzt noch die An-
tipodenabbildung d:S"' — S"" ! d(z) = —ux, dahinter, setzen also f:B" — B", f :=dor.
Das Argument dafiir, dass r keine Fixpunkte im Inneren hat, bleibt dann auch fiir f erhalten,
und die Randpunkte sind nun auch nicht mehr fix. Dieses f hat dann also keinen Fixpunkt.
Widerspruch! Es gibt also keine (stetige) Retraktion r: B® — S"~1.

Aufgabe 45. Sei (X,d) ein metrischer Raum und s € [0,00). Fiir jedes 6 > 0 und jede
Teilmenge A C X setzen wir

Hi(A) = inf{z diam(Cy)* € [0,00] : (Cy)y ist eine Uberdeckung von A
keN
mit diam(Cy) < 6, Vk € N}.

(diam(C) = sup{d(z,y) € [0,00) : x,y € C} € [0,00] bezeichnet hier den Durchmesser von
0 #C C X, diam(0)® :=0Vs > 0.) SchlieBlich sei
H(A) =sup Hj3(A) € [0, o0].

6>0

Zeigen Sie, dass H® ein duBeres Mafl auf X ist. (Man nennt H® (bis auf einen Faktor) das
s-dimensionale dufere Hausdorff-Maf} auf X.)

Losungsvorschlag. (i) Zunéchst zeigen wir (eigentlich genau so, wie in der Vorlesung), dass
H3:P(X) — [0, 00] fiir alle s > 0 und 0 > 0 ein duBeres Mafl auf X ist.

(o) Man kann ja () mit der Folge (0)yen iiberdecken und diam®(()) = 0. Es folgt: H5(0) = 0, fiir
alle s >0, 0 > 0.

(B) Sei A C B. Zu zeigen ist dann: H3(A) < Hi(B). Das folgt daraus, dass jede 6-Uberdeckung
von B auch eine §-Uberdeckung von A ist. Bildet man das Infimum iiber eine grofiere Teilmenge
M C[0,00] als N C [0,00], M D N, so ist natiirlich inf M < inf N. Daher ist

H3(A) < HYB), Vs >0,¥6 > 0.

(v) Das macht man mit dem &/2%-Kniff: Ist A = J, . Ar und € > 0, so existieren §-Uberde-
ckungen (Cj;)jen von Ay mit

3 diam(Chy)* < H3(A) + %

j=1
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Dann ist aber (Cy;)i jen eine abziahlbare 6-Uberdeckung von A und damit

Hi(A) < ) diam(Cy)* =Y (D diam(Cj,))
Jk k=1 j=1
< YA + ) = DO HA) +e

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt tatséchlich
H3(A) < D H5(Aw).
k=1

(if) Nun machen wir noch den Grenziibergang 6 — 0. Zunéchst beobachten wir wieder, dass
fiir 6; < 09 jede 6;-Uberdeckung auch eine d,-Uberdeckung ist, woraus

H;5, (A) = H;,(A)
folgt. Damit ist (0,00) — [0, 00], § — H3(A), monoton fallend und deshalb konvergiert H;5(A)
fir § — 0 gegen H*(A),
H(A) = im H35(A), H5(A) < H(A), V6> 0.

0—0
(o) Aus HE(D) = 0, fiir § > 0, folgt natiirlich
H*(0) = lim H;(0) = lim(0) = 0.
6—0 1

—0

(8) Sei A C B. Wegen
H3(A) < H3(B) < H*(B), Vi6>0,
folgt auch
H*(A) = im H5(A) < H*(B).

0—0

(7) Und auch bei A = J, oy Ax folgt aus

He(Ay), V6 >0,

WE

Hi(A) <) Hi(AR) <

auch

[Anmerkung. Das (duBere) Hausdorff-Mafl aus der Vorlesung, welches wir mit Kugeliiberde-
ckungen konstruiert haben, wird in der Literatur (siche z.B. H. Federer: Geometric Measure
Theory) als sphérisches Hausdorff-Mall bezeichnet. Das eigentliche Hausdorff-Mafi auf dem
R™ ist dieses aus Aufgabe-45, welches mit beliebigen §-Uberdeckungen gebildet wird. Das s-

dimensionale Volumen der Einheitskugel B®* C R* kann duch
7T.5/2

Ws = =
r(s+1)
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ausgedriickt werden, wo I': (0,00) — (0, 00) die Gamma-Funktion ist, die auf den natiirlichen

Zahlen I'(n) = (n — 1)! (n € N) erfiillt. (Beachte auch: I'(3) = v/7.) Deshalb ist der Ausdruck
wer® = N*(B2(0)) = %diam(B;?(O))

fiir » > 0 und s € Ny richtig, weshalb man das Maf3 aus Aufgabe-45 noch mit dem Fakor
71.5/2

T I 1)

skaliert (jetzt fiir jedes s > 0). Das ist dann das (&uBere) s-dimensionale Hausdorff-Ma$, welches
man fiir jeden metrischen Raum bilden kann. Auf X = R" und auf einer groflen Teilmenge der
Borelalgebra 8™ C PB(R™) (den so genannten s-rektifizierbaren Teilmengen) stimmt es mit dem
aus der Vorlesung iiberein (siehe noch einmal Federers GMT).]

Aufgabe 46. Sei X ein metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge A C X definiert man die
Hausdorff-Dimension von A durch

dimy(A) :=inf{s € [0,00) : H*(A) =0} € [0, 0.

Zeigen Sie fir 0 < s < t:
(i) H*(A) < oo = H'(A) =0
(ii) H'(A) > 0= H*(A) =

Folgern Sie daraus, dass fiir A (mit unendlich-vielen Elementen) auch gilt:

dimy (A) = sup{s € [0,00) : H*(A) = oo}.

Losungsvorschlag. (i) Sei also s > 0 und H*(A) < oo. Fiir jedes 6 > 0 und jede d-Uberde-
ckung (C}) en von A ist dann

Z diam’( Z diam'™*(C}) - diam®(C;) < 6'* Z diam®(C})
j=1

Infimumbildung auf beiden Seiten impliziert dann
HE(A) < 05HE(A), Vo> 0.
Grenziibergang fiir § — 0 liefert schlieflich:
H'(A) = lim H5(A) < llsi_r)r(l)(ét_ng(A)) =0-H*(A) =0.

d—0
(ii) Das ist nur die Kontraposition zu (i).

Ist nun ¢t > dimy(A) € [0,00), so gibt es nach Definition von dimy(A) ein s € (0,00), mit
dimy(A) < s <t und H*(A) = 0. Nach (i) folgt: H'(A) = 0.
Ist s < dimy(A) € (0,00], so gibt es nach Definition von dimgy(A) ein ¢t € (0,00), mit
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s <t < dimy(A) und H'(A) > 0. Nach (ii) folgt: H5(A) = oo. Fiir 0 < dimy(A4) < oo folgt
damit also

dimy (A) = sup{s € [0,00) : H*(A) = oo}.
Der Fall dimg;(A) = 0 ist ein bisschen speziell. H° ist gerade das ZéahlmaB auf X, denn eine endli-
che Menge A = {z1,...,2,} (mit z; # x; fiir i < j) kann man mit ({z1}, {z=2},...,{z.},0,0,...)
iiberdecken, woraus schon mal (wegen diam’(f)) = 0 und 0° = 1) folgt:

HO(A) < n.

Aber da man fiir § < min;;(d(x;, z;)) auch mindestens n Mengen mit Durchmesser héchstens
0 braucht, um A zu iiberdecken, ist tatséchlich

HO({x1,...,2,}) = n.

Fiir unendliche Mengen A ist also wegen der Monotonie eines dufieren Mafies dann H°(A) = oo
und daher gilt
dimy (A) = sup{s € [0,00) : H’(A) = o0}

auch dann. (Definiert man in diesem Fall mal sup(()) := 0 (wo man jetzt () als Teilmenge von
[0, 00) betrachtet), so gilt die Formel fiir alle Teilmengen A C X.)

Aufgabe 47. Sei C' C R die Cantormenge (siche Aufgabe 11) und s := In2/1n3. Zeigen Sie
mit folgender Anleitung, dass dimy(C) = s ist.

(i) H(C) <1

(ii) Sei & < % und (J;)i=1,...m eine endliche Uberdeckung von C' aus offenen Intervallen mit

diam(J;) < 9, fur alle s = 1,...,m. Dann gilt

Zm: diam(./

.....

l\DI»—

(iii) 3 <H*(O)

Losungsvorschlag. (i) Man erinnere sich daran, dass die Cantormenge C' der Durchschnitt
von kompakten Teilmengen C}, C [0, 1] ist, die disjukte Verelnlgung von 2F paarweise disjunkten

abgeschlossenen Intervallen I ;, j = 1,..., 2% der Linge 37% i
00 2k
C = m Cp, Cp= U Ik,j, diam([kvj) = 37,
k=1 j=1

Sei nun § > 0 beliebig. Wir kénnen dann k& € N so groB wihlen, dass 37% < § ist. Sei s :=

In(2)/1In(3) = logs(2), also
3° =3lsl =2,

Wegen C' C C, der Monotonie des MaBies und weil (1 ;);-1
damit von C ist, haben wir

o« eine Uberdeckung von Cj und

.....

H3(C) < HY(Cr) < Y diam® (L) = 28 - (37F)° = 28 (39) 7 = 2FaF = 1.
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Es folgt:
H*(C) =limH;(C) < 1.
0—0
(ii) () Behauptung: Ist [ < k und A C R eine Teilmenge mit diam(A) < 37!, so schneidet A
hochstens 257! ntervalle aus der Familie (I ;) -,

Denn: Nach Konstruktion der I;; (j = 1,...,2") ist der Abstand zweier verschiedener Intervalle
I, und I, fiir p # g mindestens 37'. Deshalb kann A dann hochstens eines dieser Intervalle
schneiden, sagen wir I; ,,. Nun wird aber nach Konstruktion I; ,, von genau 2k=! Intervallen der
Familie (/j ;)= or geschnitten, woraus die Behauptung folgt.

() Seinun also (J;);=1,..m mit diam(J;) < 6 < 1/3 (fiir alle 7) gegeben. Fiir jedesi € {1...,m}
gibt es dann (eindeutig bestimmt) ein k(i) € N mit

3~ kO+D < diam(J;) < 37+,

Wir setzen k := max}", k(i) € N. Aus der Konstruktion von C folgt, dass jedes der Intervalle
Ii; ( =1,...,2%) die Cantormenge C schneidet. (Z.B. bleiben jeweils die Intervallgrenzen von
I.j stehen.) Da (J;) eine Uberdeckung von C' ist, existiert damit fiir jedes j € {1,. 2’“} ein
ie{l,...,m} mit Iy ; N J; # (. Andererseits schneidet .J; (i = 1,...,m) hochstens 2"; k@) der
Intervalle Iy ; (j =1,...,2%). Daraus folgt nun:

i 1<j<2 hm@-%@}sfﬁk—k”
i—1 i=1

also .
Z Ko,

Damit ergibt sich dann wegen 3° = 2 tatsédchlich

Z diam®(J;) > Z 3= (k(@)+1)-s _ Z 9~ (kG)+1) >
=1 i=1 i=1

[\DI»—t

N —

Wir betrachten jetzt eine beliebige 6-Uberdeckung (Mj)rey der Cantor-
d setzen

(iii) Sei 0 < § <
menge C' C [0,1] u

5 wi-

= Hlf(Mk), bk = sup(Mk),

so dass also My, C [ay, by] ist und

1

b, —a; = dlam(Mk) <0< §

(O.E.: My # 0, Vk). Um Teil (b) anwenden zu kénnen, vergroBern wir das Intervall [ag, by]

kontrolliert zu einem offenen Intervall. Sei ¢ > 0. Dann verschieben wir (ag,b;) zunéchst so,
dass der Mittelpunkt in 0 liegt, skalieren dann mit dem Faktor



hoch, und verschieben dann wieder zuriick. Wir setzen also

ap +0b ap +0b
k k>+k ko

I = Pk ((akabk> - B B

Dann ist .J, nun offen und
Ji 2 ak, be] 2 My,

(fiir k£ € N) und (Jy)en ist daher auch eine (dieses Mal offene Intervall-) Uberdeckung von C.
Auflerdem gilt fiir ihre Durchmesser
diam(Jy) = (b — ag)(1+ =)V <5 (14 )/ <5 = 1
2k 36 3
wenn wir

1
0<e<eg:= (%)S —1 (beis=1logs(2))

annehmen. Da C kompakt ist, existiert nun ein m € N, so dass schon (J)g=1,. . eine Uberde-
ckung von C' ist. Und fiir diese konnen wir nun Teil (b) anwenden und erhalten

NE
NE

1 . s S € s *
3 < diam®(J,) = » (by — ay) [(1 + ﬁ)l/ ]
k=1 k=1
m m €
= Y Y - )
k=1 k=1

Fiir den zweiten Summenden schéitzen wir nun nur grob so ab:

1 1
(b —ax)® < (5)8 =3
Das ergibt dann
1 m . oo 1 [e.e] . 8
D YURINEE S ) DU
k=0 k=1 k=1
o) ‘ c
— ZdlamS(Mk) ubt
k=1
Da dies fiir alle 0 < ¢ < g gilt, folgt auch
o) ‘ . 1
Zdlam (M) > 3
k=1

1 1
s > Z
7—[5(0)_2, v0<5<3
Das impliziert, dass schliellich auch
1
s — 1 s >
H(C) (lsl_r%’H(;(C) 25



1st.
Mit Aufgabe 46 folgt dann, dass dimy(C) = s = logs(2) ist.

Fiir die folgende Aufgabe betrachten wir komplex-wertige, messbare Funktionen f:R" — C,
d.h.: Urbilder von offenen Mengen sind (Borel-) messbar. f heifit dann integrierbar, wenn

Il = | 1f(2)lde < oo

R”

ist. In diesem Fall sind Re(f), Im(f):R™ — R integrierbar und man setzt

(@) do = / Re(f)(x) da +z’/ Im(f)(z)dz € C.
Wir schreiben £'(R") := {f:R™ — C : f integrabel}.

Aufgabe 48 (Fourier-Transformation). (a) Sei f € £'(R"). Begriinden Sie, dass fiir jedes
§€R", R" = C, v = f(x)exp(—i({, 7)) (mit (-,-) dem kanonischen Skalarprodukt auf R")
integrierbar ist. Man setzt daher f:R™ — C,

ey = —i{gx)
© = g [, f@e 6 o

und nennt dies die Fourier-Transformierte von f. Begriinden Sie, dass f stetig und beschrénkt
ist mit

P 1
1fllee < Sz I 1l

(2m)
(b) Seien f,g € £'(R™). Zeigen Sie:
(f+gy=(@m)"*f 4.

(c) Seien f,g € £(R™). Zeigen Sie, dass fg und f§ integrierbar sind und es gilt:

f(x)g(x) de = . f(@)g(x) dx

R

Losungsvorschlag. (a) Es ist A
|[f@)e "] = |f(2)]
und damit

[1s@e e s = [ @ ds =171 < o,

also ist © — f(z)exp(—i(§,x)) fir jedes & € R™ integrierbar. Da diese Funktion (bei festem
x € R") stetig von § abhéngt, folgt aus dem Satz aus der Vorlesung iiber parameterabhingige
Integrale, dass f tatséchlich stetig ist. Schlielich ist

7O < g [ 1@ do = o 1@ do = 1
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und damit auch

( )n/2||f||1

(Die L*°-Norm stimmt fiir stetige Funktionen mit der sup-Norm iiberein.)

1o = sup ()] <
gERn
(b) Fiir jedes £ € R™ ist mit dem Satz von Fubini und der Substitution x = y + ¢ (bei festem

teR™)
I —1 —i{&,x — 1 —i(&,x
(f *g)(§) = n) /(f*g)(x)e €2 dy = e /(/f(t)g(a:—t)dt)e €2 dy

= Gy /10 9(””‘”6_“5’%”’52ﬁ [ 10 sty aaya
- (27r1)n/2 F)( / g(y)e™ &V dy)e 0 d n/z / FOO[2T)25(6)] e dt

— 459 / F(t)e 0 di = (2m)"25(6) f (©).

(c) Da f beschrinkt und ¢ integrierbar ist, ist f - g integrierbar und ahnlich ist auch f - g
integrierbar. Dann rechnen wir wieder mit Fubini:

[ iwawar = oo [([ 1wt as
_ zﬁl)n/z/f / “dxdy—/f - §(y) dy.

[Anmerkung Die Fourier-Transformation ordnet einer integrierbaren Funktion f eine neue
Funktion f von R™ nach C zu. Ist f selbst auch wieder integrierbar, so kann man f die so
genannte inverse Fourier-Transformierte zuordnen, die sich von der Fouriertransformation nur
dadurch unterscheidet, dass vor dem Skalarprodukt im Exponentialterm ein Plus statt einem
Minus steht. Man nennt sie invers, weil man zeigen kann (sieche z.B. O. Forster: Analysis III),
dass man dann fast-iiberall f zuriickerhélt,

1 )
@) = s [ fl@e=9 e g

Das zeigt, dass f fast-iiberall durch f bestimmt ist und 16st in gewisser Weise die Aufgabe,
f als Superposition (man konnte auch sagen als ,,ﬁberabzéhlbare Linearkombination“) der
einfachen Funktionen (so genannte ebene Wellen) x + &%) (¢ € R") darzustellen (vgl. auch
die Motivation bei der Darstellung von periodischen Funktionen durch eine Fourier-Reihe (siehe
z.B. Aufgabe 31, Analysis-11)). Die Fourier-Koeffizienten dieser Superposition sind dann gerade
(bis auf einen Faktor) die Werte der Fourier-Transformierten von f.

Ist f in £4(R") N £2(R"), so liegt f selbst auch wieder in £2(R™) und die Transformation
ist dann sogar lingenerhaltend, ||f|l; = | f|l2- Geht man zu den Klassen modulo Werte auf
Nullmengen iiber, so setzt sich, wegen der Dichtheit von L'(R")NL*(R") in L*(R™) (siehe meine
Anmerkung zu Aufgabe 41) und der Vollstéindigkeit von L? die Transformation eindeutig zu
einer linearen Abbildung F: L*(R") — L*(R") fort, die eine Isometrie des Hilbertraumes L*(R™)
ist, also ein Isomorphismus mit

IFNl2 = lIfll2,  Vf € LAR)
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(Satz von Plancherel (siehe z.B. wieder Forsters Analysis-I1I)). Nicht nur in der Mathematischen
Physik, aber zum Beispiel dort, kann man Probleme fiir Funktionen von R™ nach C, z.B. das
Losen von (partiellen) Differentialgleichungen, durch den Wechsel zur Fourier-Transformierten,
sozusagen im Fourier-Bild, 16sen, und dann die Losung dort wieder , Fourier-zuriick-transfor-
mieren®. Z.B. iibersetzt sich das Differenzieren in solchen Differentialgleichungen im Fourierbild
in algebraische Operationen, wodurch das Problem dann oft leichter l6sbar wird. Die Fourier-
Transformation ist daher ein méchtiges Hilfsmittel beim Studium von Funktionen.|

Aufgabe 49. (a) Sei f:[a,b] — Ry, y = f(z), stetig differenzierbar und M C R? der Rotati-
onskorper, der entsteht, wenn man den Graphen von f um die z-Achse rotieren lasst,

M= {(z,y,2) €ER®: y* + 2% = f(x)*}.

Begriinden Sie, dass M C R? Borelsch und ihr Flicheninhalt gegeben ist durch
b
H* (M) = 27r/ f@x)v/1+ f'(z)?da.

(b) Sei K C R? ein Kreiskegel mit einem Grundflichenradius r > 0 und einer Mantellinienléinge
s > 0. Zeigen Sie dass der Oberflicheninhalt von K (ohne Grundflache) gegeben ist durch

H*(K) = 7rs.

Lésungsvorschlag. (a) M ist als abgeschlossene Teilmenge von [a,b] X R? sicher Borelsch.
Wir betrachten nun G := (a,b) x (0,27) und ¢: G — R3,

o(s,t) = (s, f(s)cost, f(s)sint).

Dann ist ¢ injektiv (weil fiir festes © = s durch t gerade ein Kreis (ohne den Punkt (s, f(s),0))
parametrisiert wird), ¢(G) € M und M \ ¢(G) besteht aus nur zwei Breitenkreisen

{(z,y,2) € M : x =aoder x = b}

und einem Meridian
{(z,y,z) € M: z=0undy > 0}

(der Profilkurve), die aber allesamt H?-Nullmengen in R? sind. (Das kann man auch mit der
Fldachenformel sehen und lassen wir hier mal weg.) Um zu sehen, dass ¢ eine Immersion ist,
d.h., dass Dg(s,t):R* — R? injektiv ist, fiir alle (s,t) € G, berechnen wir die Jacobische
Jy,:G — [0, 00),

Jo(5,1) = /AU DG (5, D D5, ).
Sie ist immer grofer oder gleich Null und echt gréfler Null genau, wenn ¢ Immersion ist. Daraus
folgt dann, dass ¢ eine reguliire Parametrisierung von M \ C' ist, wo C' C M eine H*-Nullmenge
ist, und wir konnen sie dann via der Flachenformel fiir die Berechnung des Oberflicheninhaltes
der Rotationsfliche M benutzen. Zunéchst ist dafiir

Dst) = (1 f(s)eost, 1) sim),

Oy :
5(s,t) = (0,—f(s)sint, f(s)cost).
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Daraus folgt dann fiir

D‘#’TDSO(Sat) = g(s,t) = (gij(sat))i,jzl,%
dp Oy
gi‘(é’?t) = < 7_>(87t>
J Gsi aSj

(mit s := s und sy := t):

gu(st) = H—(s O =1+ f(s)%,

gals.1) = guls0) = (52, %) (s.0) = 0
0
ga(s.t) = |5, (.07 = f(s)”

Das ergibt schliellich

To(s,t) = V/detg(s,t) = /(1 + f'(s)2) f(s)2,
und da f(s) > 0 ist:
Jo(s,t) = f(s)V/1+ f'(s)2 >0, V(st)ed.

Die Flachenformel liefert dann

27 b
HA(M) = /GJ¢(s,t)dsdt:(/0 1dt)(/ f(8)\/1+ f'(s)2ds
b
= 27T/ fx)V/1+ f(x)?dx.

(b) Fiir den Kreiskegel mit Grundflichenradius » > 0 und Héhe h > 0 betrachten wir f: [0, h] —

[0, 00),

r
Es ist dann K die Rotationsfliche, die sich daraus geméf Teil (a) ergibt. (Wir ignorieren wieder
die Spitze und den Grundkreis von K bei der Flachenberechnung. Beachte, dass f|(0,h) > 0

ist, was fiir das Argument in (a) auch reicht.) Nun ist

72

FaVIFF@? = Ga) 1+

/ / 1
7‘[2([() = 1+ﬁ/ LCdiC—Qﬂ'— 1+ﬁ §h2
= mrhy/1+ ﬁ = 7rvh? + r.

Fiir die Mantellinienldnge (dem Abstand von Kegelspitze zum Boden) ist aber nach Pythagoras
gerade s = v h? + r2, also gilt tatséchlich:

und damit

H*(K) = nrs.
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[Anmerkung. Der Kegel ist eine so genannte abwickelbare Fldche, d.h. hier anschaulich, dass
man ihn (nach Aufschneiden entlang einer Mantellinie) lingentreu in die Ebene ,abwickeln®
kann. Der Fliacheninhalt &ndert sich dabei nicht. So argumentiert man (wenn man es iiberhaupt
macht) in der Schule. Die abgewickelte Fléche ist dann ein Scheibensektor vom Radius s und
Umfang 277 des dufleren begrenzenden Kreisbogens. Der Fliacheninhalt ist deshalb

Umfang 2mr
=5-—— =TTSs.

A = (Radius) - 5 5

Das ist eine elementargeometrische Uberlegung, die hier auch zum Ziel fiihrt.]

Aufgabe 50. (a) Sei G C R" eine Gebiet (n € N) und f:G — R stetig differenzierbar. Sei
weiter B C G Borelsch und I' € R™ x R der Graph von f|B,

D={(z,y) € BxR: y= f(a)}.

Begriinden Sie, warum auch I' C R™*! Borelsch ist und fiir seinen n-dimensionalen Fliichenin-

halt gilt:
y/‘x/14—ngad @I dr.

(Hinweis: Fiir Matrizen A, B € Mat(n, s) (mit 1 < s <n) gilt:

det AT Z det i1...05 det<Bl1 Zs)
Z]< <Zs
wo A; ;. die s x s-Matrix ist, die aus den Zeilen iy, ..., 7 von A besteht.)

(b) Sei M C R?® das hyperbolische Paraboloid,
M ={(z,y,2) eR*: z=2a" -y},

und R > 0. Berechnen Sie den Flicheninhalt von M N (B%(0) x R), wo B%(0) C R? die
Kreisscheibe vom Radius R mit Mittelpunkt 0 in R? bezeichnet.

Lésungsvorschlag. (a) Der Graph 'y C R™™ von f|B ist als Durchschnitt der in G x R
abgeschlossenenen Menge des vollen Graphen I'; von f und der Borelmenge B x R C R™+!
sicher auch Borelsch. Wir kénnen nun I'¢ so parametrisieren:

0:G—Tg CR"™ . 2w (2, f(2)).

Dann ist ¢ offenbar stetig differenzierbar und injektiv. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ auch immersiv
ist. Dazu zeigen wir, dass die Jacobische J,: G — [0, 00) iiberall positiv ist. Zunéchst ist

Dep(z) = ( graé}(x) ) € Mat(n + 1,n).

Fiir die Gramsche Determinante erhalt man mit der Determinantenformel aus dem Hinweis
;Of
det(Dy¢'Dy(z)) =1
et(Dy" Dp(x +§( a%()),
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weil man bei Streichung der j. Zeile (j = 1,...,n) noch n — j Vertauschungen der (n + 1).
Zeile mit der jeweils dariiberliegenden Zeile machen muss. (Egal: Wir nehmen eh das Quadrat
davon.) Es ist also

" of 1/2
Jo(z) = \/det(DsotDsO(x))z<1+Za—%(x)2>

1

= (14 ||lgradf(z)]|»)Y?* >0, Vzed.

Also ist ¢ eine reguldre Parametrisierung von I'¢ und daher gilt nach der Flachenformel fiir
['=Tp =1im(¢|B):

H™(T) :/ij(x) dx:/B\/1+ |lgrad f(x)||? dz.

(b) Das ist offenbar ein Beispiel fiir Teil (a) mit f: R* — R, f(z,y) = 2? —y*, und B = B%(0).
In diesem Fall ist
gradf(z,y) = (2r, =2y),
also
L+ [lgrad f(z, y)[|* = 1 + 42 + 4y”.

Mit Polarkoordinaten x = r cos®, y = rsin1 und
dxdy = rdrdd

erhalten wir:

A:=H*(MN(B%(0) x R)) = /OR /027T V1+4r?.rdrdd.

Wegen

d 3
(L A2 = S (L4 4r?) /2 8r = 120 (1 + 4r%)12
T

erhalten wir mit dem Hauptsatz

27 R 1 d 9
:(/ / Sl )3/2dr:£(1+4r2)3/2|§:%( (1+ 4R2)3 —1).
0

Aufgabe 51. (a) Sein € Nund ¢: S" '\ {N} - R"! (N =(0,...,0,1) € S""! der Nordpol)
die so genannte stereographische Projektion, d.h.: Die Gerade, die durch N und z € S"™'\ {N}
geht, schneidet die Hyperebne E = {x € R" : x, = —1} im Punkt (¢(z), —1). Begriinden Sie,
dass ¢ bijektiv und ¢ := ¢y 1: R"™! — §"71\ {N} C R" eine regulire Parametrisierung ist.
(b) (Zwiebelsatz) Sei f:R™ — [0, 00| messbar und S"'(r) = {x € R" : ||z|| = r} fiir r > 0.
Zeigen Sie, dass dann gilt:

f( )dx—A+<Ln1(r)f(x) AH" () dr-.
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(Hinweis: Zeigen Sie, dass mit (dem Inversen) der stereographischen Projektion ¢:R"™! —
S"1\ {N} die Abbildung ®: R, x R"™! — R"™, (r,z) — r¢(z), ein Diffeomorphismus auf sein
Bild ist, und verwenden Sie, dann Transformations- und Flichenformel sowie Tonelli.)

Losungsvorschlag. (a) Die gerade L, C R", die durch N und z € S*~ !\ { N} geht, parame-
trisieren wir durch ¢g: R — R",
g(t) = (1 —t)N + tz,

und berechnen den Punkt (¢(z), —1) € E, wo diese E schneidet, durch die Bedingung ¢, (ty) =
—1, also

und damit zu

. 2
L
Die Abbildung v:S" 1\ {N} — R""! ist damit durch
U(w) = (1) = 7=’
0 1—=z,

gegeben, wo wir hier mit dem Strich die ersten (n— 1) Koordinaten zusammenfassen (und nicht
etwa die Ableitung meinen), also z.B.

T = (x/al"n), g = (g/,gn), usw.

Aufgrund der Konstruktion ist eigentlich schon klar, dass ¥ bijektiv ist, aber wir berechnen
die Umkehrung : R"™! — S*~1\ {N} C R" auch noch explizit, um zu schen, dass sie stetig
differenzierbar ist. Dazu betrachten wir jetzt die gerade L, C R™, die durch N und (2/, —1) € £
geht und parametrisieren sie mit A: R — R",

h(t) = (1 — )N + (2, —1).

Nun berechnen wir den Schnittpunkt von L, mit S*~!, der nicht N ist, durch die Bedingung
|h(to)||* = 1, (und ty # 0, weil dieser Parameter zu N € L, N S"~! gehort):

1 = |[[h(toll* = (1 = to)?|N|I> + 2to(1 — to)(N, (2', =1)) + t3]|(, = 1)||?
= t2(4+ ||2]|?) — 4to + 1,
also
L
M P
Es folgt:
Aa’
B(ty) = tor' = ——
(o) = Tt = g
| 2']]* — 4
hy, (t = (1—ty)—tg=1—2tg = ————.
(0) ( 0) 0 0 |’5U/H2+4

Das zeigt, dass p: R"™! — §"1\ {N} C R" gegeben ist durch

1

= W(‘W, l'[[* — 4).

p(z)
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Man priift nun ohne Miihe nach, dass 9o = id und (mit ||z||* = 1) auch pot) = id ist. Also ist
¥ bijektiv und ¢ schon mal stetig differenzierbar und ebenfalls bijektiv. Um zu zeigen, dass ¢
auch eine Immersion ist, kénnten wir nun die Jacobische von ¢, J,: R"™! — [0, c0), berechnen
und zeigen, dass J,(2') > 0 ist, fiir alle 2 € R"!. Damit konnten wir dann iibrigens auch
den Flicheninhalt 7,,_; := H" }(S"!) via der Flichenformel berechnen (sieche Aufgabe-52.b
fir eine andere Methode), aber hier konnen wir einfacher auch so argumentieren (zumal wir J,,
fiir Teil (b) auch gar nicht explizit zu wissen brauchen): Die Abbildung ¢ kénnen wir auch auf
dem offenen U = R™\ {z € R" : x,, = 1} betrachten, wo sie offenbar auch stetig differenzierbar

1st,
U(r) = 2 x.

_1—xn

Nun wissen wir schon, dass 1 o ¢ = id ist, und daher gilt nach der Kettenregel

Dyp(p(2)) o Dp(2') = id,

fiir alle 2/ € R"™1. Das zeigt, dass Dp(z'): R"™! — R" injektiv ist und damit ¢ eine regulire
Parametrisierung von S*'\ {N}.

(b) Fiir n = 1 ist der Zwiebelsatz einfach, weil S(r) = {+r} C R ist (fiir r > 0) und H° das
Zahlmafl. Deshalb ist fiir ein messbares f:R — [0, 0]

/Rf(:v)dac:/]R f(z)dx + R+f(:c)dx:4+(f(x)+f(—x))dx24+( F(6) dHO€) dr-

59(r)

Wir kénnen also im folgenden annehmen, dass n > 2 ist.
Dazu nehmen wir nun die regulire Parametrisierung ¢: R"~* — R" von Teil (a) und betrach-
ten die stetig differenzierbare Abbildung ®: R, x R"! — R",

O(r,x') =1 p(').
Dann ist ® offenbar injektiv und ihr Bild gegeben durch R™ \ L, wo L C R™ der Strahl
Ry e, ={(0,...,0,t) eR™: t >0}

ist. Sowohl L ist eine A"-Nullmenge als auch die Durchschnitte L N S"!(r) = {(0,...,0,7)}
(r > 0) sind #" !-Nullmengen im R™ (wegen n > 2). Das brauchen wir spéter. Jetzt berechnen
wir das Differential von @ in jedem Punkt (r,2’) € Ry x R™! um zu sehen, dass ® ein
Diffeomorphismus ist. Die Spaltenverktoren von D®(r, z’) (bzw. die Bilder von den kanonischen
Einheitsvektoren) sind nun offenbar:

("), rDyp(a’), -, rDy_1p(a’).

Wir wissen schon, dass (Dy¢(2'), ..., D,_1p(2")) linear unabhéngig ist, denn ¢ ist eine regulére
Parametrisierung. Auflerdem folgt durch Differentiation von

(p(a’), p(a)) =1, Vo' e R",
nach allen (n — 1) Variablen, dass
2 (Dypla’), pla')) = 0
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ist, fiir alle j =1,...,n — 1, d.h.: p(a’) steht senkrecht auf D;p(2’) (fiir alle j =1,...,n—1).
(Die Vektoren Dyp(z),. .., D, 1¢(2") spannen den so genannten Tangentialraum von S"~! in
(2') auf.) Damit ist

((p(&?/), TDlSO(x/)? T 770Dn7190<x/))

eine Basis von R", also D®(r,z") ein Isomorphismus und damit nach dem Umkehrsatz ® ein
Diffeomorphismus.

Um die Transformationsformel und die Flachenformel anwenden zu kénnen, bringen wir jetzt
noch die Jacobische von ® und die Jacobische von ¢ zusammen. In D®T D®(r, 2’) stehen die
Skalarprodukte der Spaltenvektoren. Aber diese sind

Das zeigt:

Jo(r,2’) = |det D®(r,2’)| = \/det(D®T - DD)(r, ')
= /1-det(r? - DpT Dp(a')) = r" T, ().

SchlieBlich betrachten wir noch die reguliiren Parametrisierungen der Sphiren S"~!(r) C R
vom Radius 7 > 0, ¢,: R"™t — S*~1(r)\ {(0,...,0,7)} C R,

pr(2') = rop(a’) = ¢

(Das ist also die gleiche Abbildungsvorschrift wie bei @, nur ist jetzt r > 0 fest.) Da Dy, (2') =
rDe(x') ist, folgt
Jo (@) ="V, (), Va2 e R Vr >0,
also zusammen
Jo(r, ') = J, (2), Vr>0, Vs e R

So, und jetzt haben wir fiir den Zwiebelsatz (B"(R) ist die ,Zwiebel“ und S™!(r) (fiir 0 <
r < R) sind die ,Haute* der Zwiebel) alles zusammen und brauchen ,nur noch* Transformati-
onsformel, Tonelli und Flachenformel anzuwenden. Ist f:R™ — [0, oc] messbar, so ist auch die
Einschrinkung f[S™*(r): S"(r) — [0, 00] (fiir jedes r > 0) messbar und wir diirfen rechnen:

Fla)dp T / Fod(r,a') - Jo(r,2') drds’
R" R, xRn—1

Topell / ([ Fopua): Ju (o) da')dr
R+ Rr—1

Fl.:—f, d n—1 dr.
/R K /S @

[Anmerkung. Der Zwiebelsatz ist ein Spezialfall einer weitreichenden Verallgemeinerung,
namlich der so genannten Cofldchenformel, die ich zur Information hier gerne noch erlautern
mochte. Man kann die Coflachenformel als eine Art , krummflachigen Fubini® ansehen. Sie ver-
allgemeinert sowohl den Satz von Fubini als auch die Transformationsformel, wie Sie gleich
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sehen werden. In gewisser Weise ,,trifft sie sich“ mit der Flachenformel bei der Transformati-
onsformel, denn letztere ist ja auch ein Spezialfall der Flachenformel. Die Situation ist folgende:
Sei G C R™ ein Gebiet, ®: G — R™ stetig differenzierbar und dieses Mal eine so genannte Sub-
mersion, d.h.: D®(z):R" — R™ ist surjektiv, fiir alle z € G (und damit also m < n). Dann
braucht man die auch hier so genannte Jacobische von ®, d.i. Jg: R" — (0, 00),

Jo(z) = \/det(D®(2) DPT ().

(Man beachte, dass die Transponierte dieses Mal im rechten Faktor steht, damit D®(z)D® ()T
eine (m x m)-Matrix ist, die wegen der Submersivitdt von ® auch tatséchlich positiv definit ist
und damit positive Determinante hat. In ihr stehen dieses Mal die Skalarprodukte der Zeilen
von D®(x).) Nun wird, sagen wir, eine messbare Funktion f:G — [0, 00] zunéchst via dem
(n — m)-dimensionalen Hausdorffmal H"~™ von G iiber die Niveauflichen ®~!(y) C G (fiir
y € ®(@)) integriert und dann die so entstehende (messbare) Funktion auf ®(G) C R™ bzgl. des
Lebesgue-Mafles im R™. Es gibt dann eine Gleichheit mit ihrem Lebesgue-Integral in G C R",
allerdings gewichtet mit der Jacobischen von @, also:

Ls@near=[ ([ e

Natiirlich gibt es wie beim Satz von Tonelli auch eine Version, wo f: G — R integrierbar bzgl.
des gewichteten MafBes J,\" ist. Dann sind fiir \"-fast-alle y € G die Einschrinkungen f|®~!(y)
H"™-integrierbar und die Coflachenformel gilt. Der Satz von Tonelli (bzw. Fubini) ist dann
offenbar ein Spezialfall fiir den Fall, wo ®: R" — R™ die Projektion (2, 2") + 2 ist. In diesem
Fall ist die Jacobische von & identisch 1. Ebenfalls ist der Zwiebelsatz (den es also auch fir
den integrierbaren Fall gibt) ein Spezialfall, wo nun m = 1 und ®:R™ \ {0} — R, ®(z) = ||z||,
ist. Im Falle m = 1 kommt die Jacobische auf den Ausdruck

Jo(z) = ||grad(®)(z)|

herab und im Falle ®(x) = ||z|| sieht man schnell, dass wiederum Jgp = 1 ist. Die Niveaufldchen
sind offenbar die Sphéren S"~!(r) (r > 0), so dass man tatséichlich den Zwiebelsatz erhélt. Der
Beweis der Coflachenformel verlauft wieder entlang dem Muster fiir die Transformationsformel
und der Fldchenformel. Man braucht sie nur fiir charakteristische (messbare) Funktionen zu
beweisen, wodurch sie zu einer Gleichheit von Maflen auf der Borelalgebra von G C R™ wird.]

Aufgabe 52. (a) Wir wissen schon, dass das Volumen der Kugel B3(r) C R? gerade V(r) =
smr® und der Oberfldcheninhalt von S?(r) C R? gerade A(r) = 4mr? ist (r € Ry). Konnen Sie
mit Hilfe von Aufgabe 51 erklidren, dass nicht zuféllig gilt:

A(r)y=V'(r)

(b) Sei w, = A(B") und 7,1 = H"1(S"1) (fiir n € N). Zeigen Sie:

Tn_1 = NWh,.
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Lésungsvorschlag. (a) Nach dem Zwiebelsatz ist mit f = xps(, fiir alle r > 0

Vi = Xy = [ vae= [ s@ar= [ (] s@aced

= /OT(/Sz(p) LdH?¢) dp = /0 A(p) dp.

Selbst wenn man 7 +— A(r) noch nicht kennt, so weil man wegen des Homothetieverhaltens
von H2, dass
A(r) = mpr?,

mit 7, = H?(S?), ist, also insbesondere stetig. Daher ist V mit V(r) = A3(B3(r)) dann nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eine Stammfunktion von A, d.i., V' = A.
(Kennt mal also V', so kennt man A. Und kennt man A so kennt man V.)

(b) Diese Argumentation gilt auch im R™ (fur alle n € N). Es ist dort mit A, V:R, — (0, 00),
A(r) = 1™t V() = wer”
und
Toor = H'"H(S"Y), w, =\"(B").
Wegen V' = A folgt mit Auswertung bei r = 1:

d
a1 = A(l) = %lrzl(wnrn) =N Wy.

Aufgabe 53. (a) Sei
M ={(z,y,2) €eR*: 2% —¢* — 22 =1}
das 2-schalige Hyperboloid. Zeigen Sie, dass M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R3 ist.
(b) Zeigen Sie, dass der Kegel

K={(z,y,2) eR*: 2* +y* — 2> =0}

keine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. (Hinweis: Uberlegen Sie, warum eine
2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? lokal wegzusammenhingend ist.)

Lésungsvorschlag. (a) Betrachte f:R3 — R, f(z,y,2) = 2>—y*—2%—1. Dannist f~1(0) = M
und

grad(f)(:z:, Y, Z) = (2$7 _2?/7 _22) 7£ 0
fir (z,y,z) # (0,0,0). Aber (0,0,0) ¢ M. Deshalb ist f eine definierende Gleichung fiir M und
alle p € M. Es ist damit M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3.

(b) Ist M C R? eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M, so gibt es nach einem
Satz aus der Vorlesung offene Mengen V' C R? und U C M (relativ-offen in M) mit p € U
und eine reguldre Parametrisierung ¢: V' — U, die sogar ein Homéomorphismus ist (d.i., auch
@ U — V ist stetig). Sei g = ¢~ !(p) € V. Wir kénnen dann ¢ auf B.(x¢) einschréinken (mit
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e > 0 so klein, dass B.(zg) C V ist) und erhalten einen Homéomorphismus ¢.: B.(xg) — Us
mit U, := p(B:(x9)) € M, welches eine (etwas kleinere) relativ-offene Umgebung von p € M
ist. Dann ist auch die nochmalige Einschrankung

= @l (B \ {z0}): Be(wo) \ {wo} — U\ {p}

ein Homoomorphismus. Da Homdomorphismen Wegzusammenhang erhalten (warum?), muss
damit auch U, \ {p} eine wegzusammenhéngende offene Umgebung von p sein, denn die gelochte
Scheibe B.(zg) \ {zo} ist wegzusammenhéingend.

Wir zeigen jetzt, dass die Spitze p = 0 des Kegels K solch eine Umgebung nicht hat. Beachte,
dass es nicht ausreicht zu argumentieren, dass grad(f)(0,0,0) = (0,0,0) ist fir f(z,y,2) =
2%+ y? — 2%, denn es konnte ja vielleicht noch eine andere, bessere Funktion g geben, die um p
definiert ist, K dort beschreibt und grad(g)(p) # 0 erfiillt. Das kann es aber nicht geben, weil
fiir keine Umgebung U C K von p gilt, dass U \ {p} wegzusammenhéngend ist. U \ {p} muss
namlich Punkte ¢; = (x1,41,21) und g = (22,¥2,22) mit 2z > 0 und 2, < 0 enthalten. Fiir
eine diese beiden Punkte verbindende stetige Kurve a:[0,1] — K, a(0) = ¢; und a(1) = go,
muss es dann nach dem Zwischenwertsatz einen Parameter to € (0,1) geben mit as(ty) = 0.
Der einzige Punkt ¢y = (0,40, 20) von K mit 29 = 0 ist aber ¢y = p, weil aus 3 + y2 = 0
unmittelbar xy = yo = 0 folgt. Es ist aber p & U \ {p}. Daher kann K keine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? sein. (In den anderen Punkten von K auBer p natiirlich schon.)

Aufgabe 54. (a) Wir betrachten fiir jedes n € N die orthogonale Gruppe

O(n) = {4 € Mat,R: ATA=1,} C Mat,R = R".

(a) Sei F:Mat,R — Sym,R, A+ ATA —1, wo Sym,R den Unterraum aller symmetrischen
Matrizen in Mat,R bezeichnet. Begriinden Sie, warum F stetig differenzierbar ist und zeigen
Sie dann, dass das Differential DF4: Mat,,R — Sym,R von F'in A € Mat,,R gegeben ist durch

DFA(B) = A"B + B A.

(b) Zeigen Sie nun, dass DF}y fiir jedes A € O(n) surjektiv ist und schlieBen Sie daraus, dass
O(n) eine in(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Mat,R ist.

Losungsvorschlag. (a) Die Komponenten A — F;(A) (fiir 1 <i < j < n) sind quadratische
Polynome in den Eintrdgen von A und damit sicher stetig differenzierbar. Fiir das Differential
DFs:Mat,R — Sym, R betrachten wir DF4(B) € Sym,R als Richtungsableitung von F' in A
in Richtung B, d.h.: Wir betrachten die Kurve (—¢,¢) — Mat,R, t — A + tB (fiir ein € > 0),
und benutzen dann, dass

DF,(B) = %]tzoF(A +tB)
ist. Es ist ndmlich
F(A+tB) = (A+tB)"(A+tB) —1=(ATA—-1)+t(B"A+ A"B) + t*B'B.
Daran sieht man, dass

DFA(B) = A"B + B"A
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ist
(b) Sei nun A € O(n). Wir zeigen, dass dann DF4: Mat,R — Sym, R surjektiv ist. Sei dazu
C € Sym,R beliebig, C* = C. Wir setzen dann B := %AC. Dann ist wegen ATA = AAT =1

DF4(B) = AT(%AC) - (%CTAT)A =C,
also DF tatsédchlich surjektiv. Da
dimg Mat,R = n* und dimg Sym,R = %n(n +1)
ist, ist O(n) C Mat,, R tatséchlich eine s-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit

1
s:n2—§n(n+1):§n ——nzin(n—l).

Aufgabe 55. Seien a, b, c € R,. Zeigen Sie, dass das Ellipsoid

22 2 2
E={(r,y,2) e R: ﬁ—kﬁ—l—gﬁl}

ein Kompaktum mit glattem Rand in R? ist und berechnen Sie das #ulere Einheitsnormalenfeld

v:0F — R3 von E.

Losungsvorschlag. Wir betrachten f:R? — R,

i
floy,2) =5+ 5 +5 -1
a &

Dann ist f eine globale beschreibende Funktion fiir £ als Kompaktum mit glattem Rand,
denn nach Definition ist £ = f~!((—o0,0]) und damit zunéchst abgeschlossen. Ist, sagen wir,
a < b < ¢ soist E auch in der Kugel um 0 mit Radius ¢ enthalten und damit auch beschrénkt,
denn fiir (z,y,2) € E ist

2?2 2 2 a2 2 2

§+C—2+C—2_—+ﬁ+— 1.
Damit ist E schon mal kompakt und wir priifen jetzt, ob F glatten Rand hat. Dazu beobachten
wir

2 2 2
grad(f)(a:, Y, Z) = (@Z’, Y gz) 7é (07 0, O)

b
fir (z,y,2) # (0,0,0). Aber (0,0,0) € M := 0F,

2 2 22

2y
M:{(SL’,y,Z)ERs _+b_2+_:1}

Nun steht N: M — R?, N(p) = grad(f)(p), senkrecht auf T'M,, und zeigt nach aufen, da

f(p+tN(p) >0
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ist, sogar fiir alle t > 0. Das sieht man im Bild des Ellipsoids eigentlich direkt oder man rechnet
fir p = (z,y,2) € M:

Flo+tN@p) = A0+ 5w, 0+ 5)y, 0+ 5)z)

7 2t ., y? 2., 2° 2t

= a—(1+§) b_2(1+ﬁ) +C—2(1+§) -1
562 y2 2 562 y2 22 .TJQ y2 2

= (S+S 4+ Dt (S + S+ ) (4 =+ =) >0
\(a2+b2+ 5 — 1)+ \(& +b4+c)1+ Ea6+b6+06

=0 ;6 0
Damit ist v: M — R3?,
_ N(zy,2) 1 Ty z
V(Ll},y,Z) - ||N(x,y,z)|\ - (a2’b2’c2)

22 Y2 52
at + b4 + ct

das duflere Einheitsnormalenfeld.

Aufgabe 56. Sei K C R" ein Kompaktum mit glattem Rand in R™ und v: 0K — R" ihr
dufleres Einheitsnormalenfeld. Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: K — R, f € C}{(K),
definiert man die Normalenableitung von f in x € 0K durch

D, f(x) := (grad(f)(z), v(z)).
Zeigen Sie:
(a) (1. Greensche Formel) Ist f € C'(K) und g € C*(K), so gilt:

A((grad(f)agrad(g» L fAQ AN = | fDygdH!

oK

(b) (2. Greensche Formel) Sind f, g € C*(K), so gilt:

/ (fAg —gaf)dr = / (FDug — gD, f) dH"™
K oK

Losungsvorschlag. (a) Wir betrachten das Vektorfeld X: K — R", X = f - grad(g), auf K,
welches nach den Voraussetzungen stetig differenzierbar ist, und berechnen seine Divergenz:

div(X) = ) D;X; =Y (D;fD;g+ f-D;D;g)
j=1 Jj=1

— {grad(f), grad(g)) + fAg.

Anwendung des Gaufischen Divergenzsatzes liefert dann

[ erad(s).erada) + fag)ar = | (famad(p)vyarw = [ ppugane

0K oK
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(b) Wendet man die 1. Greensche Formel einmal fiir (f, ¢) und einmal fiir (g, f) an, so erhélt
man

[ a4 gy x = [ ppganw

0K

[ (i) ad() +gan iy = [ gp,pare,
K 0K

Subtraktion auf beiden Seiten dieser Gleichungen und Linearitdt des Integrals liefern dann
tatsachlich

/ (JOg— gAf)dr = / (fDvg — Do f) dH".
K oK

Aufgabe 57. (a) Sei K C R" (n € N) ein Kompaktum mit glattem Rand und v: 0K — R"
ihr d&ufleres Einheitsnormalenfeld. Zeigen Sie:

MK = %/M((x u(z)) dH™ (z).

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) erneut (vgl. Aufgabe 52.b) fiir alle n € N:

Thn—1 — NWy,.

Losungsvorschlag. (a) Wir betrachten das Vektorfeld X = id: K — R", X (x) = z. Das ist
stetig differenzierbar und hat Divergenz

div(X Z 8% Z 1=n.
— 8% ‘=
Nach dem Gaufischen Satz ist daher

/8K<x,u<x)>d7¢”‘1(a:> = /M(X, vy dH" ! = /Kdiv(X) X :n./ X = A" (K).

K

(b) Im Falle K = B™ und damit 0K = S" ! ist v:S"' — R", v(x) = z, das duBere Einheits-
normalenfeld an K, denn es steht senkrecht auf TSP~ = z*, hat Liinge 1 und zeigt nach auien.
Es folgt:

(z,v(2)) = (z,2) = [|l2]I* =1, VeeS"
Also ist

n (RN 1 n—1 1 n—1/qn—1 1

wp, = A"(B") = — LdH" = —H"(S"") = —Tp_1.
S§n—1 n n

Aufgabe 58. (a) Sei G C R" ein Gebiet (n € N) und X: G — R" stetig differenzierbar. Fiir
jedes x € G und 6 > 0 betrachten wir den Ball Bs(x) = {y € R" : ||[y — z|| < 4}, so fern er in
G liegt, und sein duBeres Einheitsnomalenfeld v: 0Bs(x) — R™. Zeigen Sie, dass fiir alle z € G

gilt:
i X, vy dH .
5—0 wn(sn /{;Bts(a;)( 7I/> H
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(b) In der Elektrostatik wird die in einem Gebiet G C R? vorhandene Ladung @ durch eine
Ladungsdichte p: G — R beschrieben, d.h.: In jedem Kompaktum K C G befindet sich die
Ladung Q(K) := [, pdX. Das 1. Maxwellsche Gesetz (in seiner integrierten Form) besagt nun,
dass sich aufgrund der Ladung Q ein elektrisches Feld E:G — R3 einstellt, so dass fiir jedes
Kompaktum mit glattem Rand K C G gilt: Der Fluss von E aus K heraus, d.i. das Flussintegral
Jow (E,v) dH"1, ist gleich der Ladung in K,

QK) = /M(E, vy dH"

(Ladung als Quelle des elektrischen Feldes). Zeigen Sie, dass dann (bei stetigem p und stetig
differenzierbarem E) gilt:

div(E) =p
(so genannte differentielle Form des 1. Maxwell-Gesetzes) und umgekehrt, dass aus der diffe-
rentiellen Form auch das 1. Maxwell-Gesetz in seiner integrierten Form folgt.

Losungsvorschlag. (a) (i) Ist f:G — R (G C R") eine stetige Funktion und zy € G, so gibt
es ein &g > 0, so dass Bs,(z9) C G ist und daher das Integral (der so genannte Mittelwert von

f1Bs (o)) '

wn5” Bs(z0)

f(x)d,

fiir alle 0 < § < 9y, existiert. Wir behaupten, dass der Grenzwert fiir 6 — 0 existiert und es gilt

1
li dr = .
im /B L J@yds = 1)

6—0 W, 0"

Denn ist € > 0 beliebig, so gibt es wegen der Stetigkeit von f in z ein §; < dy, so dass fiir alle
x € By, (x0) gilt: | f(z) — f(zo)] < e. Wegen w,, 6™ = X" (Bs(x)) folgt daraus fiir alle 0 < § < dy:

1 / 1 1
flx)dx — f(xg)| = / f(x)dx — / f(xg) dx
|wn5” Bjs (o) ( ) ( O)| |0Jn5n Bs(zo) ( ) Wy 0" Bs(zo) ( 0) |

1 / 1 £ (wpd™)
< f(x) = f(zo)| dx < / gdr = ———F =«¢.
Bé(m)l () = f(o)] RN . 6"

 wyo"
Das zeigt die Behauptung.
(i) Mit dem Divergenzsatz von GauB folgt fiir ein stetig differenzierbares X: K — R" (K C R"”
kompakt mit glattem Rand und duflerem Einheitsnormalenfeld v) und zy € K:

1 / -1 1 . —0 ;.
(X,v)ydH" " = / div(X) d\ — div(X) (=),
wnén 835(1‘0) wnén Bg(xo) '

denn div(X): K — R ist dann ja noch stetig.
(b) (i) Gilt das 1. Maxwellsche Gesetz in der integrierten Form, so ist fiir jedes 2y € G

div(E)(xg) = lim (B,v)ydH" ' = lim

6—0 wndn 8B5(130) 6—0 wnfsn

Q(Bs(wo))




(ii) Gilt das 1. Maxwellsche Gesetz in der differentiellen Form, so folgt unmittelbar aus dem
Gauflschen Satz fiir jedes Kompaktum mit glattem Rand K C G und duflerem Einheitsnorma-
lenfeld v, dass

Q(K):/KpdA:/Kdiv(E) d/\:/ (B, vydH" .

oK
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