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Portfoliofragen zur Integrations- und Maf3theorie

Frage 01. Geben Sie die Definition einer o-Algebra auf einer Menge an und erlautern Sie.

Frage 02. Wann nennt man fiir eine o-Algebra 2 eine Teilmenge 9t C 2 ein Erzeugendensys-
tem? Erlautern Sie.

Frage 03. Was ist ein MafB auf einem Messraum (X, 2() und was besagt die Ausschopfungsformel?
Frage 04. Was ist ein Dynkin-System auf einer Menge und wie ist der Zusammenhang zum
Begriff der o-Algebra?

Frage 05. Formulieren und erldutern Sie den Eindeutigkeitssatz fiir Mafe.

Frage 06. Was ist ein (Mengen-) Ring und was ein Pramafl darauf? Erldutern Sie den Unter-
schied zu Maflen auf o-Algebren.

Frage 07. Was ist der Ring der Elementarfiguren € im R™ (n € N) und wie erkldrt man das
Borel-Lebesguesche Pramafl darauf?

Frage 08. Wie erkliart man das duflere Lebesgue-Maf3 einer Teilmenge A C R™ nach Caratheo-
dory? Erlautern Sie.

Frage 09. Formulieren Sie den Fortsetzungssatz fiir Pramafie und erldutern Sie ihn.

Frage 10. Was ist ein Messraum und wann heifit eine Abbildung zwischen Messrdumen mess-
bar? Warum sind Translationen des R™ messbar?

Frage 11. Konnen Sie eine Teilmenge der reellen Zahlen angeben, die nicht Borelsch ist?
Erldutern Sie ein bisschen.

Frage 12. Charakterisieren Sie das Borel-Lebesguesche Maf3 auf der Borelalgebra des R™ durch
seine Translationsinvarianz und erldautern Sie.

Frage 13. Formulieren Sie die Transformationsformel fiir Lineare Transformationen des R"
und erldutern Sie.

Frage 14. Formulieren Sie das Paradoxon von Banach-Tarski und erkldren Sie es etwas.



Frage 15. Konnen Sie kurz und knapp erkléren, warum die Kreislinie zerlegungskongruent zu
sich selbst ohne einen Punkt ist?

Frage 16. Koénnen Sie auch den Satz von Hausdorff ein bisschen erldutern?

Frage 17. Wan nennt man eine Abbildung von einem Messraum in die erweiterte reelle Zah-
lengerade messbar und wie kann man das priifen?

Frage 18. Erklédren Sie, was eine Treppenfunktion auf einem Messraum ist.

Frage 19. Sei f eine nicht-negative messbare Funktion auf einem Maffiraum X. Wie wird das
Integral von f iiber X definiert? Erldutern Sie.

Frage 20. Formulieren und erlautern Sie den Konvergenzsatz von Beppo Levi iiber Monotone
Konvergenz.

Frage 21. Wann heifit eine Funktion f: X — R auf einem Mafraum X integrierbar? Erliutern
Sie.

Frage 22. Was bedeutet es in der Mafitheorie, dass eine Aussage ,,fast-iiberall“ gilt?
Frage 23. Formulieren und erldutern Sie das Lemma von Fatou.

Frage 24. Erldutern Sie die Beziehung zwischen Riemann- und Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen auf einem kompakten Intervall [a, b] C R.

Frage 25. Sei X ein Mafiraum und p € [1,00). Erkldren und erlautern Sie, was die zur p.
Potenz integrierbaren Funktionen auf X sind.

Frage 26. Formulieren und erldutern Sie die Holdersche Ungleichung.

Frage 27. Sei X ein Mafiraum und p € [1,00). Was ist dann der Raum LP(X) und welche
Struktur hat er?

Frage 28. Formulieren Sie den Satz von Riesz-Fischer und erldutern Sie seine Bedeutung.

Frage 29. Sei 2 eine o-Algebra auf X; und A5 eine o-Algebra auf X5. Erkldaren Sie, was die
o-Algebra 2; ® Ay auf X; x X, ist.

Frage 30. Seien (X1, 2, ¢11) und (Xs, s, p1o) o-endliche MaBiraume. Wie ist die Grundidee bei
der Definition des Produktmafles p auf A4; @ 57

Frage 31. Formulieren Sie den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Produktmafle und erlautern
Sie ihn.

Frage 32. Was besagt Cavalieris Prinzip und warum gilt es?

Frage 33. Formulieren und erldutern Sie den Satz von Tonelli.



Frage 34. Formulieren und erldutern Sie den Satz von Fubini.
Frage 35. Formulieren Sie die Transformationsformel fiir lineare Diffeomorphismen und erldu-
tern Sie den Zusammenhang zur Transformationsformel bei Isomorphismen fiir das Borel-

Lebesguesche Maf.

Frage 36. Formulieren Sie nun die allgemeine Transformationsformel fiir Diffeomorphismen
zwischen Gebieten im R™ (n € N).

Frage 37. Zu welcher Gleichheit von Maflen auf der Borelalgebra des Definitionsgebietes eines
Diffeomorphismus’ ist die Transformationsformel dquivalent? Erlautern Sie.

Frage 38. Konnen Sie etwas erkldren, warum man das (dufiere) Lebesgue-Mafl auch mit Ku-
geliiberdeckungen erklaren kénnte?

Frage 39. Wie verhilt sich das (d4uBere) Lebesgue-Mafl unter Lipschitz-Abbildungen und
warum hilft diese Kenntnis beim Beweis der Transformationssatzes?

Frage 40. Was besagt der ,,Satz vom Igel“? Erlautern Sie.
Frage 41. Sei F ein (stetig differenzierbares) normiertes Vektorfeld (also ohne Nullstellen) auf
der Sphére. Auf welchen Diffeomorphismus méchte man denn die Transformationsformel beim

Beweis des Igelsatzes anwenden? Erldutern Sie ein bisschen.

Frage 42. Formulieren und erldutern Sie den Retraktionssatz aus der Algebraischen Topologie.

Frage 43. Formulieren und erldutern Sie den Brouwerschen Fixpunktsatz.

Frage 44. Erkliaren Sie die approximierenden s-dimensionalen dufleren Hausdorff-Mafle auf R”
(0 < s < n) und erldutern Sie ein wenig,.

Frage 45. Sei X ein metrischer Raum. Erkldren Sie, wann man ein dufleres Maf auf X metrisch
nennt.

Frage 46. Was besagt der Satz von Caratheodory iiber metrische &uflere Mafle? Erldutern Sie.
Frage 47. Wie verhélt sich das s-dimensionale Hausdorffmafl auf R bei linearen Isometrien
R* — R" (0 < s < n)? Erlautern Sie ein wenig.

Frage 48. Was ist die Gramsche Determinante einer linearen Injektion 7 R®* — R™ und welche
Rolle spielt sie bei der Flachenformel fiir lineare Injektionen? Erldutern Sie.

Frage 49. Was ist eine reguléar parametrisierte Fliche der Dimension s im R"? Erldutern Sie.

Frage 50. Was ist die Jacobische einer regulédr paramtrisierten Flache? Erlautern Sie.



Frage 51. Formulieren Sie die Flachenformel fiir s-dimensionale regulér parametrisierte Flachen
im R".

Frage 52. Wie lautet die klassische Formel fiir den Oberflicheninhalt einer (regulir parame-
trisierten) Fliche im R3? Erldutern Sie.

Frage 53. Was ist eine s-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™? Erlautern Sie.

Frage 54. Wie ist der Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit M C R" in einem Punkt
p € M definiert und warum ist er ein Untervektorraum von R"?

Frage 55. Formulieren Sie den Gauflschen Divergenzsatz und erldutern Sie ihn.

Frage 56. Was ist ein Kompaktum mit glattem Rand K C R"™ und was ihr duleres Einheits-
normalenfeld?

Frage 57. Wann sagt man, dass eine Funktion auf einer offenen Teilmenge des R" kompakten
Tréger hat? Erlautern Sie.

Frage 58. Sei U eine endliche, offene Uberdeckung einer kompakten Teilmenge K C R™.
Erkléren Sie, was eine U-untergeordnete Teilung der Eins von K ist und erldutern Sie.



