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Analysis 1: Übungsblatt 10

Aufgabe 38: Abschluss von Mengen (30 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die Menge Q der rationalen Zahlen weder offen noch abgeschlossen in R ist
und Q = R gilt.

b) Sei D ⊂ C. Zeigen Sie, dass z0 genau dann im Abschluss D liegt, wenn es eine Folge (zn) in
D gibt (also zn ∈ D für alle n ∈ N), mit limn→∞ zn = z0.

c) Sei D ⊂ C. Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) D ist abgeschlossen

(ii) D = D

(iii) Für jede konvergente Folge (zn) in D, liegt auch der Grenzwert z0 wieder in D.

Aufgabe 39: Funktionenfolgen (20 Punkte)

Betrachten Sie die Funktionenfolgen (fn), (gn) mit fn, gn : (0, 1)→ R und

a) fn(x) := n
√
x, b) gn(x) := 1

n
xn.

Zeigen Sie, dass beide Folgen punktweise konvergieren und geben Sie jeweils die Grenzfunktion
an. Beweisen oder widerlegen Sie die gleichmäßige Konvergenz der Folgen.

Aufgabe 40: Ableiten! (30 Punkte)

Leiten Sie die folgenden Funktionen mit Hilfe von Produkt-, Quotienten- und Kettenregel ab.
Benutzen Sie ohne Beweis, dass exp′ = exp, sin′ = cos, cos′ = − sin, (xn)′ = nxn−1 für n ∈ N,
ln′(x) = 1/x für x > 0.

a) f1(x) := e−x
√

1− x2 für x ∈ (0, 1),

b) f2(x) := ln(1 + x2) für x ∈ R,

c) f3(x) := cos3(4x) für x ∈ R,

d) f4(x) :=
sinx

x
für x ∈ R \ {0},

e) f5(x) := xπ für x > 0,

f) f6(x) := xx für x > 0,

g) f7(x) := sin(sin(sin x)) für x ∈ R,

h) f8(x) :=
1

x2 +
2

1 + x4

für x ∈ R,

i) f9(x) := arccos x für x ∈ (−1, 1),

j) f10(x) := tan x für x ∈ (−π
2
, π
2
).



Aufgabe 41: Stetigkeit und Differenzierbarkeit (20 Punkte)

Sei f : R→ R eine beschränkte Funktion.

a) Zeigen Sie, dass x · f(x) stetig in x = 0 ist.

b) Zeigen Sie, dass x2 · f(x) differenzierbar in x = 0 ist.

c) Finden Sie ein f , so dass x · f(x) nicht differenzierbar in x = 0 ist.

Englisch-Vokabeln (freiwillig): Reihe (unendliche Summe) = series, Potenzreihe = power series,
Partialsumme = partial sum, Grad (eines Polynoms) = degree, p teilt q = p divides q, Rest (bei
Division) = remainder, mehrfache Nullstelle = multiple zero, Vielfachheit = multiplicity, sei f eine
Funktion = let f be a function, Sinus = sine [sain], Cosinus = cosine [kousain], Tangens = tangent,
Kotangens = cotangent, Einheitskreis = unit circle, Kreisbogen = (circular) arc, gerade Funktion
= even function, ungerade Funktion = odd function, konjugiert komplex = complex conjugate,
ohne Beschränkung der Allgemeinheit = without loss of generality, Ableitung = derivative.

Abgabe: bis Freitag, 21.1.2022 um 20 Uhr


