Prof. Dr. Roderich Tumulka Wintersemester 2021,/2022
Mathematisches Institut, Universitdat Tiibingen 15.12.2021

ANALYSIS 1: UBUNGSBLATT 9

Aufgabe 33: Die Exponentialreihe (20 Punkte)
Sei x € R mit z > 0.
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b) Zeigen Sie: Z <Z) x_k < (1 + E) fir alle m,n € N mit m < n.
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c¢) Folgern Sie, dass exp(z) = Z %
k=0
Tipp: Binomischer Lehrsatz.

Aufgabe 34: Limes superior und limes inferior (20 Punkte)

Sei (x,,) eine beschriankte Folge in R und es sei

*

x* = limsupzx,
n—oo

wie in der Vorlesung als der grofite Haufungspunkt definiert. Zeigen Sie:

¥ = lim sup{z|k > n}.
n—o0

Tipp: Zeigen Sie zunéchst, dass die Folge (sup {zx |k > n})nen tatséchlich konvergiert. Priifen Sie
dann, dass der Grenzwert sowohl < als auch > der linken Seite ist.

Aufgabe 35: Konvergenzradien (20 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils mit Begiindung den Konvergenzradius.
a) Yoo ntz" c) Do a2 firaeC
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Aufgabe 36: Doppelreihen (20 Punkte)

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Umordnungssatzes fiir Doppelreihen, dass
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divergiert, jedoch
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konvergiert.

b) Sei |z| < 1. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes iiber das Cauchy-Produkt von Reihen, dass

o0

n 1
Z(n—l—l)z = TR

n=0

Tipp: 15 - 15 = (1—1z)2

Aufgabe 37: Summe von Kehrwerten (20 Punkte)

a) Es sei M C N die Menge aller natiirlichen Zahlen, die durch keine Primzahl aufler 2 und 7
teilbar sind. Zeigen Sie >, .,; = = %. (Hinweis: Primfaktorzerlegung!)

b) Es sei L C N die Menge aller natiirlichen Zahlen, in deren Dezimaldarstellung die Ziffer 4
nicht vorkommt. Zeigen Sie, dass >, % konvergiert. (Hinweis: Man kann wie bei Cauchy-
Verdichtung argumentieren, nur mit anderen Gruppierungen statt 2.)

Abgabe: bis Freitag, 14.1.2022, um 20 Uhr



