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Übungsklausur zur Analysis 1

Hinweise zur Klausur/zum Test: Nicht erlaubt ist das Heranziehen des Internets oder von
Büchern, Skripten, Notizen von vor der Klausur/dem Test, Taschenrechnern oder mathe-fähiger
Software. Ich muss Sie darauf hinweisen, dass während der Klausur/des Tests die Kommunika-
tion mit anderen Personen eine unerlaubte Verletzung der akademischen Integrität darstellt und
schwerwiegende Konsequenzen haben kann. Zeichnungen müssen angemessen genau sein; z.B.,
wenn eine Kurve durch den Ursprung verläuft, dann sollte das aus der Zeichnung zu erkennen
sein. Die Benutzung von Linealen ist erlaubt, aber nicht verlangt. Bearbeiten Sie alle Aufgaben.
Die erreichbaren Punktzahlen addieren sich auf 100. Sie haben 125 Minuten Zeit. Den Stoff der
Klausur/des Tests bilden das Skript und die Übungsblätter 1–12. Die Art der Aufgaben ist im Test
(Studienleistung) dieselbe wie in der Klausur (Prüfungsleistung). Fakten, die in der Vorlesung oder
in den Übungen bewiesen wurden, dürfen ohne Beweis benutzt werden, außer wenn es in der Auf-
gabenstellung anders verlangt ist. In der Klausur/im Test streichen Sie falsche oder irreführende
Teile Ihres Aufschriebs, die nicht bewertet werden sollen, deutlich durch. Eine unübersichtliche,
unklare oder unleserliche Darstellung kann zu Punktabzug führen. Bitte melden Sie sich zur Klau-
sur/zum Test sowohl auf urm.math.uni-tuebingen.de als auch (wenn das für Sie möglich ist)
auf alma.uni-tuebingen.de an. Falls Sie nicht teilnehmen oder nicht bestehen, können Sie an
der Nachklausur/am Nachtest am Dienstag 29.03.2022 um 9:00 Uhr teilnehmen.

Hinweise zur Klausur für Präsenz-Teilnehmer (Studiengang B.Sc. Physik): Die Klau-
sur findet am Freitag 18.02.2022 um 11:00 Uhr in den Hörsälen N3 (Nachnamen A-G) und N7
(Nachnamen H-Z) im Hörsaalzentrum Morgenstelle statt. Einlass ist um 10:45 Uhr. Zur Teilnah-
me ist erforderlich, dass Sie (a) keine Erkältungssymptome haben und (b) einen Nachweis über
ein negatives Corona-Testergebnis von einer offiziellen Teststelle (nicht älter als 24 Stunden) oder
über vollständige Corona-Impfung oder über Genesung von Covid vorzeigen können (3G). In den
Uni-Gebäuden herrscht Maskenpflicht, Sie dürfen die Maske aber während der Klausur ablegen.
Die Benutzung elektronischer Geräte ist während der Klausur nicht erlaubt; Sie schreiben auf
Papier.

Hinweise zum Test für Online-Teilnehmer (Studiengänge B.Ed. Mathematik und
B.Sc. Mathematik): Ihre Aufgaben sind randomisiert; d.h., von jeder Aufgabe gibt es mehrere
Varianten, von denen Ihnen eine per Zufall zugeteilt wird. Ihr persönliches Aufgabenblatt können
Sie ab 11:00 Uhr am Freitag 18.02.2022 als “Abgabe 20” von urm.math.uni-tuebingen.de her-
unterladen. Sie tragen auf dem Aufgabenblatt ein, um wieviel Uhr Sie die Bearbeitung begonnen
und beendet haben. Falls Sie (z.B. aufgrund technischer Schwierigkeiten) erst verspätet mit der
Bearbeitung beginnen konnten, endet Ihre Bearbeitungszeit entsprechend später. Sie dürfen mir
Fragen zum Test als SMS an meine Mobilnummer 0178-8718191 stellen; Emails werde ich während
des Tests nicht lesen können. Sie dürfen elektronische Geräte als Schreibgeräte verwenden oder
auf Papier schreiben und Ihre Lösung einscannen oder fotografieren. Sie laden Ihre Lösung als 1
PDF-Datei als “Abgabe 21” auf urm.math.uni-tuebingen.de hoch. Die Zeit zum Scannen und
Hochladen zählt nicht in die Bearbeitungszeit. URM registriert den Zeitpunkt der Abgabe; sollte
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sich Ihre Abgabe erheblich (> 20 Minuten) verzögern, sagen Sie mir bitte per SMS oder Email
bescheid, damit ich weiß, was los ist.

Anleitung zu dieser Übungsklausur: Diese Aufgaben werden nicht korrigiert. Diese Übungs-
klausur ist länger als die echte Klausur/der echte Test. Ausgewählte Aufgaben werden im Repe-
titorium am 11.2.2022 besprochen.

Aufgabe 1: Komplexe Zahlen (6 Punkte)

Zeichnen Sie alle Lösungen z ∈ C der Gleichung z2 = i in die komplexe Ebene ein. (Sie dürfen
alle Methoden und Argumente benutzen, die Sie kennen.)

Aufgabe 2: Unbestimmtes Integral (8 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a)

∫
ln(xex) dx

(b)

∫
e
√
x+1 dx

Aufgabe 3: Folgenkonvergenz (6 Punkte)

Entscheiden Sie mit Begründung, ob die Folge konvergiert, und bestimmen Sie gegebenenfalls den

Grenzwert: xn =
(
n+2
n

)2n+2
.

Aufgabe 4: Rekursionsfolge (8 Punkte)

Die Folge (an) sei definiert durch a1 = 1 und an+1 = ln(1+an). Entscheiden Sie, ob an konvergiert,
und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 5: Wahr oder falsch? Begründen Sie Ihre Antwort. (12 Punkte)

(a) f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) für Abbildungen f : X → Y und Teilmengen A,B von X.

(b) Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen. Ist g ◦ f injektiv, dann sind es auch f und g.

(c) Sind f : R→ R und g : R→ R beide monoton fallend, dann ist es auch f ◦ g.
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Aufgabe 6: Reihen (9 Punkte)

Konvergent oder divergent? Begründen Sie Ihre Antwort.

(a)
∞∑
n=4

1
n2−3n

(b)
∞∑
n=1

1
n!

(c)
∞∑
n=1

nn

n!

Aufgabe 7: Potenzreihen (9 Punkte)

Bestimmen Sie jeweils, für welche x ∈ R die Potenzreihe konvergiert.

(a)
∞∑
n=0

(nx)n

(b)
∞∑
n=0

nxn

(c)
∞∑
n=0

xn

nn

Aufgabe 8: Optimierung (10 Punkte)

]n
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[B FIGURE 9 Reflection of a light beam in -I

a mlrror. L

with x, h1, and h2 as in the figure. The function / is defined for all x and tends t,:

as x approaches +oo (i.e., as P moves arbitrarily far to the right or left). It fol-.
/ has an absolute minimum value, and it must occur at a critical point (see Fi:-
Taking the derivative:

f'(*): x L-x
50

25

w,- (L-x)2+hzz
Since //("r) is defined for all x, critical points occur where //(x) : 0. It is not

-t

to solve for x because our goal is not to find critical points, but rather to show th;: -
at the minimum. To do this, we set the derivative equal to 0 in Eq. ( I ) and re\\ . -:

L-x
10 20 30 40

,F + rt,
_1J\L-xf+ha

FIGURE l0 Graph ofpath length for
ht : 10, hz:20, L :40. Note that the critical point ,r that satisfies Eq. (2) must lie between 0 and I

r < 0 can satisfy this equation (otherwise, we would have a negative value on r:..
a positive on the right) and no r > L can satisfy this equation (for similar reasc'
the critical point x lies in [0, l] we can associate angles 01 and d2 with r as ir.
We claim that 01 : 02. To see this, observe that with 01 and 02 as pictured, n ; - -

x L-x
cos 01 and cos 92 :

x'+hi'I G-x)2+h3
Therefore, Eq. (2) implies that cos 61 : cos 02, and since 61 and 02 lie betwee:-
we conclude that 01 : 02 as claimed.

C0NCEPTUAL INSIGHT Often, a maximum or minimum at a critical point
best compromise between "competing factors." In Example 4, we maxim-:.-
by finding the best compromise between raising the rent and keeping the
units occupied. In Example 5, our solution minimizes surface area by findir.:
compromise between height and radius. In Example 2, the solution represe:-,
promise between the slower speed on the road that leads to Route 1 and the f.,'.
along Route 1. On the other hand, in Exampie 3, since there is Do cotlpro111,::
tion occurs at an endpoint ofthe interval rather than at a critical point. The i., .
along the road yields a road straight to the city, avoiding Route I altogether

4.7 SUMMARY
. There are usually three main steps in solving an applied optimization proi.:-

Step 1. Choose variables.
Determine which quantities are relevant, often by drawing a diagram.
appropriate variables.

Step 2. Find the objective function and the interval.
Restate as an optimization problem for a function / over an interval. I: -

on more than one variable, lse a constraint equation to write / as :
just one variable.

Ein Lichtstrahl, vom Punkt A kommend, wird von einem Spiegel reflektiert und erreicht den
Punkt B. Gegeben seien h1 > 0, h2 > 0 und L > 0. Zeigen Sie das Heronsche Prinzip: Unter
allen Punkten P des Spiegels hat der zurückgelegte Weg APB die kürzeste Länge für denjenigen
Punkt, an dem θ1 = θ2. (Dies ist der Punkt, durch den der Lichtstrahl tatsächlich verläuft.)
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Aufgabe 9: Grenzwerte von Funktionen (6 Punkte)

Bestimmen Sie mit Begründung die folgenden Grenzwerte.

(a) lim
x→0

ex − 1

sinx

(b) lim
x→0

x lnx

Aufgabe 10: Taylor-Entwicklung (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Taylor-Reihen der folgenden Funktionen. (Anstatt alle Ableitungen auszurech-
nen, benutzen Sie bekannte Taylor-Entwicklungen.)

(a) f1(x) = x sin(x2)

(b) f2(x) = ln(1− x2)

Aufgabe 11: Beweis (8 Punkte)

Zeigen Sie: Ist die Funktion f : [a, b] → R stetig differenzierbar, so erfüllt sie die Lipschitz-
Bedingung

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| ∀x, y ∈ [a, b]

für eine geeignete Konstante L > 0.

Aufgabe 12: Beweis (10 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Wenn eine stetige Funktion f : R → R strikte lokale Minima bei x1 und x2 > x1
hat, dann hat f ein lokales Maximum an einer Stelle ξ ∈ (x1, x2).

(b) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass das lokale Maximum bei ξ nicht strikt sein muss.
(Das Beispiel kann durch eine Zeichnung oder verbale Beschreibung statt einer Formel gegeben
werden.)

(c) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass die Aussage (a) nicht mehr allgemein stimmt, wenn
man die Voraussetzung “stetig” fallen lässt.

—ENDE—
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