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Aufgabe 1 (2 Punkte):

a) Zeigen Sie, dass durch d(z,y) = |e™" — e Y| eine Metrik auf R gegeben ist.

b) Zeigen Sie, dass (R, d) mit der Metrik aus a) nicht vollsténdig ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Folge (xy)ren gegeben durch xy = k.

c) Sei oo ein beliebiges Element, das nicht in R enthalten ist. Setzen Sie d so auf R =
R U {0} zu einer Metrik d fort, dass die Folge aus b) zu einer konvergenten Folge
wird.

Aufgabe 2 (2 Punkte): Berechnen Sie jeweils die Langen der folgenden Kurven:

a) ein Zykloid beschrieben durch ,: [0, 27] — R? v,(t) :== (¢t — sint, 1 — cost),

b) eine logarithmische Spirale v,: [a,b] — R2, 7,(t) := pe (cost,sint) mit u < 0 < A
und a,b € R mit a < b.
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Aufgabe 3 (2 Punkte): Ein Zylinder mit Radius R € Ry rollt zwei Umdrehungen auf
einer Ebene, fiir jede Umdrehung braucht er eine Zeiteinheit. Im Abstand R/2 von der
Mitte ist ein Punkt P angebracht, welcher anfangs an der tiefst moglichen Stelle ist. Wir
nehmen an, dass P fest angebracht ist und mit dem Zylinder rollt.

Welche Kurve beschreibt den Punkt P wéhrend des Rollens und wie lang ist der entspre-
chende Weg, den der Punkt P zuriickgelegt? (Hinweis: Fir die explizite Berechnung des



Langenintegrals ist die Verwendung eines Computers gestattet.)

Aufgabe 4 (2 Punkte): Betrachten Sie die Funktion f: [0,1] = R, f(z) = (1 — %:B):W.

a) Zeigen Sie zuerst allgemein, dass fiir die Lange L(ys) des Graphen einer Funktion

f:la,b] — R gilt
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b) Geben Sie eine einfach durchlaufende Kurve v;: R — graph(f) C R? an und berech-
nen Sie die Lange L(yf) des Graphen von f.

¢) Finden Sie nun eine Abbildung s: [0,1] — [0, L(7y)], sodass ¢ = 7, o s7! die Re-
parametrisierung ist, die die Kurve mit Geschwindigkeit 1 durchléuft (analog der
Eigenzeit in der relativistischen Physik).

Abgabe eines Losungspdfs je Dreiergruppe bis Mittwoch, den 17.11.2021, um
14.00 Uhr.



