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Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f: R” — R"™ definieren wir die Divergenz durch

(v f)(a) = Y 224,

=1

wobei die f;: R® — R die Komponentenfunktionen sind. Und fiir eine partiell differenzier-
bare Funktion ¢g: R®> — R3 die Rotation durch

_ (993(x)  Oga(@)\ dgi(z)  Ogs(@)\ . Ig2(z)  Ogi(2)\ .
(rOtg)(l‘) T < 81’2 81’3 >el + ( 81‘3 8&61 )62 + ( 81‘1 8:162 >63,
wobei &1, & und é; die Standardbasisvektoren des R? sind.

AuBlerdem definieren wir den Nabla-Operator V = Y77 éia%iv womit gradh = (Vh)T fiir
differenzierbare Funktionen h: R™ — R. Beachte, dass grad h = h' eine 1xn-Matrix, also
ein Zeilenvektor, und Vh ein Spaltenvektor ist. Wir kénnen dann div f = (V, f) und
rot g = V X g schreiben.

Aufgabe 1 (2 Punkte):

Sei U C R3 offen und f: U — R sowie A: U — R3 zweimal stetig partiell differenzierbar.
Zeigen Sie
Vx(Vf)=0 und (V,V x A) =0,

nach den obigen Definitionen also

rotgrad f =0 und divrot A =0.

Aufgabe 2 (2 Punkte): Sei f: R? = R, f(z,y) = (14 ¢¥) cosx — ye?. Zeigen Sie, dass f
unendlich viele lokale Maxima aber kein lokales Minimum besitzt.



Aufgabe 3 (3 Punkte): Betrachten Sie die zweidimensionale GauSfunktion f: R? —
R, f(z,y) = e * ¥ sowie fiir jedes ¢ € R die Abbildung 7, : R — R2.(t) =
(ccos(t), esin(t)).

a) Fertigen Sie eine Skizze von

graph f = { ((z,y), f(z,y)) : z,y e R} CR® fiir z,y€[-2,2]

zusammen mit den Mengen

He={(7(t), f(r®)) : t€0,2n) } CR® fiir c=

an.

b) Bestimmen und klassifizieren Sie alle Extrema von f.

c) Zeigen Sie, dass 7.(t) fur alle ¢ und ¢ senkrecht (bzgl. des Standardskalarprodukts)
auf gradf(a) in a = v.(t) steht.

Bemerkung: Die Mengen, auf denen f konstant ist (hier die H, aus (a)), heilen Hohen-
oder Niwaulinien von f. Warum war zu erwarten, dass der Gradient von f senkrecht auf
den Hohenlinien steht? (In welche Richtung zeigt der Gradient?)

Aufgabe 4 (3 Punkte): Seien f,g: R® — R™ total differenzierbare Vektorfelder und
¢: R" — R ein total differenzierbares Skalarfeld. Wir notieren mit ¢’(z) die Ableitungs-
matrix einer beliebigen total differenzierbaren Abbildung ¢): R” — R™ am Punkt x € R™.
Beweisen Sie folgende Produktregeln:

a)
(fo)(z) = () f'(x) + f(x) - &/ (2)
fiir alle z € R™. Beachten Sie hier, dass der Ausdruck f(z) - ¢'(z) als Produkt der

mx1-Matrix f (als Vektor im R™) mit der 1xn-Matrix grad ¢ eine mxn-Matrix
ergibt (genauso wie (f¢)'(z) und f'(x)).

b) Es bezeichne (-,-) das Standardskalarprodukt im R™. Zeigen Sie fiir alle x € R™
((f.9) (@) = fT(2) - g'(2) + g"(x) - f'(2),

mit den Zeilenvektoren fT und ¢', die sich durch Transposition der m-dimensionalen
Spaltenvektoren f und g ergeben.

c) Seien m = n. Zeigen Sie

div(f¢) = (div ) ¢+ (f, V).

Abgabe eines Losungspdfs je Dreiergruppe bis Mittwoch, den 24.11.2021, um
14.00 Uhr.



