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1 Wiederholung aus Analysis 1

1.1 Konvergenz

Definition: Eine Folge (an)nen C R konvergiert gegen a € R

= Ve>0 IneN:|a —a| <e Vk>n.

Alles, was man nun fiir eine Verallgemeinerung bendotigt, ist ein geeigneter

Abstandsbegriff.

Definition: (Metrik) Sei M eine Menge. Eine Abbildung d : M x M — R{
heiffit Metrik

& a) d(z,y) =0 < x =y (positive Definitheit)

b) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

¢) d(z,y) <d(z,z)+ d(z,y) (Dreiecks-Ungleichung).

Definition: Sei M ein metrischer Raum, d.h. eine Menge, auf der eine Metrik d
definiert ist. Sei (an)neny C M eine Folge, a € M. Dann konvergiert die Folge

(an)nen gegen a

& Ve>0 IneN: d(ag,a) <e k>n.

Bemerkung: Die Konvergenzeigenschaft hingt vom Abstandsbegriff ab. Wenn
man zwei verschiedene Metriken d; und ds hat, kann es sein, dass eine Folge
(an)nen bzgl. di konvergiert, bzgl. ds aber nicht. Wenn wir iiber Konvergenz
einer Folge sprechen, miissen wir also dazu sagen, welcher Abstandsbegriff ge-

meint ist. (In endlich dimensionalen VR wird das schoner, siehe spéter.)

Satz: Falls lim a, = a, lim b, =b
n— oo n— oo

= lim (ap + by) = a+ b (Annahme: M ist VR. d.h. a,, + b, ist definiert)
n— oo

Beweis: Sei € > 0:

lim a, =a = V0 >03ng € N:d(ag,a) <d Vk > ng

n— oo



nli—>H<§obn:b = Vnp>0 3In; € N:d(b,b) <n Vk>mng

Wir nehmen nun an, dass d aus einer Norm kommt.

(d(ag, + bk, a + b) = ||ax, + b, — (a + b)|| sieche Lineare Algebra 1)

= d(ak + bk, a+b) = |lag + b —a —b|| < |lax —al| + ||bx = || <d+n
Falls £ > max{ng,ni}, wihle 6 =n=§ = d(ar +bg,a+b) <e

Yk > n(n = max{ng,n1})
Beispiel: Sei M eine Menge, d: M x M — Rar gegeben durch:

0, z=vy
d(z,y) =
1, sonst.
Dies erfiillt offensichtlich die Axiome a), b) und c) einer Metrik.
Betrachte nun (ap)ney € M mit ILm an = 0 (bzgl. d). Das bedeutet, dass a,
irgendwann konstant bleibt, d.h. In € N: a; =a Vk > n. Wahle M = R und

_ 1
an—ﬁ7

nh_)rr;o an =0 (bzgl. |-|)

Bemerkung:: Im Folgenden werden Abstandsbegriffe gew#hlt, die aus einer Norm
hervorgehen, d.h. d(z,y) = ||l — y||.

Beispiel: Sei S die Menge aller stetiger Funktionen f : [0,1] — R. Diese Menge

ist ein VR. Betrachte folgende Normen:

I-lls S = RENfL = [, 1f(2)lde
I+ lloo = 8 = Ry [l flloe = sup]{lf(:v)l}

re|o,1

Damit folgt: )
d(f.g) = / (@) - () |de

doo(f,9) = sup {|f(x) —g(x)[}

z€[0,1]

Sei (fn)nen C S und f, starte bei f,(0) = 1, fillt dann auf f,(=) = 0 und

1
n

bleibt danach auf 0. Dann existiert lim f,, bzgl. do nicht in S. Bzgl. d; gilt
n—oo



lim f, =0, da:

n—oo

1 1
/ | frn — Oldz = / |fulde —"7%0
0 0

Aber sup {|f(z)|} =1 fiir alle n.

z€]0,1]
Man sieht also,dass, selbst wenn man unstetige Funktionen zulésst, sich nicht
bzgl. d., ein Limes finden ldsst.

Bemerkung: Selbst wenn man sich auf Normen beschréinkt, ist der Abstandsbe-

griff u.U. entscheidend dariiber, ob Konvergenz gilt oder nicht.

Definition: Zwei Normen || - ||4, || - | heiBen dquivalent
= de, K € Rt :
lzlla < K|lz[lp V2 €V

[zllo > cllzlly Yz eV

Satz: Obige Definition ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
a) ||+ la ~ I |lb ist klar
D) lla~ 1Mo = 1[I ~ - lla

lzlla < Kllzlls = %lzlla < 2]l

lzlla > cllzlle = Llzlla > 2]l

) - lla~ 11 llo und [ fls ~ - le = - fla ~ 11 e
2]l < Kllz]ly und Jlz[ly < Kllz]le & [|z]la < KK |l

Satz: Falls V endliche Dimension hat, sind alle Normen auf V zueinander dquivalent.
Konsequenz: Fiir zwei dquivalente Normen ist die Entscheidung, ob eine Folge
konvergiert oder nicht, immer gleich.

Betrachte: || - ||a ~ || - [l

Annahme: bzgl. |- ||, : nl;rréoxn =z,dh.Ve>0 IneN:||zy—z|ls <e VE>n
Gilt dann V>0 3Im € N: |z, — z||p <n Yk > m?



Antwort: ||z — 2|}y < 2|z — 2|, < £, whhle € = cn.

Im endlich dimensionalen gilt, dass die Konvergenzeigenschaft in diesem Sinne
absolut ist, d.h. man muss nicht die entsprechende Norm nennen.

Folgerung: [| - [|124] - [|oo

Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir endlich dimensionale VR jede Norm &quivalent
ist zur || - ||1. Diese ist gegeben durch:

Sei V VR, B = {e1,...,e, } eine Basis. ||z := X7, [2;], wobei z = 37 x;e;.

1.2 Stetigkeit

Definition: Sei f : M — N. f heifit stetig im Punkt x € M bzgl. der Metriken
dar, dy.
& lim f(x,) = f(x), falls lim z, ==

n— 00 n—oo

bzw.: nhHH;O flzn) = f(nlirréc Zn)

Beispiele:

a) f(x) = x ist eine stetige Funktion, falls man je den selben Abstandsbegriff
verwendet.

b) f(z) = Ax wobei x € R™ und A € M(n X n) ist immer stetig.

c) f(z,y) =22y z,y € R, f: R? — R ist stetig.

Satz: Sei V ein endlich dimensionaler VR, || - || : V x V. — R{ eine beliebi-
ge Norm, Dann ist || - || stetig bzgl. | - |1.

Beweis: Sei f(z) = ||z||:

1. Schritt: Formel 3K € RT so, dass: z|| < K||z|::

2l =1 2252 wsesll < 3oy lwgesll < 325yl lles ]
Wiéhle nun K = max {||e;] }, dann folgt:
je{1,..., n}

= i lollleill < 325 o] - K = K- |||

2. Schritt: Beweis der Stetigkeit Formel: |||a]| — ||b]|] < [la — b|| (direkt aus
A-Ungl.)



Fiir uns: [f(z) — f(y)| < [lz —yll < clle =yl
Wihle 6 = 5, so folgt:
Ves0: |f(@) — fy)] < e falls o —yli < 6

Bemerkung: Wenn dann die Aquivalenz aller Normen gezeigt ist, gilt fiir endlich

dimensionale VR: Jede Norm ist stetig bzgl. jeder anderen Norm.

Satz: Sei V ein endlich dimensionaler VR. || - || eine Norm auf V.
lim a, =a fiir (ap)pen CV, a €V (bzgl. ||| = lim |a,] = |«
n—oo n—oo

Beweis: |||a,|| — ||al|] < |lan —al]| — 0 nach VS.

Satz: (Bolzano-Weierstral) Sei V ein endlich dimensionaler VR. (an)nen be-
schrénkt bzgl. || - |1, d-h. 3C' > 0 mit: |ja,||1 < C ¥n € N. Dann existiert eine

bzgl. || - ||1 konvergente Teilfolge von (ay)nen-

Beweis: a,, = (al ,a? al) Nach Analysis 1 Version von Bolzano-Weierstraf

s Ay ey A
gibt es eine Teilfolge von (a,)nen, so dass die erste Koordinate konvergiert:

; 1 1
klir& Uy = @ -
Nach Analysis 1 Version von B.W. gibt es eine Teilfolge hiervon, so dass auch

die zweitze Koordinate konvergiert.

= 3n : N — N streng monoton wachsend, so dass Vj € {1...d} gilt:
. - e d j ;
kll)n;o a;, .y = o fiir entsprechendes a; € R = |lan —all1 = 325 [a;, ;) —a’| = 0

fir k — oo.

klim llanm) —alli =0 bzw. Ve > 0: Im € N: [la,u) —ali <eVk>m
— 00

Bemerkung: Wenn die Aquivalenz der Normen bewiesen ist, folgt die Giiltigkeit
des Satzes bzgl. einer beliebigen Norm:

li — =0 = 1 —al||l=0

Jim lan) — ally . im ||a,k) — al

(A.d.N) k—o0

Beweis des Satzes der Aquivalenz aller Normen auf endlichen Vektorriumen:

Sei || - || Norm auf V. Wir haben bereits || - || < ¢|| - ||1. Es bleibt zu zeigen:
IK eRT: -] = K- |1
Widerspruchsannahme: VK > 03z : ||z|| < K||z|1



insbesondere Vn € N : 3z, ¢ ||z, || < L|ay |1, 2, =0.

Wir wihlen ||z, ||1 = an, sei g = 22 = [ly,|| < Z|lynli = £, d.h. lim =0,
n—roo

an n’

auflerdem gilt nach B.W.: I3n : N — N streng monoton, so dass klim Yn(k)
—00
existiert bzgl. || - [[1 und lim ||y, )|l = 0 und lim y, ) = y bzgl. || - |1 mit
k—oc0 k—o0
li = =1
(v [l = llylh
insbesondere y=0!. Wegen der Stetigkeit von || - || bzgl. ||- |1 : || klim Yne) || = 0,
—00
d.h. |lyll=0
= Widerspruch!

Bemerkung: Wir werden Eigenschaften, die von einem Abstandsbegriff abhéngen,
in Fallen, bei denen fiir dquivalente Normen kein Unterschied besteht, in endlich

dimensionalen VR die Norm nicht nennen: ” (a,)nen C R? ist konvergent”

1.3 Topologie

Im Folgenden werden Teilmengen des R™ betrachtet.

Definition: Sei M C R™. Ein Element z € M heifit innerer Punkt (von M)

i Je > 0,50 dass y € MVy : ||z —yll2 < e (Wegen der Aquivalenz der Normen
kann hier auch jede andere Norm gewéhlt werden.)

Ein &M heifit duerer Punkt

& x ist innerer Punkt von M¢ (Komplement von M)

Ein 2 € R™ heifit Randpunkt (von M)

& Ve > 0 gilt: Iy € M und 3z € M°,

so dass ||z —yll2 < eund ||z — z|]2 <€

Satz: Sei x € R™: Ein beliebiges € R”™ ist entweder innerer Punkt oder duflerer
Punkt oder Randpunkt von M. (hier: exklusives oder)

Beweis: Sei x € R™ kein Randpunkt

= Je > 0: entweder Vy : ||z —yll2 < e: yeM bzw. y € M¢

oder Vy : ||z —ylla < €: y&eM® bzw. y € M



Das bedeutet, x ist entweder duflerer Punkt oder innerer Punkt. Es gibt also
keine vierte Alternative zu innerer, duflerer, Randpunkt. Die drei Eigenschaften
schlieflen jeweils die anderen aus.

Beispiel: offener Ball um m mit Radius 7:

B (r) := {z e R": |[x —ml2 <7}

Jedes x € B,,(r) ist innerer Punkt (wihle € := M

Jedes = mit ||x —ml|2 > r ist &uBerer Punkt.

Jedes x mit ||z — m|2 = r ist Randpunkt.

Definition: Sei M € R"™. Die Menge ]\04 , die nur aus inneren Punkten von M
besteht, nennt man Inneres von M.

M {x € M : zistinnerer Punkt}

Analog ist der Rand von M : §M die Menge aller Randpunkte und das AuBere
]\2 ¢ definiert. Die Vereinigung von M mit seinem Rand §M nennt man Ab-
schluss (oder abgeschlossene Hiille) von M,

M := MUSM.

Definition: Eine Menge M € R™ heifit offen, falls sie nur aus inneren Punk-
ten besteht: M = M.
Eine Menge M € R™ heifit abgeschlossen, falls M€ offen ist.

Beispiel: a) M =QnN[0, 1] CR

Das Innere der Menge ist leer. Fiir jedes x € M gibt es fiir jedes € > 0 eine irratio-
nale Zahl y mit [|[z—yl|2 < e. Fiir jedes z € [0, 1] und jedese > 03z € M, y € M*®
mit ||z — z||2 < € sowie ||z — y||2 < €. Jedes x € [0, 1] ist also Randpunkt von
M. M ist weder offen noch abgeschlossen: M¢ hat Punkte, die keinen innere
Punkte sind, z.B. g

b) Der offene Ball im obigen Beispiel ist offen im Sinne der Definition. Der Rand

ist der Kreisring mit Radius 1.

Bemerkung: M N M =0



SMNM=6M
Fiir abgeschlossene Mengen gilt: M C M.
Bemerkung: Die obigen Definitionen lasen sich direkt auf metrische Rdume, d.h.

Réaume mit einer Metrik verallgemeinern.

Satz: Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Sei (an)neny C X eine Folge. Falls nl;rr;o a,, existiert, dann gilt VU C X offen mit
a € U: alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen in U.

({n e N} : a, € Ul < c0)

Beweis: nhﬂn;o an, = a, sei U C V offen mit a € U. Da U offen Je > 0, so dass:
By,(e) CU,dh. {ye X :d(a,y)<e;CU

Da lim a, = a3n € Nmit d(ag,y) <eVk >ndh. In e Nmit ap e UVk > n

n—oo

=H{keN: U} <n—-1<o0

Satz: Auch die Umkehrung gilt.

Beweis: Sei a € X, VU C X offen mit a € U seien hochstens endlich viele Fol-
genglieder nicht in U.

Insbesondere: [{k € N: d(a,a) > €}| < oo (da {d(a,y) < €} offen)

=Ve>03nin N: d(a,ar) < eVk >n.

Satz: Beliebige Vereinigungen und endliche Schnitte offener Mengen geben offe-
ne Mengen.
”Gegenbeispiel”: Falls wir z.B. abzéhlbare Schnitte betrachten, kann das Ergeb-

nis eine nicht offene Menge sein.

U, =] -1, %[ sind alle offen.
NnU,=]-1,0]
neN

(jedes € > 0 fliegt beim Schneiden irgendwann raus. Wihle n, so dass
L <ce=ecl,)

Beweis: Sei A = ingi mit A; offen. Seix € A = Ji € [ mit z € A;
Jde > 0 mit B,(e) C 4;

A; >
(g;fen

= B,(e) C A= A ist offen.

10



Sei I endlich. 0.B.d.A. I = {1, 2}:

Aq, As offen, A := A1 N A,

Seix € A = 2 € A und z € As Aioffen Je; mit B,(e1) C Aj, Jeo mit
By (e2) C As

Wiéhle e = min{e;, ex}. Dann gilt B, (e) C Ay und B,(e) C Ay = B,(e) C A

Satz: Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen
ergeben abgeschlossene Mengen.
Beweis: Bei Bildung des Komplements werden aus Vereinigungen Schnitte und

umgekehrt: UA; = ((UA;)°)° = (NA4;)° (NA; ist offen)

Satz: Sei A C X eine Teilmenge von X. A ist genau dann abgeschlossen, falls
jede konvergente Folge (a,)nen C A auch ihren Limes in A hat.

Beweis: 7=": Sei A C X abgeschlossen, nh—>Holo an, = a mit (ap)ney C 4

z.z..a € A

W.A.: a¢&’A = a ist duBerer Punkt (A€ offen). Da nhﬁngo a, = a = YU offen mit
a € U liegen alle bis auf endlich viele Folgenglieder in U. Wahle U so, dass
U C A° z.B. U = B,(€) mit entsprechendem e.

1) Alle Folgenglieder sind in A.

2) Alle bis auf endlich viele Folgenglieder sind in U C A°.

— Widerspruch!

7<": Fiir jede konvergente (a,)neny C A gelte, dass nh—>H;o ap=a€A

z.z.: A ist offen.

W.A.: A ist nicht abgeschlossen bzw. A€ ist nicht offen.

= dr € A° mit z ist kein innerer Punkt von A€, d.h. Ve > 0 : Jy&A® mit
d(z, y) <e

1

Wihle y,, als das entsprechende y fiir e = =

e

lim y, =2, (Yn)nen C A, €A — Widerspruch!

n—oo
Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C X heifit kom-

11



pakt
& Jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge: V(a,)neny C K gilt:
lim a, ) € K fiir ein n: N — N streng monoton.

k—o0

Satz: Eine kompakte Menge ist natiirlich abgeschlossen.

Exkurs (Alternative Definition): Eine Menge K heifit kompakt :< Jede Uberdeckung
von K mit offenen Mengen hat endliche Teilbedeckungen, d.h.:
_LGJIUi D K = 3J €I mit |J]| < oo, so dass EJJU,» D K.

Satz: Sei V' endlich dim. VR, dann ist K C V kompakt genau dann, wenn
K beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis: ”=": K kompakt = K abgeschlossen ist klar. Wére K nicht abgeschlos-
sen, konnte man eine ”divergente Folge” definieren:

W.A.: K nicht beschrinkt = VC 3z € K mit ||z||2 > C. Wihle x,, so, dass
|lz1|| > n. Diese Folge konvergiert nicht, auch keine Teilfolge davon

= Widerspruch zu K kompakt.

Satz: X C R™ kompakt < X ist beschrankt und abgeschlossen.
Beweis: "<”: Sei X beschrinkt und abgeschlossen. Sei (a,)nen C X, nach
Bolzano-Weierstras hat (an)nen eine konvergente Teilfolge (an)nen. Da X ab-

geschlossen ist, liegt der Limes der Teilfolge in X.

Beispiel: Sei F' die Menge aller Folgen reeller Zahlen.
Il = B|oo = sugﬂan —bul}, a = (a1,0a2,...), B = (b1,b2,...)
ne
l|al|oo := sup |ay|
. neN
(Uberpriifung der Normeigenschften ist straight-forward)

Sei X CF: aeX & |lofle <1

12



X ist offensichtlich beschrinkt (mit C = 1). X ist auch abgeschlossen. Sei
(aj);jen eine Folge, die bzgl. || - || konvergiert.
Jim oy =
sup < 1 warum?
neN
Sei n € N beliebig, a™ = lim o? (|Ja™ — a?| < sup{|a™ — a|})

oo 9 A J
la7| <1 fiir alle j, n = [a"| <1=supla"| <1
neN

Betrachte: (aj)jen C X & o) = 1; o} =0 falls j=n
[laj — aglloo = 1, falls j5=k Man findet keine Teilfolge, die konvergiert. = X ist

nicht kompakt.

Definition: Eine Teilmenge X C M eines metrischen Raumes heifit wegzusam-
menhingend

& Va, b € X gibt es eine stetige Abbildung v : [0,1] — X mit y(0) = a, y(1) =
b.

Satz: (Zwischenwertsatz) Sei X wegzusammenhéngend (z.B. ein Intervall in
Ana. 1), f : X — R stetig. In M benutzt man den Abstandsbegriff der X
wegzusammenhéingend macht. Dann gilt:

Va,b € X und alle z € [f(a); f(b)] bzw. z € [f(b); f(a)] gibt es ein ¢ € X mit
fle) = =

Beweis: Sei 7 : [0,1] — X stetig mit v(0) = a,y(1) = b.
Seig:=fo~,g:[0,1] >R

¢ = v(¢), der Zwischenwertsatz aus Ana. 1 liefert, dass ein ¢ € [0, 1] existiert

mit g(¢) = z. Wihle ¢ = v(()
Definition: Ein topologischer Raum M heifit zusammenh#ngend

< M kann nicht als disjunkte Vereinigung zweier offener, nicht leerer Mengen

geschrieben werden.

13



Eine Menge X (Teilmenge eines topologischen Raumes) heifit nicht zusam-
menhéngend
= U,V disjunkt und offen mit
a) X CUUV
b) X NU=0, X NV=0.

Satz: Wegzusammenhiingend = zusammenhéngend (bzgl. des selben Abstands-
begriffs)

Beweis: Sei X wegzusammenhéngend

W.A.: X ist nicht zusammenhéngend.

= 3U, V disjunkt und offen mit X CUUV, X N U=, X N V=)

Seia € XNU und b € X NV. Da X wegzus. Iy : [0,1] — X stetig mit
7(0) = a,¥(1) = b

Betrachte: {t € [0,1]: v(t) U} = A

A ist abgeschlossen. Sei (t,,)nen C A konvergent = «(t,) € V¢Vn € N (U, V
disjunkt).

nl;n;o ~(tn) existiert wegen Stetigkeit von ~, er liegt in V¢, da V¢ abgeschlossen.
XCUUV:>n1LrI;o7(tn) GU:>n1LH;Otn €A

{t € 10,1] : ~v(t) € U} := A ist abgeschlossen, {t € [0,1] : ~v(t) € V} := B ist
abgeschlossen.

[0,1] = AU B — Widerspruch zu ([0,1] N B)¢ = AU [0, 1]¢ ist offen.

Satz: Sei X C R" offen, (Abstandsbegriff aus || - ||) X zusammenhéingend = X
wegzusammenhéngend.

Beweis: X C R™ offen, zusammenhéngend. Seien a,b € X.

A :={c e X mit: Iy: [0,1] stetig: v(0) = a,~v(1) = ¢}

B :={c € X mit: 3y : [0,1] stetig: v(0) =b,y(1) = ¢}

Falls c € A = e > 0: B.(e) C X, (X offen). Da sich jedes Element im Ball
mit stetigem Pfad erreichen ldsst = B.(e) C A = A offen und B offen.

Betrachte die Menge M := U {y € X : 3 Weg von z nach y}
¢ A

e X

14



M ist disjunkt zu A!

Falls 3¢ € A, ¢ € X = 3 Weg von a nach ¢ und von ¢ nach x € A°¢

= 3 Weg von a nach z € A, — Widerspruch!

M ist als Vereinigung offener Mengen offen. A ist nicht leer. Da X zusam-
menhingend

= AA, B offen, disjunkt, nicht leer mit X ¢ AU B!

=M=0=bc A, qed.

1.4 Vollstindigkeit

Ana 1: Vollsténdigkeit ist dhnlich wie Liickenlosigkeit einer Menge.

Definition: Eine Folge (an)neny € M in einem metrischen Raum (M, d) heifit
Cauchy-Folge

= Ve > 03N e N: d(am,ar) < eVk,m > N

Der Raum M heifit volldndig

< jede CF von M konvergiert.

Satz: Jede konvergente Folge ist CF. (bzgl. d!)

Beweis: Analog zu Ana. 1

Satz: Falls (M, d) vollstindig und X C M abgeschlossen, so ist (X,d) eben-
falls vollsténdig.

Beweis: Sei (ay,)neny C X eine CF. Da X € M und M vollstéindig, existiert der
Limes nh_)n(io an € M. Da X abgeschlossen, liegt dieser auch in X.

Bemerkung: Es gilt auch die Riickrichtung, d.h. vollindig = abgeschlossen.

{ geg.: (M,d) vollst.: X C M vollst. = X abgeschlossen. } Bemerkung: Bzgl.
Abstandsbegriffen, die von Normen induziert werden, ist jeder endlich dim. Vek-
torraum vollstdndig.

Dazu betrachte die || - ||;-Norm. Falls (a,,)nen C V' CF ist, so ist jede Koordinate
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eine CF.
D ; j D
llam —arll = 32521 N = Akl (am = 32521 Auby)
= My = Xl < llam — axlly
Fiir jedes j € {1...D} gilt also: (M,),,m € N ist CF. Da R vollstéindig ist, exis-

tiert frii jede Koordinate der Limes lim M = M = lim = (A1, )%, .. A\P)
n—oo n—oo

1.4.1 Stetigkeit:

Seien (M,d;), (N,ds) metrischer Raum, die Stetigkeit haben wir bereits defi-
niert. Falls N, M ein VR, d von einer Norm induziert, dann gilt:

Falls f, g stetig = f + g stetig, f — g ebenso

[y g stetig = lim f(z,) = f( lim @), Tim g(z,) = g( lim )

n—oo

= T (f(@a) + 9(z)) = £(z) +g(e) mit @ = lim =,

Satz: Ebenso gilt: \f ist stetig, falls f stetig YA € R. Die Komposition ste-
tiger Funktionen f o g mit:

f: My — My, g: My — My, (My,do), (My,dy), (Mz,ds) metrische Rdume

ist stetig.

Beweis: Sei O C M, offen = f~1(O) ist offen, weil f stetig

= g7 1(f~10)) ist offen, weil g stetig. q.e.d.

Definition: Eine Funktion f: V — W seien VR, heifit gleichméfig stetig

= Ve > 030 > 0sodass ||[f(z) — f(y)]l <e falls ||z —y|| <0.

Die entsprechende Definition wahlt man auch, falls der Def.Bereich von f Teil-
mengen von V (z,y auf Def.Bereich) (geht auch fiir metrische Réume, Abstands-
begriff entscheidend)

Der Unterschied zur normalen Stetigkeit ist, dass z nicht festgehalten wird.

Man muss § finden, welches fiir alle x im Def.Bereich gleichzeitig ergibt, dass

1f(x) = Fw)ll <€
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Satz: Eine auf kompakten Menge stetige Funktion ist auch gleichméflig ste-
tig.

Beweis: Sei D C V, V ist Vektorraum. f : D — W stetig, aulerdem D kompakt
z.z.: f ist glm. stetig.

W.A.: f ist nicht glm. stetig, d.h.

3e>0V0>0: 3r,y € D mit ||z —y| < dsodass | f(z) - fly)ll >

Wihle § = %, n € N. Die entsprechenden x,y nennen wir z,, und y,.

= (@n)nen C D, (Yn)nen C D mit [z —ynll < 5 und [ f(2n) — fyn)ll > €

D ist kompakt = 3 konv. Teilfolge (7, (x))ren mit kli_{rolo Tpy = € D.

Da ||z,, — yn|| — 0 ist auch (y,(x))r—N konvergent mit lerr;O Un(k) = T-

Da f stetig (x € D!) gilt: nh_{r;o f(@puy) = flx) = kl'l)n;o T Wney)

= m f(@nw) = f(Ynw) =0

Aber Vk € N gilt: [|f (k) = f(Ynm))ll = €

= Widerspruch

1.5 Kurven im R":

Ana 1: f: R — R. Wir werden in Ana. 2 Verallgemeinerungen betrachten, d.h.
f R—=>R"bzw. f: R®" - R und f:R" - R™

Definition: Sei v : I — R™ stetig, I sei ein Intervallen in R. Dann nennt man -y
eine Kurve im R” und die Menge S := {x € R" : 3t € I mit y(t) = x} Spur der

Kurve.

Definition: Sei v eine Kurve, v : I — R™ stetig. Sei I0[a,b],tg = a < t; <

ty < ... <ty = b eine Unterteilung.

L(y) := sup{Z?=1 [lv(t;) — v(tj—1)|l2} heiBt Lange von +. Falls L < oo heifit
keN

rektifizierbar. Falls v]a,b] — R™ ist L(y) := lir% L(V][a+ep)), €te.
e— ’

Satz: Sei 7 : [a,b] — R" stetig diffbar = L(v) = [ [|7/(£)]|2dt.
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Bemerkung: -~y ist stetig diffbar, falls jede Komponente stetig deiffbar ist. v/ =

(11,72, ) falls v = (71,72, )
Beweis: 1. Schritt: Da ~ auf [a, b] stetig, ist 7/ auf [a, b] glm. stetig.

Ve > 036 > 0 so dass in jedem Intervall der Linge § ' hoéchstens um € variiert.
Dhoa=ty<ti=to+d<..<tp=bund |t; —t;_1| <9.

Es gilt: |7/ (s) =/ (t)|l2 <€, falls t;_1 <s <t <ty

2. Schritt: Wir mdéchten L(vy) mit f I/ (¢)]|2dt vergleichen.

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass wir nur Unterteilungen mit [t; —¢,_1| < ¢
haben.

L(y) = sup{>_; [ (t;) = v(t;-1)[I}

Wir vergleichen nun fttj 17/ (t)]|2dt mit ||y (te—1) — v(t;)]l2-

Wegen MWS 3s € [t;_ 4., so dass f ||'y )||2dt = Hv’( M- (t; —tj—1),

dies vergleichen wir mit ||y(¢;)—y(t;-1 Hg = H ft (t)dt||2, wobei der Haupt-
satz komponentenweise angewandt wird.

IS dtllz—llv( )|| (tj —tj-1)| = HI tj YOtz =[] 7y (s)d]|2]
<l J; = [ A (s)dt]2 = || I (S)dtHz

</, ||7 V(s ||2dt <7,

Insgesamt ist die Differenz der Linge des Polygonzugs und f Ilv/ () ||2dt gleich
(b — a)e. Dies Gilt fiir beliebiges € > 0, daher kommt die Gleichheit.

Bemerkung: Das Integral existiert immer, da das Integral stetig ist.
Bemerkung: Zwei unterschiedliche Kurven, die injektiv sind und die selbe Spur
haben, sind gleich lang. Betrachte eine Kurve v : [a,b] — R™ stetig diffbar,
injektiv. Sei ¢ : [¢,d] — [a,b] stetig diffbar und injektiv. Dann hat die Kurve
A [e,d] = Rn geg. durch )\( )= (yop)(t ) die selbe Spur und Lange wie .
JHIN @ l2dt = [ (@) ll2dt = [ 117 (@)l (D)t = [5970 17/ (5) | 2ds.

Definition: So ein ¢ nennt man auch Umparametririerung der Kurve.

Beispiel: (¢) = (cos(t),sin(t),t), t € [0, 27|
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fo —sin(t), cos(t), t)||2dt = fo \/sm ) + cos2(t) 4 1dt
\fdt = 27r\f
A(t) = (cos(2nt), sin(27t), 27t), t € [0, 1]
= fol \/4772 sin?(2nt) + 472 cos?(2mt) 4 4n2dt = 2mw\/2.

Definition: Sei v : [a,b] — R™ eine injektive, stetig diffbare Kurve. Sei f :
R™ — R stetig. Dann nennt man fab FOy@)|IY (t)]|2dt Integral erster Art.

Definition: Sei f : R™ — R", f stetig, v : [a,b] — R™ stetig diffbar.

Man nennt: f: < f(y(t),v'(t) > dt Integral 2. Art oder Arbeitsintegral.
Bemerkung: Die Integrale (Kurvenintegral, Integral 1. und 2. Art) sind wohl-
definiert, da die Integranden stetig sind. (Skalarptodukt ist stetig da: < v +

Sow>=<v,w >+ < 6w >< ||§]||lw]

Beispiel: Arbeitsintegral f : R? — R?, f(x) =z -|z|, v: [0,1] — R?
y(t) =at, @ € R?
Jo <d-t-lal-t.a> dt = [al3- [y 2dt = a3

Satz: Falls die Kurven injektiv sind, sind Linge und Integrale 1. und 2. Art
von der Parametrisierung unabhéngig, d.h. unterschiedliche Kurven mit der sel-
ben Spur haben das selbe Integral (aufler das Vorzeichen)

Beweis: [} < f(1((t),7 (p()e'(t) > dt =[50 (), N (8) > di
(1. Art analog)

Frage: Hangen die Integrale vom gewéahlten Weg oder evtl. nur von Anfangs-

und Endpunkt ab, i.A. JA!
Definition: Ein Integral 2. Art heifit wegunabhongig, falls der Wert nur von

Anfangs- und Endpunkt abhéngt. In diesem Fall ldsst sich eine Stammfunk-
tion definieren (nennt man auch Potential), d.h. f < f(v@®),~'(t) > dt =
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V() = V(v(a).

x
Beispiel: Wegabhingig sind Integrale fiir f(z) = f((x1,22)) = 2 |
—r

Bemerkung: Falls wir von injektiv sprechen, ist es ausreichend wenn dies bis auf

endlich viele Pukte gilt. Wegunabhéngig < geschlossene Wege ergeben Integral
0.

1.6 Differenzierbarkeit (fiir f: R" — R)

Definition: Eine Funktion f : R™ — R heifit an der Stelle a € R™ total differen-

zierbar
= dMatrix f/(a) € M(1 x n), so dass:
liy Letn)=H@=r@h _ g

h—0
Beispiel: f(z) =< z,x >, a = (1,0)

fla+h)=<a+ha+h>=<a,a>+2<ah>+<hh>= f(a)+ f'(a)-
h +7” Rest”

f'(a) = 2aT

Bemerkung: f'(a) lineare Abb. von R™ — R (Zeilenvektor, falls ” zSSpaltenvektor)
Bemerkung: Die Verallgemeinerung auf f : R"R™ ist klar!

f'(a) € M(m xn), (f'(a) -x) € R™

Alternativer Zugang: [ : R"™ —» R, f(z1,29,...) > R"”

Hé&lt man alle Variablen bis auf eine fest, dann hat man eine Funktion mit einer
Variablen und n — 1 Parametern. Wir benutzen einfach direkt die Ana ! Defini-

tion.

Definition: Sie f: R" = R, = (z1, 22, ...).
Die Ableitung #f(x) = lim M'Hl%])_m
J n—roo

nennt man, falls sie existiert, partielle Ableitung nach z;. f heifit an der Stelle

x partiell diffbar, falls bei x alle partiellen Ableitungen existieren.
Definition: Sei 7 € R™ ein Richtungsvektor, d.h. ||7]2 = 1.
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Dann heift lim L&D g f . R? 5 R™ Richtungsableitung von f, falls
h

—0
der Limes existiert.

Satz: f ist an der Stelle @ total diffbar
= alle Richtungsableitungen existiern an der Stelle @
= f ist an der Stelle @ partiell diffbar

Beweis: "=1": Sei f total diffbar, dann ist lim ‘lf(a+ﬁ)_ﬁ%‘i)_f,(a)'ﬁl‘ =0
h—0

Wenn man sich auf i = h- 7, T fix einschrankt, hat man die Richtungsableitung.

7=5": trivial, die partiellen Ableitungen sind besondere Richtungsableitungen.
Es gilt auerdem lim {EHD=IE) — p/(7) . 7 ¢ R™

h—0
Die Spalten von f’(a) sind die entsprechenden partiellen Ableitungen. Diese de-

finieren also f’(a). (Achtung! Dies funktioniert nur wenn f total diffbar)

Satz: Falls f bei @ total diffbar, dann ist f in @ auch stetig.
Beweis: lim L@@ L@k _ ¢ _ f(@+h)— f(@) =0 qed.
= [ h—s0

h—0
Bemerkung: Falls f partiell diffbar bei @, so muss f noch nicht einmal bei @
N 0,2y =0
stetig sein! Betrachte z.B. f(x,y) =
?, sonst.

An der Stelle (0,0) sind beide partiellen Ableitungen Null.
partiell diffbar =3 alle Richtungsableitungen
= total diffbar

Beispiel: Beispiel fiir: alle Richtungsableitungen existieren, aber nicht total diff-

bar (nicht einmal stetig):

0 fallsy=0
flx,y) = )
% sonst

f ist an der Stelle (0,0) nicht stetig. Betrachte (an)neny C R? mit a, = (£, %)

lim a, =0, lim f(a,) = lim 2% = 1=£(0,0)
n—00 n—00 n—00 ;2

Alle Richtungsableitungen an der Stelle (0,0) existieren.
1. Fall: 7= (1,0) = f(z,9) = 0 = Richtungsableitung ist 0.
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2. Fall: 7 = (a, ) = o? + %2 =1, B=0:
252

. rh)— . a 2
lim W = lim % = %
h—0 h—0

Satz: Sei f: R®™ — R™ in einer Umgebung von @ partiell diffbar und alle par-
tiellen Ableitungen seien an der Stelle @ stetig. (’f ist stetig partiell diffbar”).

Dann ist f bei @ total diffbar.

. . 2 p— 2 . .
Beispiel: f = % = % = 217””, 3—]; = y“; unstetig bei 0.

Beweis: O.B.d.A. sei f:R? = R, @ = (0,0), £(0,0)=0

lim £0)=0-f"(0.00h _

h—0 llAll

Betrachte f(hy,hy) = f(he, hy) — f(he,0) + f(hs,0) — 0. Nach MWS existiert
ein ¢ € [0, ] mit f(hs,0) 0= G (C,0) ha

ebenso existiert n € [0, hy] mit f(hg, hy) — f(he,0) = %(hz,n) - hy

= f(hayhy) = L(,0) - ha + L (hasm) - By

= flhayhy) = £/(0,0) - h = 4(¢,0) - by + L (ha,m) - hy — £/(0,0) - b

= (L £(6,0) = L(0,0)) - he + (L (harm) — £(0,0)) - by
(2 £(¢,0)— 4 (0,0)) ha+ (L (ha ) — 4 (0,0)) -y |
IRE

<L F(C,0) = L(0,0)] + 1L (harym) = £(0,0)]
da ¢ € [0, hg]) und n € [0, hy] ist }1113%]( =0, %13%)77 =0

4

Da die partiellen Ableitungen stetig sind gilt: %iné |%f((, O)—% (0,0) |+|% (hg,n)—
—
%(0, 0)| = 0 q.e.d.

Notation: Falls f : R™® — R nennt man f’ auch den Gradienten von f, grad f =
(%f, d%f, ), grad f : R™ — R"”

1.6.1 Rechenregeln

Satz: Seien f, g total diffbar, « € R
= af + g ist total diffbar. Dies gilt punktweise wie global.

Die Menge der total diffbaren Funktionen ist ein Vektorraum.

af (@+h)+g(@+h) —[af @+g(@)]-laf @+g (@1h _

Beweis: lim 2
P 2l

h—0
da:
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h—0 ”HH
i @) = af (@) = af (@ + 9@+ D) — 9(@9g'(@) -k _,
h—0 ”EH

Der Gradient von af + g ist gleich a grad f + gradg.
Ahnliches gilt fiir partielle Diffbarkeit und Existenz von Richtungsableitungen.
Total diffbar ist stirker als partiell diffabr in jede Richtung. Ableitung: f* Ma-
trix, Zeilen sind partielle Ableitungen.
Bemerkung: Wir werden uns nun Ableitungsregeln herleiten, insbesondere die
Kettenregel. WIr werden uns total diffbare Funktionen ansehen. Partielle Diff-

barkeit reicht in der Regel nicht aus fiir eine Ableitungsregel.

Satz: Sei f : R® — R™, g : R¥ — R" (Verallgemeinerung auf D C R¥ offen
mit entsprechenden Bedingungen maoglich). g sei an der Stelle a € R* total diff-
bar, f an der Stelle g(a) ebenso.

Dann ist f o g an der Stelle a total diffbar.

Es gilt: (fog)'(a) = f'(g(a)) - ¢'(a) (Matrixprodukt)
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Beweis: z.z.:

flgla+h))— f(g(a)) = f'(g9(a)) - g'(a) - h

lim =0

h—0 [|A]]

Schreibe: Tim [f(gla+h)) = f(g(a)) = f'(g9(a)) - g'(a)] - h]lg(a+h) — g(a)]
h=0 llg(a+h) —g(a)]

Wir wenden an, dass g(a + h)=g(a)

Da f total diffbar, gilt: V& — 0 :
i £(0(@) + ) = F(g(0) = Flg(a)) -k

=0
k—0 1%l

(Wihle k = g(a+ h) — g(a), da g bei a stetig gilt }hi%kz =0
flgla+h)) — flg(a)) — f'(9(a)) - (9(a + h) — g(a))

M= l9(a+h) - g(a)] -
Da gtotal diffbar existiert der Limes :
. gla+h)—gla) —g'(a) - h _
o | =0
= lgfa + hf)LH_ 9(a)l ist also beschrankt
_ iy Llat 1) — flg(a)) — f'(9(a))(g(a+h) — g(a)] - llgla+h) = g(a)]| _
h—0 17| lg(a + h) = g(a)]
L Flgat 1)~ Flo(@) ~ Fo(@) - (glath) —gla) _,
h—0 1Al
gla+h) —g(a) = g'(a) - h + Rest, hin TZSHJB
= lim flgla+h)) — f(g(a)) — f’(”(h|)) g'(a) h—f(g(a)) Rest _

Falls ¢’(a + h) — g(A) = 0 folgt, dass }llimo W = 0. Da der Zihler
—
auch 0

= Ableitung ist 0
Beispiel: Sei f : R? — R, wir moéchten f(cos(z),sin(x)) ableiten.

Setze g(x) = ( cos(@) ) ,g:R—>R2

sin(z)
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(Fo9)'(@) = F(9(e)) ') = (- F. - Doy = 52 F(0(0) - (—sin(e) + . Fg(o)) - costa)

b) Produktregel aus Ana 1:
zz.: (fg9) = f'g+ fg

oG = | TP ) row?
9(x)

F(z,y)=z-y, R - R
f(z)g(x) = FoG(x)

c) Sei f,g: R™ — RF total diffbar. Wie sieht die Ableitung von (f, g) aus?

(fr9):R" =R
- d
(f,9) =Y fi(@)g;(z) = oo\ fg) =
k=1
f 2k z :
Oder Kettenregel: F' = e R G = ijyj
g 7 j=1
gradf1
grad fo .
F = G’(Z)...
g
gradfg1

ghnlich wie Produktregel Ana 1 oben
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Mehrfache Ableitungen:

Falls die partiellen Ableitungen in einer ganzen offenen Umgebung eines Punktes
a existieren, kann man die entsprechende Ableitungsfunktion wieder auf Diff-
barkeit untersuchen. Neu im Vergleich zu Ana 1 ist/sind Frage(n) zu gemischten
Ableitungen.

Bemerkung: Falls f : R™ — R zweimal partiell diffbar an der Stelle a, gilt im

Allgemeinen nicht, dass:

d d d
dr g (0) = 4,4 f(a)!

Satz (von Schwarz): Sei f : R — R k-mal diffbar, die k-te Ableitung exis-

tiert im totalen Sinne. Hier sind alle Kombinationen gemeint. (k-1 mal beliebig
partiell, das Ergebnis sei dann total diffbar)

Dann vertauschen die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k.

Beweis: Sei 0.B.d.A.a =0,k =2

Betrachte: T'(h) = 75 (f(h,h) — f(h,0) — f(0,h) + f(0,0))
Definiere: ¢(z) = f(x,h) — f(x,0)

dann ist: T(h) = 75 (¢(h) — ¢(0)

Wegen MWS 3¢ € [0, h], so dass:

p(h) —¢(0) =¢'(¢) - h
= T(h) = 3 (G f(x,h) = 2 f(2,0)) o=
= 1 GEF(Ch) = & £(6.0)
Da %fbei 0 total diffbar ist:
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wiihle einmal i = ¢ , einmal h=

h 0
. . 0
Akso: fim 7(h) = lim 3G f)' || = @@ lon = &4 /(0.0

Alles obige ist symmetrisch unter Vertauschung der Rollen von z und y.

= Ebenso erhilt man }ILILI})T(h) = 41y /(0,0)

Bemerkung: In der Literatur taucht hiufig eine schwéchere Version auf, ndmlich

k-mal partiell diffbar und die k. Ableitung stetig.

Definition: Die Menge aller k-mal stetig partiell diffbaren Funktionen nennt

man oft C¥.

1.7 Extrema

Definition: Sei f : R™ — R bzw. f : R™ D D — R. Man sagt f hat an der Stelle
a € R" (bzw. a € D) eon lokales Minimum

& Jde > 0, so dass f(z) > f(a)Vz mit || — all2 < € (striktes Minimum falls
f(@) > f(a) fiir a=a)

Maximum und strikites Maximum analog.

Bemerkung: a ist hier ein innerer Punkt. Spéter werden wir uns Randpunkte

ansehen.

Satz: Falls a € D innerer Punkt der Definitionsmenge ist und f : F — R
dort ein Maximum oder Minimum ht, folgt: f' =0, falls f’ existier.

Beweis: Falls f bei a ein Maximum hat, hat auch f eingeschrinkt auf eine Ge-
rade durch f ein Maximum.

Sei p(t) = f(@+tr) :R—-Rbzw. [ - R

Aus Ana 1 wissen wir: %cp(tﬂf:o =0

= f(@) F=0= f(@=0
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Bezeichnung: Die Stellen, an denen f’ Null ist, nennt man kritische Punkte. Fiir

diffbare Funktionen sind sie notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema.

Definition: Sei A € M(n x n). A heifit: a) positiv definit :& (r, Ar) >
OV|rllz =1

b) positiv semidefinit :< (r, Ar) > 0 V||r|s =1

)
¢) negativ definit :& (r, Ar) <0V|r|2 =1

d) negativ semidefinit < (r, Ar) <0 V|r|la =1

e) indefinit sonst. Man fordert bei b) und d) hiufig auch dass ein |r]2 = 1

existiert mit (r, Ar) = 0.

Definition: Sei f : R®™ — R zweimal stetig partiell diffbar bei a, dann nennt

d

T f(a) die Hessematrix

man die Matrix Hy(a) gegeben durch (Hy(a));; = ﬁj

von f. Sie ist symmetrisch (nach dem Satz von Schwarz).

Satz: Sei a ein kritischer Punkt von f € C*.

Dann gilt: Hy(a) positiv definit = a ist striktes Minimum von f.
H¢(a) negativ definit = a ist striktes Maximum von f.

Beweis: (indirekt) von Hy(a) pos. def. = Min.

W.A.: a sei kein lokales Minimum

= Ve > 03z mit [la — |2 <€, so dass f(x) > f(a)

Setze 7= 77, betrachte ¢(t) = f(@ + 7).

x

Wenn f kein Min hat = ¢ hat fiir eine Richtung 7 kein lok. Min.

%gp(t)h:o = 0, da a kritischer Punkt, %gp(tﬂt:o < 0, da W.A. kein Minimum
fiir eine Richtung 7.

= & (f(@+1) M=o = § X7 - f@+tr)r;

= ket e day a f@ A+ t)rjrili—o = (7, Hy(a)7) > 0

Wie findet man heraus, ob eine Matrix pos. oder neg. def ist? Hier haben wir
den Vorteil, dass die zu untersuchende Matrix symmetrisch und dadurch (im
Komplexen!) diag.bar ist.

pos. def. < alle EW sind positiv
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neg. def. < alle EW sind negativ

Im R? reicht es, det und spur anzuschauen.

Beispiel: f(z,y) = (z + 1)26*”*?’2, f:RZ SR
kritische Puntke:

dx

d i
diyf(:my) = (z+1)%e ™Y (—x + 2y)

kritische Punkte: Vf =0

d 1
—_ = :—]_ = —
dyf 0=z ;Y 2:10

d
1. Fall: x = —1: Wann ist auch d—f =07 A: immer
x

1 d
2. Fall: y = 5% d—f =07
i

%f =2 +1)— Z(z+1)e

— e+ D2 Lz + e

1
1’1/2:—§(lﬂ: V17)
Hessematri 'd—Zf* i[(2( +1) —y(z + 1)2)e vt
ssematrix: - f = - [(2(2 y(z e

= [2 - 2y(z + D))" 4 (2(x + 1) — y(z + 1)) (~y)e =+

2

Zweiter Summand entspricht: . f+(—y) (ist 0 an den kritischen Punkten)
x

Durch Ausrechnen:
spurH = 2(z 4+ 1)%e™ 4+ [2 = 2y(z + 1)]e ™
+e2(x+1)2 +2 - 2y(x + 1)]|

2P dd .,
detH—@f'dfyzf—(%dfyf)

= e~ 2ovty’ (...) > 0 = Minimum, da H pos. def.

1—s 17 1—+/17
(w,y)=(12grtlT 1-V1T)
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1.8 Extrema unter Nebenbedingungen

In Analysis 2 sieht der Rand héufig komplizierter aus: f(z,y) = e Tw+D* D =
{(z,y): 22 +y> <1}, f:D—=R

lokale Extrema konnen auf dem Rand liegen: {(z,y) : 22 + y? = 1}. Dieser
besteht nicht einfach aus 2 Punkten (wie in Ana 1), sondern ist komplizierter.
Wir suchen also neben den kritischen Punkten im Inneren, Extrema von f auf

{(z,y) : 22 + y* = 1}, d.h. Extrema unter der Nebenbedingung % + 3> = 1.

Definition: Sei f : R® — R, h € R, dann nennt man die Menge Ls(h) :=
{Z € R": f(&) — h} Hohenlinie von f mit Wert h.

Falls f diffbar, steht der Gradient von f senkrecht auf den Hohenlinien. Ansons-
ten wire die Richtungsableitung entlang der Hohenlinie ungleich 0. Wir werden
Nebenbedingungen als Hohenlinien einer Funktion angeben, das macht die Be-
stimmung der Extrem einfacher.

Obiges Beispiel: g(¥) = 22 + y?> — 1 = 0, Nebenbedingung erfiillt auf der
Hohenlinie mit A~ = 0. An einem lokalen Extremum unter der Nebenbedin-
gung gilt auch fiir f, dass der Gradient senkrecht auf der Héhenlinie von g liegt.
(gemeint ist die Hohenlinie, die die NB definiert)

(grad f,7) = 0, 7 die Richtung entlang der Hohenlinie der NB.

= grad f || grad g, d.h. I\ € R so dass grad f — Agradg =0

Man sucht also fiir ein A € R das lokale Extremum von f—Ag, d.h. V(f—Ag) =0
A heifit Lagrangeparameter. Da g auf der NB konstant ist, hat f — Ag ein lokales
Extremum unter NB, falls f allein ein solches besitzt. Die kritischen Punkte sind
also Stellen, fiir die ein A existiert, so dass V(f — Ag) = 0. g sollte so gewéhlt

werden, dass grad g auf der Hohenlinie nicht Null ist.

Beispiel: Nebenbedingung: {(z,y) : 22 + y? = 1}, g(z,y) = 2?2 + 4> — 1 =
0, f(z,y) = e~ ++1)
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grad f = (—2xe_£2+(y+1)2, 2(y + 1)6_”2+(y+1)2)T = (0, —1) kritischer Punkt ohne NB

gradg = (2, 2y)T
—2x 2z 3
e - =0, =€
2(y+1) 2y
o - [ 22 x 1
N Y —0™ X =1, 11 2y +242=0=>y=—=
2(y+1) 2y .

Achtung!: = 0 nicht vergessen, dann \ beliebig

5 1
1.Fa11:>\:—1’y:—7§x:i§
2 2
2. Fall: x = 0 = Terfiillt, IL: (2y+1) — ;\(Qy) =0, 12?2 +y2—-1=0

=y = +1, aus II kénnte man X\ bestimmen

Betrachte die Werte von f an den kritischen Punkten, daraus kénne wir ablesen,

ob lokale Max. oder Min. vorliegen.

Zusammenfassung: e~% +u+1? {z*+y’~1=0}

kritische Punkte: (1,0), (—1,0), (%2, —3), (—%,—-1)

FLO) =e M =1, f(-1,0) =1, f(L, - =e it =e 3 <1, f(—L, 1) =
ez <1

= Minima bei (+¥%2, —1), Maxima bei (+1,0)

Die Methode lisst sich auf mehr als 2 Dimensionen erwitern: f(x,y, z),NB: g(z,y, z) =
0

Wieder ist grad f || grad g am kritischen Punkt.

Man kann hie mehrere Nebenbedingungen betrachten: f(x,vy,z2), g1(z,y,2) =

0, g2(z,y,2) =0

Dann liegt grad f in der Ebene, die von grad g; und grad go aufgespannt wird

(am kritischen Punkt)

grad f — A\ grad g1 — Ao grad go = 0 fiir geeignete Ay, Ao
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Problematisch wére der Fall, wenn grad g || grad g-

g(z,y) = 0 ist eine Hohenlinie. Wann ist die Héhenlinie in der tat die Spur ei-

ner Kurve? Wann kann man die Hohenlinie als Graph einer Funktion y = h(x)
x

h(z)
Spur von 7 ist Graph von h.

schreiben? v : x —

Beispiel: g(z,y) =22 +4y>—1=0

~(t) = (cos(t),sin(t)), t € 0,27 hat als Spur die Hohenlinie g = 0

Als Graph einer Funktion ldsst sich g = 0 nicht schreiben, aber an den meisten
Stellen geht es lokal, d.h. an den meisten Punkten w € {g(x,y) = 0} gibt es eine
offene Umgebung U mit w € U, so dass {g(x,y) = 0} UU ein Graph ist.

Dies kénnte man auch beim Kapitel Extrema unter NB gut brauchen: % g(y(t) =
0

(grad g,v') bzw. v - gradg

Fiir lokales Extremum von f entlang von 7 hat man: % f(~(t)) = 0 kritische
Punkte wie in Ana. 1

~ - grad f =0= grad f = Agradg

Definition: Eine Funktion A : R D D — R heifit implizit definiert, falls man
ein f : R? — R angibt und f(x,h(z)) = 0 fordert. Wenn man die Funktion

mittels Formel h(xz) = ... angibt, nennt man sie explizit definiert.

Satz (iber die implizite Funktion I):
Sei f:R? — R stetig diffbar. Sei (a,b) € R? mit f(a,b) = 0.
Sei diyf(a,b)/z{). Dann gibt es eine Umgebung R? D U mit (a,b) € U, U offen

und ein D C R mit a € D, D offen und eine Funktion h : F — R | so dass:
f@,y) =0 y=h(z)V(zy) eU

Beweis: Sei 0.B.d.A. a,b =0, U :={|f'(z,y) — f'(a,b)] < €}
Betrachte f(0,0):
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1. Fall: f(6,0) >0

Idee: wir gehen so weit in die y-Richtung, bis f(d,y) < 0

% f(z,y)=0 fiir € hinreichend klein.

Falls %f(0,0) = A > 0 ist, dann ist d—‘;f(:r,y) >A—¢

wihle € < 3, dann ist d%f(x,y) >3

S (6.) > £(5,0) + 2L (5,) -y (MWS)

wiihle y = — f<50 = f(6,y) < f(5,0) — 2 <§ )

Da f(6,0) > 0 und f(h,y) < 0, gibt es dazwischen einen Wert n : f(d,7) = 0
(ZWS)

Wir haben also ein 7 := h(J) gefunden mit f(d, h(d)) = 0. Dieser Wert h(9) ist

eindeutig!

WA f(6,51) =0, f(6,52) = 0= 3¢ € m, memitd g r57=5
Widerspruch zu d%f(x,y) > 2 auf ganz U.

Wir miissen nur noch priifen, dass (6,1) € U.

aber da |n| = |y| = @ o 0, da f stetig, f(0,0) = 0. Wenn § hinreichend
klein ist, bleibt (d,7) € U. Die anderen Fille, f(4,0) < 0, 4 f(0,0) < 0 etc.

analog.

Man kann auch die Ableitung von h bestimmen. Wihle ¢ < 3, f(6,0) =
L £(0,0) -6+ 710

hn}) r1 =0
f(5a77) = f((S,O) + %f(0,0) /) 'U»%ig(l)ﬁ =0
_ f(O 0)5 7‘15 _ de(O 0) ™1 .
= dyf(O OFrs L0047
mit dem Limes erhilt man also: lim 7 = 57() = lim M = h'(0)
509 dy £(0,0) 6—0
d
= h/(0) = =700 st also sogar diffbar auf D.

L7(0,0)

Umkehrfunktion: y = f(z), y — f(z) = 0 Umkehren:  — f(y) = 0. Gibt es
ein f~(z) =y?

Nach Satz der impliziten Funktion gilt:

Zumindest lokal geht das, falls % (z — f(y)) # 0.
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AuBlerdem gilt: %(f_l(w) = _(%1f(y)) = %Jl‘(y) - f,,(f}l(m))7 d.h. f7(y) # 0.

Satz iiber die implizite Funktion II: Sei f : R” x R¥ — R* stetig partiell diffbar.

f(z,y) = 0, zumindest auf einer Umgebung um eine Nullstelle von f, gibt es

eine Funktion A : R™ — R* mit:

f(x,y):O(:)y:h(x)

Bemerkung: Wenn yy k Variablen hat, braucht man auch k& Gleichungen um y
zu bestimmen. Da f nach R” abbildet, besteht f(x,y) = 0 genau aus k Glei-

chungen, némlich f;(z,y) =0fir j=1,...,k
Beweis: folgt nach Fixpunktsatz von Banach

Deefinition: Sei f : R™ — R"™ eine Funktion, so dass ein 0 < ¢ < 1 existiert, so

dass ||f(x) — f()|]2 < q]lx — yl|2 gilt, so nennt man f Kontraktion.

Satz: (Fixpunktsatz von Banach) Sei f : R™ — R”™ eine Kontraktion, dann
hat f genau einen Fixpunkt.
Beweis: Wéhle z € R™ beliebig und betrachte folgende Folge: x = xg, zj41 =

f(z;). Dann ist lim a, der eindeutige Fixpunkt:
n—oo

1) Existiert denn der Limes? z,, = (Z;L:_Ol Tjr1 — ;) + Zo

Es gllt To —T1 = f(’l,’l) — f(SC()) = HI’Q — 1‘1”2 < qu’l — ’I,’()HQ
T3 — T = f(JCQ) — f(:l)l)

= llzjp1 = zjll2 < @ lla1 — ol
Da ¢ < 1 folgt, dass also die Glieder ;41 — z; durch ¢’||z; — z||2 beschréinkt
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sind, also ist obiges eine Cauchy-Folge. (Folge konvergiert absolut, beschrinkt
durch geometrische Reihe).

= Konvergenz.

2) Existenz, bzw. Fixpunkteigenschaft: a = lilrpnn — 00T, = HILH;O f(zn).

Eine Kontraktion ist stetig: ||f(x) — f(y)ll2 < ¢llz — y|l2 = limn — ooz, =
f(nli)néo Zn) also a = f(a)

3) Eindeutigkeit: W.A. f(a) = a und f(b) = b mit a # b = f(b) — f(a) =
b—a=|f(b) = fla)ll2 = [Ib—al

Widerspruch zur Kontraktionseigenschaft. Der Beweis geht analog fiir vollstédndige

metrische Raume.

Mit Hilfe des Satzes kann man den Satz iiber die implizite Funktion bewei-
sen: Wir basteln uns hierzu eine Funktion, so dass der Fizpunkt genau auf der
Hohenlinie zum erliegen kommt.

Beweis zum Satz der impliziten Funktion: Sei also f : R x R¥ — R*

Wir definieren folgende Abbildung: g(y) = ey y wobei —d%f(o, 0) eine

— 4 £(0,0)
n X k-Matrix ist, ihr Inverses muss vorhanden sein.

Der Fixpunkt von g liegt auf der Hoéhenlinie:

g(a)za:>g(a):%—Fa:aéf(a,y)zo

g ist eine Kontraktion, so lange man sich auf einen Bereich einschréinkt, in dem

% f(z,y) eine Nullstelle hat.

f(a,y) — f(b7 y)

+a—0
_d%; (07 0)

g(a) —g(b) =

Wir néhern f(a,y) = f(0,y) + %f(o, 0)a + rest

f(ovy) + diyf(ov 0)0’ + TeStl - f(ovy) - %f(o,())b - T68t2 +a— b
-4 (030)
dy

= g(a)—g(b) =
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B d%f(oﬁ)(a —b)+a—0b rest; + resty
— 4 £(0,0) — 4 £(0,0)

Solange man sich in einer Umgebung befindet, in der die Ableitung d% f(z,y)
gut durch % £(0,0) angenaiehert ist, hat man die Kontraktionseigenschaft, So
lange wir diesen Bereich nicht verlassen, konnen wir den Fixpunktsatz verwen-

den.

Satz: (von Taylor) Beim Satz von Taylor geht es um die Approximierbarkeit
von Funktionen durch Polynome. Geg.: f : R — R, kann f durch ein Polynom,
welches in einem Punkt ¢ mit f und all seine Ableitugnen iibereinstimmt, ap-
proximiert werden?

Ana 1: p(z) = a + bx + ca? + ...

Ana 2: p(%) = @ + BZ + C(x,z) + ... mit B Matrix, C : R® x R® — R*

Idee: pfi(z) = >°7_, f(j)(a)(m;.i!a)j ist ein Polynom von Grad n, welches in allen
Ableitungen der Ordnung < n mit den Ableitungen von f iibereinstimmt.
Fragen:

1) Konvergenz: ob und wo? ”Problem”: Der Konvergenzradius kénnte 0 sein.
2) Auch bei endlichen Konvergenzradien kann der Limes existieren, abe rvon f

verschieden sein!

Satz: Sei f : R D D — R, (n+1)-mal stetig diffbar, n € N. Dann gilt:
f(z) = p(z) + R%(x) fiir alle x € D, ein festes a € D, mit:

a)pa(x) =310 f (j)(a)(z%{l)j Taylorreihe mit Entwicklungspunkt a
b) R%(x) = an)(f)% mit & zwischen a und x

Beweis: Sei 0.B.d.A a =0, n € N gegeben. Betrachte f(z) — p!(z) = ¢°(x)

n

Die ersten n Ableitungen von g an der Stelle 0 sind alle 0. Sei C' die grofte
(n + 1)-te Ableitung zwischen 0 und z.

C:=max{f"(s):0<s<zbaw. 2 < s <0} = fH(s) = gt (s) < C
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Wegen Hauptsatz :

g(n) ({L‘) . / g(n-l-l)(s)ds < / Cds =Czx
0 0

mn—i—l

n— n ’ =
f( 1)(w):/g( )(s)ds§/0 Csds:C?ig($)§Cm

Ebenso gilt fiir k := min{f("*1)(s), 0 < s <z bzw. z < 5 < 0}:

anrl
g(z) = k(n+ o
xn+1
= 9(z) = W(n + 1)!

mit einem W zwischen k£ und C.

= W = f+D(&) mit € € [0, 2] bzw. [z,0]

Zuriick zu den beiden Fragen:

1) wo konvergiert p,(z)? Das hat mit Satz von Taylor nichts zu tun. Wir be-

trachten einfach den Konvergenzradius der Potenzreihe p,, ()

Wurzelkriterium = Konvergenzradius r € [0, o0]

2) Ist der Limes der Taylorreihe gleich der Funktion? Hier hilft der Satz von

Taylor, insbesondere das Restglied. Geht das Restglied gegen 0, so konvergiert

Pn gegen f.

Falls f("+1) beschriinkt, bleibt z.B. durch 2" etc., dann geht das Restglied gegen

Null. Falls f(**+1(¢) schneller wiichst als z.B. (j!) hat man keine Konvergenz.

Betrachtet man zum Beispiel die Funktion f(z) = e~ = fiir > 0, 0 sonst, hat

man eine solchen Fall.

Verallgemeinerung fiir f : R” — R (fiir R” — R* komponentneweise)

s (dd d \T
Notation: V = (dm17 Jag dmn)
P 2 d . d S 2 d . d
av =>3i_,1a Zo> dhoavf = D=1 Tu;
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Satz: (von Taylor II) f : R™ — R, sei (n + 1)-mal stetig partiell diffbar.
Dann ist f(z) = pf(z) + R%(z) fur a € R™ mit:

d
1
a) mit pf (z :Z—' z—a)V fl,
J=1‘7

1

b) mit R (x) = CF

(2 = a)V]" " /e

mit £ zwischen z und a, d.h. £ = x + a(a — x) mit « € [0, 1]

Beweis: Sei a = 0, x € R" beliebig, n € N beliebig. Betrachte die Funktion
v:R—=R, o(t) = f(tZ), t € R

Das ist eine Funktion einer Variablen und wir kénnen den Satz von Taylor 1

benutzen.
w(l)—]:)] D)1 -0y
¢'(t) = IV f(3t) = (TV) flz
¢ = (&V)*fla
usw,

Das entsprechende Restglied von ¢ hat die Form:

1

(n+1)! M) =

1

m(fq)”ﬂflfg mit ¢ € [0, 1]

Wieder besteht die Frage nach Konvergenz der Taylorreihe woie, ob sie ggf. ge-
gen f konvergiert.

Zu 1) benotigen wie die Theorie zu Potenzreihen im Mehrdimensionalen. Die
entsprechenden Sétze und Definitionen lassen sich aus Ana. 1 geradlinig verall-
gemeinern.

Zu 2), wie oben ist das Restglied entscheidend.
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Definition: Eine Reihe s, := Z;Zl a; mit a; € R™ heifit absolut konvergent
1 >0 |laj|| konvergent.

Frage: héngt die Definition von der Norm ab?

Antwort: Im endlich dimensionalen nicht wegen der Aquivalenz der Normen

nicht!

Satz: Falls eine Reihe absolut konvergiert, konvergiert sie auch im eigentlichen

Sinne.

Beweis: Genau wie in Ana. 1: Betrachte eine absolut konvergente Reihe =

Z?Zl la;|| erfiillt die Cauchy-Eigenschaft, d.h.:

Ve >0 3N €N, so dass ZHajH <eVn,m>N

Jj=n

= || Z aj| < Z lla;|| A-Ungl. erfiillt auch Cauchy-Eigenschft, also konvergiert die Reihe

Jj=n Jj=1

Satz: (Wurzelkriterium) Falls limsup {/||a,|| < 1 ist, konvergiert die Reihe
n—oo
E?:l a;. Falls limsup {/|la,| > 1, dann konvergiert die Reihe nicht.
n—oo

Beweis: a) Betrachte Z?:l lla;||. Das ist eine Ana. 1 Situation. Das Wurzel-
kriterium aus Ana 1 kann direkt benutzt werden. limsup(...) < 1 = > |la,]|
konvergiert, = > a; konvergiert

b) Die Divergenz im Fall limsup(...) > 1 folgt, da in diesem Fall a; keine Null-

folge sein kann.

limsup ¥/ |la,]| > 1= lim |ja,| >1#0
n—00 n—o00

Mit Hilfe des Wurzelkriteriums kénnen wie etwas iiber den Konvergenzbereich

der Taylorreihe (oder anderen Potenzreihen) sagen:
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1) Konvergenz falls lim sup { W <1

n—oo
2) Divergenz falls limsup { W >1
n—oo

Sei die Richtung von (x — a) vorgegeben (7)

limsup /[ — a|"[[(7V)" flo]l = |2 — allimsup /[[(rV)" f|a]
n— oo

1.9 Analysis auf Banachrdumen

Definition: Sei V' ein normierter Banachraum, der bzgl. dieser Norm ||-|| vollsténdig

ist. Dann nennt man (V) || - ||) Banachraum.

Auf Banachrdumen lésst sich eine Ableitung definieren. z.B.; f : V — R heifit

diffbar, falls eine Abbildung A existiert, die linear und stetig ist, mit:

fl@+h) = f(z) + Ah + o(h)

mit %IL% =0 (lim in Bezug auf || - || gemeint, mit der V' ein Banachraum ist).
Bemerkung: Im unendlich dimensionalen muss eine lineare Abbildung nicht ste-
tig sein.

Beispiel: Differentiation ist linear, esin(%) bzgl. der sup-Norm wird das klein,
die Ableitung aber grof.

Viele Sétze, z.B. Linearitéit dieser Ableitung... gelten immer noch. INsbesondere

der Fixpunktsatz von Banach!

1.9.1 Gewohnliche Differentialgleichungen

Motivation: Ein Massenpunkt falle im lokalen Gravitationsfeld unter Reibung,

wie sieht die Bewegung des Punktes aus? Annahme: Bewegung nur in vertikaler
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Richtung: z(t) gibt die Héhe zum Zeitpunkt ¢ an.
&) =—g+r-i(t), greR

Eine solche Gelichung nennt man Differentialgleichung. Im Folgenden iiberlegen
wir, wie wir Losungen dazu finden und ob iiberhaupt Losungen existieren und/oder
eindeutig sind.

Zur Gelichung wird oft ein Afangswert angegeben:
z(0) = zp mit o € R
Definition: Sei f : R"*! > D — R, D offen eine Funktion. Die Gelichung

y " = f(z,y,9, ..,y )

nennt man Differentialgelichung n-ter Ordnung. Die Forderung y(z¢) = yo nennt
man Anfangswertproblem. Sei y : R D T ein offenes Intervall, mit y™ =
f(z,y, 9, ....,y" V) fiir alle z € I, dann nennt man diese Funktion y lokale
Losung der DGL, falls das AWP y(z¢) = yo erfiillt ist.

Falls I = R, dann nennt man y eine globale Losung.

Falls fiir jede weitere Losung g/ — R mit I € I und y(z) = §(x) Vx € I folgt:

I = I, dann heift y maximale Losung.

1.9.2 Trennung der Variablen

Betrachte eine DGL erster Ordnung der Form:y'(x) = g(y)h(z) mit g,h : R - R
diffbar.

Losungsrezept:
dy
& gly)hia)
Laly h(z)dzx |/
9(y)
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voq @
dy’ :/ h(x")dx'
/yo 9(y") %o

dann auflésen nach y. Durch die Wahl der Grenzen geht die Losung durch

($0,y0)~

Beispiel: ¢/ = y? cos(z), y(0) = 1

% = y? cos(x) — % = cos(z)dx — [} y%dy’ = [ cos(z’)da’

& [—i];’ = [sin(2)]§ < —% +1=sin(z) e y=

1
1—sin(x)

Theorie zur Trennung der Variablen: y' = g(y)h(x)

Sei H eine Stammfunktion von A und G eine Stamfunktion von %.

Betrachte die "Hohenlinie” G(y) — H(z) = 0. Satz iiber die implizite Funktion

sagt uns: man findet eine Funktion y(z), falls %G(y) # 0, d.h. ﬁ # 0. Au-

- x
Berdem: %y(x} = —Ziii = }% = g(y)h(z).
Y gly

Falls G(y) = 0 ist das unter Umsténden problematisch. In diesem Falls hat man

immer die Losung y = yo : ¥’ = 0, g(yo)h(x) = 0.

2y dy _ 2y » » dy 2dx
z? dr = = = y T

= In(y) =2In(z) + C &y =22 - e
z.B. y = 2% bei AWP 4(0) =0

Besipiel: 3/ =

. d
Beispiel: 3 = 2./, ﬁ =de=y=a+C=y=(+C)?
y = 0 ist Losung. Zu DGL gy’ = 2,/y ist die Funktion y = 0 eine Losung, aber

auch y = 22, ebenso:
0, fallsz <k

(x —k)? sonst

Einsetzen: y = 22, y' = 2z, 2,/y = 2z, falls > 0.
Die Losungen sind also nicht eindeutig. Fiir yo > 0 sind sie zumindest lokal

eindeutig.
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1.9.3 Variation der Konstanten
Wir betrachten DGL der Form 3’ = g(z)y + h(x).
Sei zunéchst h(z) = 0, d.h. ¢y = g(z)y. Trennung der Varisblen liefert:

dy

@ =g(v)y = g =g(x)dr = In(y) =Gx)+C=>y= oC eCl@)

de
AWP: y = yoe~(*0) wobei G(x) = f;ﬂ g(z)dz, d.h. G(zg) =0
Verallgemeinerung fiir h(z) # 0. Es reicht in diesem Fall eine Losung zu finden.

Weitere Losungen kann man mit Hilfe der Funktion y = Ce%(*) basteln!

Gegeben:
y' =g(z)y + h(z) (1)

Sei y(z) eine Losung dieser DGL, sei §(z) eine Losung der DGL:

d.h. j = Ce%®) dann ist y(x) + j(z) ebenfalls eine Losung von (1). Umgekehrt

gilt: Ist die Differenz zweier Lésungen von (1) eine Losung von (2)
W+9) =y +7 =g@)y+h(z) +9(@)§ = g(x)(y + §) + h()

(y—9)" = g(x)y + h(z) — g(x)y — h(z) = g(z)(y — 7)

falls y, y Losungen von (1).

G(*)  Allgemeine Losung der lin. DGL mit

y = g(x)y + h(z), Losung ist Ce
Inhomogenitéit h(z) ist gegeben durch eine spezielle Losung von (1) plus einer
Losung der homogenen linearen DGL ¢y’ = g(x)y

Suche nach einer speziellen Loung von (1):

Rezept: Ansatz y(x) = C(z)e®®). Einsetzen in (1), suche C(x) so, dass es passt.

= yf(2) = C(@)e%® + Ca)g(2)e®® = g(a)C()e®™ + h(x)



)

C(z) ist Stammfunktion von ehé%

Beispiel: ¢/ = xy + 23
z2
1) Betrachte die homogene DGL 3/ =2y — y = Ce'=
;E2
2) Suche der speziellen Lsg.: Ansatz y = C(x)e=

z2 (E2 .’L‘2 (L‘2
=y =C'(z)eT +CeTar=xCe? +2°=>C =237

Partielle Integration:

Allgemeine Losung: y(z) = (—2? — 2) + Ces
AWP: y(0) =1
y(0)=—2+Ce" =1 C=3

= () = (2 a?) e
ist Losung von (1) zum AWP y(0) = 1.

1.9.4 Existenz und Eindeutigkeit von DGL 1. Ordnung

Wir betrachten DGL der Form ¢’ = f(x,y)
Satz: (von Picard-Lindelsff) Sei f : [a,b] x R = R (bzw. f : [a,b] XB—B,
B Banachraum) stetig und global Lipschitz-stetig im 2. Argument, d.h. 3L > 0

so, dass Vy, z €B und Vz € [a, b]:

1f(2,y) = f(z,2)| < Ly — 2|

44



Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung (xg,y0) €]a,b[xB eine eindeutige

Losung der DGL.

Beweis: Zunéchst suche nach eine lokalen Losung, ’global’” spater. Wir betrach-
ten stetige Funktionen von [a, ] —B als Elemnte eines neuen Banachraums mit

Norm

|- lloos d-he [[ylloc == sup [jy(z)]

z€[ab
(Vollstandigkeit folgt spiiter, wird hier erstmal angenommen).
Wir betrachten erstmal lokale Eigenschaften, a < b ist also noch frei wihkbar,
0.B.d.A. sei zg =0, d.h. a < 0 < b.
Definiere Abbildung T : C — C' (C ist der neue Banachraum) geg. durch T'(y) :=
vo+ J (s, y(s))ds
Ein Fixpunkt dieser Abbildung T hat die Eigenschaft:

y="T(y) =yo+ /Or f(s,y(s))ds, d.h.:

a) y(0) = yo (AWP)

b) y' =0+ f(z,y(z)) (DGL)

Es fehlt nur zu zeigen, dass T kontrahierend ist, dann folgt mit dem Banachschen
Fixpunktsatz die Eigenschaft des Fixpunktes. Da Fixpunkte von T genau die
Losungen der DGL zum AWP sind, hat man lokale Existenz und Eindeutigkeit

der Losungen.

IT(W) = T(2) oo = Il + / " F(s.y(s))ds — o — / " f (s 2(5))ds]| e

x

= I/Oi(f(s,y(S)) = f(5,2(s))dsllco = sup || | (f(s,y(s)) = f(s,2(s)))ds]|

z€[a,b] 0

x b
< sup / 1£(5,5(s)) — F(s, 2(s))ds < / Lliy(s) — 2()llds < Llly — 2lloc - b

z€la,b]
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Wéhle b = ﬁ, dann ist das eine Kontraktion (bzw. a = —ﬁ fiir analogen Fall).
Wir haben also Existenz und Eindeutigkeit de Losung in [—5 + zo, 57 + Zo].
Globale Aussage (a kann auch —oo, b kann auch +oo sein). Da die Intervalllinge
nicht von x abhéngt, kann man die lokalen Losungen in einer globalen Losung
zusammenfiihren.

Es gibt auch lokale Versionen des Satzes: Lipschitz-stetig in einer Umgebung.

Im Satz spielt die Abbildung T eine entscheidende Rolle:

x

T(y) = yo + / F(s,y(s))ds, T:C = C

Zo

Offensichtlich bildet T" stetige Funktionen auf diffbare Funktionen ab.

Picard-Tteration: Mit Hilfe von T kann man eine Losung der DGL ¢ = f(z, y(x))

annahern:

Start: yo — y1(z) = T(yo) = y2(x) =T(y1) — ...

Benutzt man diese Iteration mehrfach, bekommt man zumindest eine Anndherung

an die Losung.

Einschub: Vollstédndigkeit der Menge der stetigen Funktionen bzgl. || - |-

Wir miissen noch zeigen, dass C': {f : I — B, stetig} ein Banachraum ist.

Beweis: Dass C' ein Vektorraum ist, ist offensichtlich. Zu zeigen ist hier die
Vollsténdigkeit. Sei also (yn)nen C C eine Cauchy-Folge. Wir definieren den
punktweisen Limes y : [ —B, y(2):= lim y,(z) wobei yn(x) €B. Der Limes exis-
tiert, da B Banachraum. Es bleibt zu zeigen:

1) y € C, d.h. y ist stetig.

2) In der Tat ist nh_}rr;o Iy — ynlloo = 0.

Zu 1): Hier benutzten wir eine Verallgemeinerung von Sétzen aus der Analysis 1.
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Satz: Eine auf einem Kompaktum K stetige Funktion ist gleichméBig stetig.

W.A.: f ist nicht glm. stetig, d.h.:
Je>0:V0:3r,y e K: |[f(2) = fWll =€ [le—yl <o
Setze § = %, d.h.
Je>0Vn €N pyn € K |[f(2n) = flyn)l = €

wobei ||z, — yn |l < L.
Sei x := nh_)rrgo z, 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass der Limes existiert. Wir
wihlen eine entsprechende Teilfolge aus. Existenz einer konvergenten Teilfolge
folgt aus der Kompaktheit.
Auch HILH;O Yn =, da ||z, — yn|| — 0. Wegen der Stetigkeit von f gilt:

flx) = lim f(zn), f(z) = Tim f(yn) = lim f(zn) = f(yn) =0

n— oo

Widerspruch zu || f(x,) — f(yn)]| > € Vn € N!
Satz: Eine punktweise konvergente Folge glm. konvergenter Funktionen hat

einen stetigen Limes.

Beweis: Seien (f,)nen jeweils glm. stetige Funktionen von D — W.
Mit f gegeben durch f(x) = lim f,(z).

n— oo
z.z.: f ist stetig:

Sei (5 )nencp eine beliebige Folge mit lim z, =« € D.

n— oo
Betrachte:

f(xn) - f($) = f(xn) - fm(xn) + fm(xn) - fm(x) + fm(x) - f(.l?)
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2.2.:Y¥e>03IN eN: | f(z,) — f(z)|| <eVn>N.

Wihle m, n so, dass:

£ @n) = Fml@n)ll < o Wfmen) = Fm @), Mnl@) = £ <

Dabei wihlen wie erst ein m, so dass die mittlere Eigenschaft gilt. Wegen der

Stetigkeit von f,, darf n variiert werden.

Zu 2) Die Konvergenz bzgl. || - ||loo iSt zu zeigen.
(Yn)nen ist Folge von Funktionen von [a,b] —B. y ist der punktweise Limes.
z.z.: lIm ||yn — ylleo =0
n—oo
Betrachte: su11){||yn(x) —y(z)||Bs}
e

Wir wissen:
Ve >0 3N € N mit sup |[|ym(x) — yn(z)||5 < € Vn,m > N
el

Wir zeigen, dass Ve > 0 3N € N, so dass |y, (z) —y(x)||p < e Vz € I.
Wihle N so, dass sup ||ym(z) — yn ()| < § Yn,m > N.
zel

Y(@) = yn(@) = y() = Ym () + ym(2) — yn(z)

Das ”Problem”konnte sein, dass n von z abhingt! Wihle zunichst NV, so dass
|Ym(x) = yn(2)||B < § Vo € I. Dann nehme ein beliebiges 2 € I und wihle n
auBerdem so gro, fass ||y(z) — yn(z)||p < 5. Dieses m konnte von x abhéngen,

macht aber nichts:

ly(z) —yn(x)||p <eVn>NVzel
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1.10 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten DGL der Form:
y = A(z) ylx), y: R—=>R", A: R — R™" (homogene)

sowie:

y' = A(z) - y(z) + b(x), b: R — R™ (inhomogene)

Eine Moglichkeit, diese zu 16sen hatten wir bereits: Variation der Konstanten.
Wir nehmen an, dass A(z) und b(z) stetig sind. Dann gelten die Voraussetzungen

von Picard-Lindeloff:

y' = f(z,y), hier f(z,y) = A(x)y + b(x)

ist stetig und Lipschitz-stetig in y”. (Anmerkung: global Lipschitz-stetig auf

jedem abgeschlossenen Intervall)

1f(z,y) = f(@, 2)| = [|A(z) - (y — 2)|| < sup [A;(@)] - ly — 2] = Llly — =]

4,7,

mit L := sup |A4;(z)|. Falls A, b stetig sind, dann haben wir fiir jede Anfangs-

,7,%

bedingung y(z¢) = yo Existenz und Eindeutigkeit der Losung.

Satz: Falls man alle Losungen der DGL zu beliebigen Anfangswerten betrachtet,
erhiilt mn einen Vektorraum der Dimension n (im homogenen Fall).

Beweis: Falls y(x), z(z) Losungen sind und o« € R, so gilt:
ay(z) + 2(z) = A(z)(ay(z) + 2(2)) = aA(z)y(z) + Az)z(2)

= Menge der Losungen ist ein VR!
Fiir festes g haben wir fiir jedes yy € R" eine eindeutige Losung. Variieren von
xo bringt keine neuen Losungen.

Bemerkung: Falls b(x) # 0 erhilt man einen affinene Raum der Dimension
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n. Hier ist der entsprechende lineare Raum der Loésungsraum der homogenen

Gleichung.

1.10.1 Reduktion linearer DGL héherer Ordnung

Beispiel: ¢ = —w?y ist lineare DGL 2.0Ordnung.

/ / 0 1
Definiere: Yo v, 0 = Y = 4 = y
y/ y// —wa w2 0 y/
, Lo 1 o .
= v = AV mit A = ) , dies ist eine DGL der Ordnung eins, der
—w* 0

Losungsraum ist 2-dimensional.
Wir betrachten das System auf dem Phasenraum R?, da ¥ : R — R2.

Allgemein: y™ = agy + a1y’ + agy” + ... + an_1y™ Y, die a; diirfen von

abhéingen.
Y Y
. 0O 1 0 0 O ,
Y Y
. , 0 0 1 0 0 .
V= =1V = - A'U
ag a1 Qg An—1
y(nfl) y(nil)

Losungsraum: n-dimensional.

Fortsetzung Beispiel: ¢’ = —w?y

Losung: e* - 4y bzw. eA@=20) 5, fir AWP #(xq) = ¥

Um e4®

zu bestimmen, wechseln wir in die Eigenbasis von A (bzw. Jordan-
Basis). Sei T die entsprechende Trafo, so dass TAT~! = D diagonal ist. Die

Spalten von T~ ! sind hier die EV von A!
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Losung: Die Eigenwerte von A sind

)\1/2 = +iw

und die zugehorigen Eigenvektoren

1 1
€1 = . , €2 = .
Tw —iw
1 1 1 1 -+
=T ' = , T=3 “
w  —iw 1 =+
w
1 el 0 . 1 1 elwe 0 1
=T Tvy = —
0 - 2
0 e W  —iw 0 e =
1 eiww efiw:v 1 _% . eiwm + efiww
=35 . Vo = . .
2 et —jweWT 1 ﬁ weT — jue W
1 .
cos(wr) —z sin(wz) 5

wsin(wz)  cos(wz)

1.11 Graphisches Losen von DGLn

Wir betrachten: y' = f(y), y e R, n > 1
Beispiel: Geddampfte Schwingung # = —w?z — v
0.B.d.A. kénnen wir w? = 1 wahlen; & = —z — &

Den allgemeinen Fall bekommen wir durch umskalieren der Zeit.

o1

i iwx i, —iwT
—Le Le
w + w

ezwx + e—Zw:C



I 1 T
Zunéchst v = 0: , betrachte

Ul —1 0 111
Die Losungen der DGL sind die Integralkurven des Vektorfeldes, d.h. die Tan-

genten an dei Losungen sind parallel zu den Vektoren.
Fiir v > 0:
Das lisst sich allgemein fiir § = f(y) anwenden. Wir zeichnen fiir jedes y € R™

den Vektor f(y) € R™.

2 Integration im R”

Wir mo6chten die Integration nach Riemann auf Funktionen f : R™ — T™ auf
n > 1 verallgemeinern. Wie in Analysis 1 bolden wir Abschétzungen von oben
und unten:

Sei: f : [al,bl] X [ag,bQ] — R
Fiir jedes (n1,n2) € N? definiere eine Abschiitzung von oben und unten:
ny na

711,712 ZZ bl*al 52*02)

j=1k=1

sup{f(xl,xg) txy €1, xo € Ky}

mit I := [ay + (jn;ll)(bl —ay), ay + 1= ‘“)}
und Ky, := [a2+%(b2—a ), as +M]
analog fiir U(ny,ns) := ...inf{...}

O := inf{O(n1,nz) : (n1,n) € N?}

U :=sup{U(n1,n2) : (n1,n2) € N?}

Definition: Falls O = U, so nennt man f Riemann integrierbar. Der Wert des

Integrals ist gleich U bzw. O:

/ fd*r =U =0
[al,bl]X[GQ,bg]
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Falls f : D — R, D kompakt, D C R? dann wihle einen Quader Q D D und

definiere:

/f(xlﬁcz)d%:/f($17I2)HD(I1,I2)d2~’C
D Q

Verallgemeinerung auf f : R™ — R. n > 2 klar.

Definition: Sei D C R? kompakt. Dann nennt man / p 1d"x den Jordaninhalt

von D.
Bemerkung: [, 1d"x = fQ Ipdtz mit D C Q

Satz: Sei f: Q@ — R, @ C R™ sei ein Quader. Falls f stetig = f (Riemann)
integrierbar.

Bemerkung: Falls f stetig, D € R™ beschriinkt, kann es passieren, dass | pfd'x
nicht existiert.

Beispiel: f:=1, D =QnN[0,1] ist beschrinkt.

Jpldhax = fol 1|g dx, aber U(n) =0, O(n) = 1Vn € N.

Beweis: Da f auf dem kompakten Quader @ stetig ist, ist f dort glm. ste-
tig.

= Ve > 03§ >0, so dass |f(z) — f(y)] <e¢ falls ||z — ylloo <

[ = Ylloo = max{|zs — v, [w2 — wal, ..}

Falls nq, ny hinreichend grof sind, gilt in jedem Teilquader ||z — y|loo < 9 :

p > bzl s el

= fiir jeden Teilquader gilt: sup{ f(x), z € Q(j, k,..)}—inf{f(z), x € Q(4,k,..)} <
€

= O(n1,ng,...) —U(ni, ne, ...) < €Q|

= 0-U=0,da:

0 = inf{O(n1,ne,...)=U(n1,n2)} > inf{O(n1,na, ...)} —sup{U(n1,na,...)} = O0=U >0
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Satz: (Monotonie des Integrals) Seien f,g: Q — R, @ € R™ Quader.
Falls f < g (d.h. f(z) < g(z) Vz € Q) und f, g integrierbar:

:>/ fd”xg/gd"x
Q Q

Beweis: Da f < g gilt, sind alle Suprema und Infima auf den kleinen Teilquadern
entsprechend 7 <”:

= 0'(n1,n3,...) < 0%(n1, no, ...)
Uf(nl,ng, ) S Ug(nl,ng,. )
= / fd"z =inf{O’ (n1,n9,...)| n1,n2,... € N} <inf{09...} = / gd'z
Q Q

Satz: (Linearitéiit des Integrals): Sei @ € R ein Quader, A € R, f,g : Q@ — R
integrierbar. Dann ist Af + ¢ integrierbar mit:

/Q()\f—kg)d”x—)\/Qfd"m—i—/di"x

Beweis: A f”: Jeder Schritt der Definition ist vertriaglich mit der Multiplikation
mit A:

inf{X f(z) : © € Teilquader} = A inf{f(x)...}

OM (ny,na,...) = NO¥ (n1,n,...) und UM (n1,na,...) = \UY (n1,ng, ...)

:>/Q)\fd"x:)\/Qfd"x

"f+g7: 7= (n1,ng,...) so dass O(7i < fod”:c + €
7i so dass 09(i) < Jogd'z + €
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Wihlt man m = (mq,me,...) mit m; = n; + 1; erhélt man jeweils eine

Verfeinerung.
m) §/ fdx + ¢ O9(m) §/gd”x + €
Q Q
o' (m) + 09(m) > 0/ +9(m) = 0T H9(m /fd"x+/gd"x+2e
analog: Uf"”’ /fd"x+/ gd'x — 2¢
Q
= O/t .= inf{O/H9(m /fd”aH—/ gd'x
U9 .= sup{U+9(m /fd"x—i—/gd"

Da U/t9 < Of19 = jeweils -”

Satz: (Fubini) Sei @ = A x B mit A Quader in R", B Quader in R™. Sei

f: @ — R integrierbar. Auflerdem existiere fiir jedes y € B das Integral:

/ f(a,y) d*z = Fy)
A

| Fayany
/Q fdmmy = /B F(y)d

Bemerkung: m = n = 1: linke Seite ist 2-dim. Integral. Die rechte Seite besteht

sowie:

Dann gilt:

aus 2 hintereinader ausgefiihrten Integralen in R. Diese konne wir haufig be-
stimmen (Stammfunktion finden, etc.).

Vorsicht: Wenn F(y) existiert (d.h. f(z,y) fiir jedes y integrierbar ist) und
[ F(y) d™y existiert, muss f(x,y) iiber @ nocht unbedingt integrierbar sein.

Belsplelz fiR2 = {-1,1}, Q = [-1,1] x [0,1]
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+1 falls (zx > 0 und y € Q) oder (z < 0 und yeQ)
fzy) =

-1 sonst

F(y):o;»/0 Fly)dy =0

In jedem Teilquader existieren Punkte, deren Funktionswerte +1 sind und Punk-

te, deren Funktionswerte -1 sind.

Beweis Fubini: Betrachte fQ fdrtmy

Wiihle 7 so, dass O7 (77) < Jo Fd" ™ x + e fiir € > 0 beliebig.
(Ve > 0 3ii so dass O (@) < [ f +e)

Die entsprechende Stufenfunktion liegt tiberhalb von f,

fa > f mit fz(z) = sup{y im Teilquader, der auch x enthilt}

fa ist Stufenfunktion, /fﬁ(x,y) d"a:Z/ f(z,y)d"x = F(y) (Monotonie)
B B
(i) = 7(x "x)d™ m
o' = [ ([ s arnany = [ Py

= [Fwamy< [feresemd [ rgany [1-c

a) Beispiel:

/ y cos(zy)dz = / / y cos(zy)dx dy = / [sin(xy)]5
[0,1]2 [0,1] J[0,1] [0,1]

— [ sinfu)dy = ~[eos(u)l} = 1 - cos(1)
[0,1]

. . 2_,2
b) Beispiel: f(z,y) = %
Diese Funktion ist bei (0,0) unbeschrinkt, daher nicht integrierbar im eigent-

lichen Sinne. Zunéchst die eine, dann die andere Integration ldsst sich jedoch
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ausfiithren. Die Integral existieren zum Teil nur uneigentlich. Zunéchst:

1 1
- y Yy g 1 _ 1T
/ / e dy)d;po/ [;EZ 5 y2]0dg; = /0 o 1dz: = [arctan(x)]; = 1

Aus Symmetriegriinden ist:

x? —y 0
dxdy— -
[l i

2.1 Weitere Eigenschaften des Integrals

Wir beschiftigen uns weiterhin mit eigentlichen Integralen. Die integrierbaren

Funktionen sind immer beschrinkt.

Satz: Sei f : Q — R integrierbar. Dann existiert eine Folge (ri%)reny C N¢ (Q C
R%), so dass:
lim O7 (1) — Uf (n3,) =0

k—o0

und umgekehrt.

Beweis: Integrierbar ist per Definition gleichbedeutend mit:
= inf{O7(77) : i € N} = sup{U' () : m e N} =U

= El('rﬁk:)keNa (n_];)keN hm Of(nk) = lim Uf(mk)

k—o0

d.h. lim Of(ny) — Uf (m%) =0

k—oc0
Sei nj, € N ¢ (1) :== (ng);(my); (175 = 15kn7) komponentenweise)

= 07 (7i) < O(w), UY (1) = U ()

= O/ (1) — U7 (rir) < O (ri) — U (i) "=5° 0
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= (k) — U (niz) "= 0

Umkehrung ist direkt: klim Of (ny) —Uf(n1) =0
—00
inf{Of(77) : @ € N°} < inf{Of (n}) : k € N}

sup{U7 () : i € N°} > sup{U”/ (1i}) : k € N}

Auflerdem gilt:
{07 (1) : @ e N°} D {0 (n}) : ke N}

{Uf (1) : @ e N°} © {U(ni}) : ke N}

=0=U

Satz: Sei f: Q@ — R, Q € R? integrierbar, dann ist auch f*:Q — R und f~ :
Q — R integrierbar. Hier ist f*/~ der positive/negative Anteil der Funktion f:

[ f(z) falls f(z) >0 Fa f(z) falls f(z) <0

0 sonst 0 sonst

Beweis: f integrierbar = 3(1i},)peny C N mit:

lim Of (1) — U (nj,) = 0

k—o0

Wir vergleichen O7 (1i},) — U/ (1i},) mit or" (%) — U?" (n}). Fiir jeden einzelnen
Balken gilt, dass die Differenzen von oberer und unterer Abschitzung nicht
grofler wird.

Fall 1: sup{f(z): = € ¢} > 0, inf{f(z) : = € ¢} > 0 fiir Teilquader ¢, dann ist:

sup{f(z) : @ € q}—inf{f(z) : @ € g} = sup{f*(x) : @ € gh—inf{f*(a) : w € g}
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2. Fall: sup{...} > 0, inf{...} <0
= sup{f(z) : @ € q} = sup{f*(2) : x € ¢}

0>inf{f(z): z€q} <inf{fT(z): z€4q} >0

3. Fall: sup{...} <0, inf{...} <0
= ff=0aufq=0<0/ (ij) = U (p) < OF (i) — U (niz) "= 0
= 0" (i) = UT" (k) ¥ 0
= f7 integrierbar (analog fiir f™)
Sazt: Seien Dy, D5 beschrinkt, D = Dy U Dy, D1 N Dy = (. Dann gilt:
/ f@de= | f@yde+ [ f@)de
D D, D->
falls die rechte Seite existiert.

Beweis: Dies ist ein Sonderfall von [ f+g= [f+ [¢:

/Df(m)dx ::/Q]ID(x)f(x)dx:/[le(x)—l—]lpz(x)]f(m)dx

Q

- / Ip, (z) f(z) dz + / Ipy(@) f@)da = [ f@)det [ flz)du
Q Q D, D>

Wobei D C @, Q C R? Quader.

Satz: Sei f: D — R, D C R™ Jordan messbar, f sei integrierbar. Dann gilt:

|D| inf{f(z) : z € D} < /Df(x)d”x <|D| sup{f(z): x € D}
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| D] ist hier das Jordan-Maf} von D.
Beweis: Direkte Konsequenz aus der Monotonie:

g : D — R sei definiert als g = sup{f(z) : € D} auf D
g>f(auf D)= glp > fIp

= / g(x)d"z =sup{f(z): z € D}/ Ipd*z =sup{f(x): x € D} |D| Monoztonie / flx)d"x
D Q D

andere Abschétzung analog.

Satz (Mittelwertsatz): Sei D wegzusammenhéngend, Jordan messbar und ab-

geschlossen. f: D — R stetig. Dann gilt:
e Dmit £6)[D] = [ j@)d
Beweis: D kompakt, da beschrinkt und abgeschlossen
= f hat auf D ein Maximum und Minimum
— 3M € D mit f(M)|D| > /D F@) d"a

Im € D mit f(m)|D| S/ flx)d"x
D

Sei v : 0,1 — D eine Kurve mit v(0) = m, v(1) = M. Nach Zwischenwertsatz

(0
gibt es ein ¢ mit f(y(t)) = [, f(ﬁ;\lnw

Nty =€ F(©)|D| = /D f(2) dva

Satz: f: @Q — R integrierbar, @ € R Quader. Sei g : R — R stetig.

Dann ist g o f auf ) integrierbar.

Beweis: Integrierbarkeit: 3(1i},)reny C N¥ mit klim O(ny)—U(n) =0
—00

z.z.: Ve > 0 : 3ky € N so dass 09°7 (n3,) — U9/ (niy,) < e Vk > ko fiir geeignete
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Folge (7ij.) ken-

Vi >0 36 > 0so dass |g(y) —g(2)| <, falls |y — 2| < ¢

und y,z € I, I ist hier das kompakte Intervall [inf{f(x) : = € Q},sup{f(x) :
z € QY]

sup{gof(z): x € ¢}—inf{gof(z): x € ¢} < n falls sup{f(x): 2z € ¢}—inf{f(z): x €q} <o

Bedingung: V7 > 03k : Of (riz,) — U7 (n},) < 7 Vk > ko
Wéhle 7 = 1§ und das entsprechende kq. Es gibt nun ’Séulen’, deren Differenzen
grofer sind als §. Deren 'Anzahl’ ist aber klein: Zerlege @) in zwei Teile, einen

Teil, in dem die Differenz zwischen O und U je kleiner als § ist, und > § im

anderen Teil. Q = Q< U Q=9
1Q=°16 <nd=|Q=°<n

tégoﬂ@d%ﬁiéqgoﬂ@d%%h/ go f(z)d"x

Q<6

| <102 swlgo fa): v e Q)
[ gef@aad =
Q=5 > |Q=°] inf{go f(x): z € Q}

Da f beschriankt und g stetig, ist g o f beschrénkt.
= 3C mit |/ go f(x)d"z| <Cn
Q

/ go f(z)d"z < n|Q|
Q<5

Wihle = (-
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2.2 Uneigentliche Integration

Bisher hatten wir Integration so definiert, dass f und D bzw. @ je beschrankt

sein miissen. Fiir beide Fille wollen wir den Integrationsbegriff erweitern.

Definition: (Qn)nen Quader, Qni1 D Qn, lim Q, = R f: RT — RY ist
n— oo

uneigentlich integrierbar
< lim f(Z) d%x existiert im eigentlichen Sinne

Falls fRdf+ gdp DZW. fRdf* 44, 1M eigentlichen Sinne existieren, dann ist:

[ r@dte= [+ [

Bemerkung: Die Einschrinkung auf nicht negative (nicht positive) Funktio-
nen hat dne Vorteil, dass [, f (#)d%x nicht von der Wahl der Quader abhingig.
Falls f allgemein gewihkt wird, kann der Liems von der Wahl der (@ )nen

abhéngen.

Bemerkung: Damit an f(x) d%x existiert, reicht, dass an f(x) dx beschrinkt
bleibt, da I, := fQ" f(x)d%r monoton ist. (Falls f nicht negativ oder nicht
positiv.)
Beweis: (Unabhéingigkeit von der Wahl der Quader)
Sei (Qn)neny und (Pp,)nen aufsteigende Folgen von Quadern. Wir wollen zeigen,
dass:

HILII;O 0. f(z)dlz = nhﬁrr;o . f(z)d?z falls nhﬁngo Qn = nh%nolo P,(=R%)
Fiir jedes n € N finden wir ein m € N, so dass P, C Q,, da jede Ecke von
P, irgendwann in einem (); enthalten ist. Es gibt endlich viele Ecken d =

Behauptung.
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Wegen der Monotonie gilt (hier f: R? — R{):

/ fz)diz < f(z)d%z < lim f(z)diz
P Qm

d.h. Vn € N gilt:

/ f(z)d% < lim f(z)d%z = lim f(z)d% < lim f(x)dx
P

Man kann oben einfach die Rolle von P und @ vertauschen und erhilt analog:

lim f(x)d% > lim f(x)d%

n—oQ P m—o0 Q
n m

= ’=’ Gleichheit beider Seiten
Dieses Argument gilt auch fiir uneigentliche Limiten, d.h. wenn man lim ... =
n— oo

oo zulésst. Die Frage, o lim |, p Qnf(T) d?z existiert, hingt also auch nicht von
n— oo

der Wahl der Folge der Qauder (Q,,)nen ab.

/D f(a) d'a = / Tn(a) f@) d'

Ein weiteres Problem fiir Integrierbarkeit besteht, falls f auf D unbeschrinkt
ist. Das war schon in Ana 1 so:
Beispiel: fol ﬁdm ist im eigentlichen Sinne nicht definiert, da U < oo aber
0 =+o0
Losung: fol %dm = lim f: %dm = lim._,0[2\/7]} = 2
Man schneidet also so, dass man Ve > 0 eine beschrinkte Funktion erhélt.

Ahnlich gehen wir bei Funktionen mehrer Variablen vor.

Definition: Sei (Qn)nen eine absteigende Folge, Q11 C @n, von Quadern.

f: D — RY. Wir definieren das uneigentliche Integral
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Wir benétigen dazu D N ILm Q.=D ?T_Ol @, = 0. Wie oben definiert man das
uneigentliche Integral fiir allgemeines f durch [ f= [fT+ [ f~.

Bemerkung: Der Satz von Fubini lisst sich auf uneigentliche Integrale erwei-

tern. Falls z.B. f unbeschrénkt ist: Wihle @,, so, dass

/Df(x)ddo:/D\Qnddx<e

fiirf:D—)]Ra'.

Fiir fD\Qn benutze Fubini, danach bilde den Limes ¢ — 0.

3 Transformationssatz

In der Ana 1 gab es die Substitutionsregel:
z.B.:
> —z? 2 du
2ee” " dx; u = x°, — = 2z, 2zdxr = du
0 dx

:>/ 2$e*‘”2dx:/ due ™ =1
0 0

Definition: Eine Abbildung ¢ : D — W mit d,WW C R? offen, heifit Diffeo-

morphismus

:& ¢ bijektiv und sowohl ¢ als auch ¢~ stetig diffbar

Satz: (Transformationsformel) Seien D, W C R offen und Jordan messbar,

¢ : D — W ein Diffeomoephismus. Sei f : W — R¢ eine integrierbare Funktion.
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Dann gilt die Transformationsformel:

[ sl @it = [ fod's
o~ 1(W) w

Anwendung: [ e~ dy =7

R ) R (R
lim e " dxr =4/ lim / / e~ eV drdy = *
R—o00 —R R—o0 ~-RJ—-R

/ e_xQ_dezx = 1127 / e_mz_y2d2m = Ig
Qr Kr(0)

mit Kr(0) Kreis um den Ursprung mit Radius R.

R R
2 2 2 2
= lim / / e Y d’r = lim e T TV d%x
-RJ-R

R—o0 R—o0 Kr (0)

Fiir R fest. aber beliebig, nutze Trafo-Formel.

T 7 COS
(p,7) — =
Y rsin @

—TCOSp  COS
¢ = 4 4 = det ¢/ = —rsin?¢ —rcos?p = —r
rcosy  singp

R 27 ) R 5 2
* = lim e | —r|drdp = lim 2re”" dr = lim [—me™" |
R—o0 [ 0 R—o0 /o R—o0

—-R

= lim (—me 2+7r):77

R—

= / e dr = /7

Beweis des Transformationssatzes: Strategie: Es reicht zu zeigen, dass der Tra-

fosatz fiir konstante Funktionen gilt! Eine allgemeine Funtkion ndhern wir von
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unten und oben durch Treppenstufen an. Letztere sind Summen konstanter

Funktionen.

U(R) < /Wf<x> dtz < O(i)

lim U(ny) — O(ng) = 0 fiir geeignete Folge (7i})ren

k—o0

Lemma: Die Trafoformel gilt fiir f =1 und W = Q Quader, ¢(x) = Az + .

Beweis: Folgt direkt aus der linearen Algebra mit oben besprochen:

/Q f(z) diz = |det(A)]|6~1(@Q)] = Q|

Lemma 2: Die Trafoformel gilt fiir Diffeomorphismus ¢.

Beweis: W.A.: 36 > 0, so dass ’\Q| - f<¢>*1(Q) | det ¢’ (t)|dt| > 6

Wir zerlegen @ in zwei Teilquader. Die Differenzen in mindestens einem der
beiden Teilquader muss ebenfalls groflier als g sein. Diesen Schritt kann man
beliebig oft wiederholen und erhilt eine Folge immer kleiner werdender Teilqua-
der:

3(gx)ken, Folge von Teilquadern von @ mit:

a) gl = Q|27

b) Durchmesser der Teilquader g, geht gegen 0

>0

c)

il — / |det ¢/ (1)| dt] > 527 & [|Q| — 2* / | det ¢/ (£)] dt
¢~ (qr) k)

q
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