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Vorwort

Diese Mitschrift ist kein Skriptersatz! Einige Skizzen sowie Beweise werden unvollstédndig oder
gar nicht wiedergegeben. Auflerdem wird keine Garantie auf Fehlerfreiheit gegeben. Sollten
Fehler gefunden werden, bitte gerne per Mail an [felicitas.henle@uni-tuebingen.de| wei-
terleiten, vielen Dank!

Man moge mir auflerdem verzeihen, dass die Kapitel 1 und 2 hier leer sind - siehe dazu die be-
reits online verfiigbaren Skripts zu den Themen Funktionentheorie (https://www.math.uni-
tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/skripte/mfph4-
funk.pdf) und Differentialrechnung (https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/
maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/skripte/mfph3-diff-kopie.pdf)).


felicitas.henle@uni-tuebingen.de
https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/skripte/mfph4-funk.pdf
https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/skripte/mfph4-funk.pdf
https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/skripte/mfph4-funk.pdf
https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/skripte/mfph3-diff-kopie.pdf
https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/skripte/mfph3-diff-kopie.pdf




Inhaltsverzeichnis

Grundlagen|

Existenz und Eindeutigkeit|

Lineare Systeme]

Differenzierbare Abhangigkeit vom Anfangswert|

Qualitative Theorie

11

23

39






1 Grundlagen






2 Existenz und Eindeutigkeit






3 Lineare Systeme

Motivation 3.1. In dem im Vorwort erwdhnten Skript zur Differentialrechnung wurde be-
reits die grundlegende Theorie iiber lineare Systeme behandelt. In diesem Teil geht es nun
um die Lésung von linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten mit Hilfe der Matrizen-

Exponentialfunktion. Ist
2= Az

mit A € Mat,(C) ein lineares System auf C" mit einer Diagonalmatrix

A1 0
A =diag (A1,...,\p) = .
0 An
so ,entkoppelt Z = Az zu n Gleichungen auf C
21 =Mz
Zn = A\nZn.
Die allgemeine Losung lautet dann
21(t) = ¢ - eM?
Ant

zn(t) = ¢y - e
wobei man die Koeffizienten ¢; aus den Anfangswerten erhélt, also

21 eMit 0 c1

(t) =

Zn 0 eAnt

Cn

Das heift, dass die Spalten von ® : R — GL,(C) ein Losungsfundamentalsystem von z = Az
sind mit

et 0
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3 Lineare Systeme

Beachte, dass
Ak = = diag(\¥,... A5y vieN,
Deshalb ist ®(t) = Y72, #(t - A)F = exp(tA) = ™4

Frage: Ist ®(t) = exp(tA) auch im allgemeinen Fall eine Losung von ® = A® auf Mat,,(C)?
Bzw. macht der Ausdruck 73", A*” fiir alle A € Mat,(C) Sinn?

Erinnerung 3.2.
a) Seien (V|| - |lv) und (W,| - ||w) normierte Vektorraume und ist 7': V' — W linear, so
setzt man die Operatornorm ||T|| € [0, 00] so fest:

1T} = sup {|Tollw: vl <1}

Es heifit T' beschrdinkt, falls ||T'|| < oo ist.
b) Sind V und W endlichdimensional, so ist jede lineare Abbildung T': V' — W beschrankt.
¢) Im Fall V = C" betrachten wir die euklidische Norm

2l = /(2. 2) = J—

und erhalten die induzierte Operatornorm fiir A € Mat,,(C) = Hom(C",C")
[A]l = sup {[|Az|| € [0,00) : [|z[| < 1}.

d) Ist dim(V') < oo, so sind je zwei Normen || - [|; und [ - ||2 auf V' dquivalent, d.h. es gibt
Konstanten ¢, C > 0, sodass fiir alle v € V' gilt:

c-[lolli < llvlle < C-flolly

Daraus folgt unter anderem: Eine Folge (vy)neny in V' konvergiert (bzw. ist Cauchy-

Folge) bzgl. || - ||1 genau dann, wenn sie bzgl. || - |2 konvergiert (bzw. Cauchy-Folge
ist).
e) Fur die Operatornorm || - ||: Mat,(C) — [0, 00) gilt (direkt aus der Definition):

(i) ||1Az|| < J|A]| - |lz]|  fir alle A € Mat,(C) und alle z € C™.
(ii) [|[A-B| < ||A]|-||B|| fir alle A, B € Mat,,(C),
insbesondere ||A™] < ||A||™ fir alle m € Ny und A € Mat,,(C).

Vorbereitung 3.3. Um
. GXp Z Tn «

fir ein Element T" € M erkldren zu konnen (mit einer Menge M), braucht man folgende
Strukturen auf M:
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(i) M sollte ,innere Multiplikation® M x M — M, (T,S) — T - S haben, damit , 7"
erklart ist.

(ii) M sollte ,duBlere Multiplikation® C x M — M, (\,T) — X -T haben.

(iii) M sollte Addition M x M — M, (T,S) — T + S haben.
Das heifit, M sollte eine C-Algebra sein, um ,, » p_, %T’““ erklaren zu koénnen. (Die Anforde-
rungen (i) und (iii) machen M zu einem Ring, wiahrend die Anforderungen (ii) und (iii) M
zu einem Vektorraum machen.)

(iv) Auflerdem sollte M noch eine Norm tragen, damit wir Konvergenz haben, und damit

k _ 7: k
2T = > T
k=0 k=0

erklart werden kann. (Vielleicht fordern wir sogar, dass M bzgl. || - || vollstindig ist,
dann wiirde jede Cauchy-Folge konvergieren, und wir hétten eine sogenannte ,,Banach-
Algebra®.)

— Alles das hat (Mat,,(C), || - [)-

Satz 3.4. Fir jede Matriz A € Mat,(C) konvergiert die Exponentialreihe

Z — Ak absolut.

Kommentar 3.5. Absolute Konvergenz bedeutet, dass sogar

[e.9]

1
E: — Ak
= k!

konvergiert. Wegen der Vollstindigkeit von (Mat,(C), |- ||) konvergiert dann auch Y 3% 2 A

n
Beweis von Satz[3.4 Wir miissen nur zeigen, dass die Folge (Z H% AkH> nach oben
k=0"" neN
beschrankt ist. Wir schreiben dann

1
= k!
Aber es ist
(o) o o0
S [aat] < S a4 LS Lk = e < oo
k=0 ’ k=0 """ —o v

[e.°]
Also konvergiert > %Ak absolut.
k=0
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3 Lineare Systeme

Definition 3.6. Wir nennen
exp: Mat,(C) — Mat,(C)

<1 1
exp(A):E:EA":eA:]ln+A+§A2+...
n=0 """

die (komplexe) Matrizenexponentialfunktion.

Satz 3.7. Sei exp die Matrizenexponentialfunktion. Dann gilt
(a) Ist S € GL,(C), A € Mat,(C) und B=S-A-S71, s0 gilt

exp(B) = S -exp(A) - S~
(b) Sind A, B € Mat,(C) mit A- B = B - A, so gilt:
exp(A+ B) = exp(A) - exp(B).
10
(c) Esist e® =1, = diag(1,...,1) = ( ) und fiir alle A € Mat,,(C) ist e* € GL,(C)

0o 1
und es gilt

exp(A) ™! = exp(—A).

Anmerkung. In den Ubungen werden wir zeigen, dass fiir die Matrizenexponentialfunktion
die Potenzgesetze in voller Allgemeinheit nicht gelten. Auflerdem zeigt uns Teil (a) von Satz
, dass man ohne Probleme zu Konjugierten tibergehen kann. Teil (c) zeigt uns dann, dass
e’ fiir alle A € Mat,,(C) invertierbar ist.

Lemma 3.8 (Cauchy-Produkt von Reihen). Seien Y 72 Ax und > 72, B; absolut konvergente
Reihen in Mat,(C) und

Cp = Z ApLBy.
n=k-+1

Dann konvergiert auch Y oo o Cy, absolut und es gilt

Z C, = <Z Ak> . <Z Bl> ,» Cauchy-Produkt “.
n=0 k=0 1=0

Beweis von Satz[3.7.
(a) Es ist

Bk:(S-A-s—l)-(S-A-s—l)-...-(S-A-s—l):S-Ak-s—l

k-mal
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und daher gilt dann
B =S g oS lg s g (S Lar) oo g Ay s
xpB) = Yo gl = 3 S 45T =5 (L pat) s = e 87

(b) Wegen AB = BA gilt mit dem Binomischen Lehrsatz (BLS)

(A+B)"= > (Z) AR,

k+l=n

== exp(A + B) fet Z

(c) Klar ist

Wegen A-(—A) = —A% = (—A) - A vertauschen die Matrizen A und —A. Dann ist

1,, = exp(0) = exp(A + (—A)) © exp(A) - exp(—A)

und ebenso 1, = exp(0) = exp((—A) + A) ®) exp(—A) - exp(A).

Also ist exp(A) invertierbar und es gilt exp(—A) = exp(A)~!.

O]

Satz 3.9. Sei A € Mat,(C). Dann ist ®: R — GL,(C), ®(t) = exp(tA) stetig differenzierbar
(sogar analytisc@ und es gilt

®(0) = 1, Pt)=A-d(t)=d(t)- A VteR.

!Erinnerung: Analytisch heiBt, dass jeder Eintrag um jeden Punkt in einer Potenzreihe in ¢ entwickelbar ist.
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3 Lineare Systeme

Kommentar 3.10. Sind ¢1,...,p,: R — C" die Spalten von ®, so ist also (¢1,...,¢n)
ein Losungsfundamentalsystem von Z = Az auf C" und das zugehorige dynamische System
(Gesamtheit der Losungen) ¢: R x C* — C™ ist gegeben durch

(pt(z) — etA .z

Nachtrag. Anschauliche Bedeutung des Cauchy-Produkts (Lemma 3.8):
C,, ist gerade die Summe iiber jene Summanden, fir die k + | = n gilt. Diese liegen alle auf

einer Geraden, wenn man in dem Gltter Ny x Ny an die Stelle (k,[) gerade die Matrix Ay B;
setzt. (siche Abb. [3.1).

Abbildung 3.1: Anschauliche Bedeutung der Summanden von C,.

Man summiert zunéchst fiir jedes n die endlich vielen Summanden auf, die in der Diagonalen
zwischen (n,0) und (0, n) stehen, dann bildet man die unendliche Summe tiber alle Diagonalen.
Auf diese Weise fahrt man das ganze Gitter Ny x Ny ab.

Beweis von Lemma [3.8 Wir setzen

n n n
Qp = Z A,  Bn:i= ZBZ, Tn = Z Cm,
k=0 =0 m=0
und A :=>"72 Ap und B := > 72, B;. Sei weiter

’7;; =y By = Z ArB

k,l<n

n—oo

Wir zeigen, dass (v, — ) —— 0.
Da (v}) 7% A - B gilt, folgt, dass (7,) konvergent ist und Tllgrolo (vn) = AB ist. Denn:

Yo =(Wm—7)+ v — 0+ AB = AB.
—0 —AB
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Nun iiberlegen wir uns, wie wir (v} — vn) 2% 0 zeigen kénnen. Dafiir iiberlegen wir
uns zunéchst, was (7} — ,) tiberhaupt ist. Schauen wir uns nochmals die Definition von

i = Y. AxBj an, so sehen wir, dass hier also genau die Beitrdge aufsummiert werden, die
k,l<n

m=0

alle in dem blauen Kasten liegen (vgl. Abb. , wahrend bei v, = i Cy, nur Beitrége

aufsummiert werden, die unterhalb oder auf der Diagonalen liegen.

N

t {
n N

Abbildung 3.2: Anschauliche Bedeutung von ~,, (unteres Dreieck) und 7} (ganzes Rechteck).

Nun wollen wir die Differenz (also in Abb. genau das obere Dreieck) mit
Ay ={(k,]) eNygxNy: k<n, l<n, k+1>n}
bezeichnen und erhalten dann

== Y AB.
(k)EAR

Hier muss man nun zeigen, dass diese Summe fiir grofle n gegen Null geht. Dafiir definieren
wir uns eine Hilfsgrofle.

mn n
Sei P, := ( > |]Ak||> . (Z HBZH> € [0,00). Da >~ Ag, > B; absolut konvergieren, konvergiert
k=0 =0

o0 [e.e]
auch (P,)nen (ndmlich gegen (Z ”AkH> . (Z HBZH> € [0,00)). Konvergente Folgen sind
k=0 1=0

insbesondere Cauchy-Folgen.
Sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N, so dass Vn > ng gilt, dass

| P, — Pp,| <e.

17



3 Lineare Systeme

Es ist aber:
Po=Poy= >[4l B
(k)ETn,ng
mit Ly ={(k,1) e Ng xNo: k<n, I<n}\{(k1): k<ng, I <np}.
N, 1‘
n

W &
AT

0 //

1

R, ;\ N,

o

Abbildung 3.3: Anschauliche Bedeutung der Menge I'y, ,,, (genau der blaue Bereich zwischen
dem groflen Rechteck und dem kleinen Rechteck). Das Dreieck oberhalb der
gelben Diagonalen stellt A,, dar.

Fir n > 2ng ist nun: T'y, »,, D A, (vgl. Abb. . Daraus erhalten wir folgende Abschétzung:

> AB

(k)EAR

= D MAlIBl < > 1AIB = [Pa— Pagl <& Vn > 2ng.
(k,heA, (k,1)ET s g

h/:z - ’Yn” =

= lim (v, — ) =0.

n—oo

Es fehlt noch, zu zeigen, dass Y o, C,, sogar absolut konvergiert.
Setze dazu

ap = All, b=Bll, = > ab >0.
k+l=n

Dann konvergieren > a; und > b; absolut in R nach Voraussetzung. Nach dem obigen Teil
wissen wir, dass Y ¢, konvergent ist. Auflerdem

ICll < D7 AN IB = en
k+l=n

&)
Mit dem Majorantenkriterium sieht man daraus, dass >  C, absolut konvergent ist. 0
n=0

18



Definition. Der Kommutator [A, B] zweier Matrizen A, B € Mat,,(C) ist definiert als
[A,B] = AB — BA.

A und B kommutieren also genau dann, wenn [A, B] = 0.

Beweis von Satz[Z.9. Wir wissen bereits, dass ®(0) = 1. Nun rechnen wir fir alle h # 0:

(@14 h) — B(1)) = 3 (exp (1 + 1)A) — exp(t4)

(exp (tA + hA) —exp(tA))

—~

()

(exp(tA) - exp(hA) — exp(tA))

(exp(tA) (exp(hA) — 1))
exp(hA) — 1,
h

wobei bei (x) verwendet wurde, dass [tA,hA] =tA-hA —hA-tA =0, also dass tA und hA
kommutieren. Daher kann man hier das Exponentialgesetz anwenden.
Erinnerung an die Definition der Exponentialfunktion:

= exp(tA) -

oo

_ 1 nAn __ 2
exp(hA) = ngzo n!h A" =1, +hA+h"(...)
Daher kann man schreiben
o @ - @ = A  —_— = A . A + .
L (B(+ ) — 0(1)) = exp(t4) - TP expltd) Y- G

k=0

Nun sei f: R — Mat,(C) mit f(h) = § (kJrl),hkA”"Jrl f konvergiert fiir alle h # 0, aber
k=0

auch in h = 0, und ist daher stetig auf ganz R (insbesondere in 0), da Potenzreihen gerade
stetige Funktionen liefern. Es ist f(0) = A. Daher ist

(D(t+h) — (1)) 225 exp(tA) - A = B(t) - A.

SRS

Weil [A, A’f} = 0 ist fiir alle k € Ny, folgt schlieBlich, dass

exp(tA) - A = Z A’f th. A=A Z Aktk A-exp(tA).
k= 0 tk.A. Ak

Insgesamt gilt also tatséchlich: @ ist differenzierbar mit

D(t)=A-d(t)

und auBerdem ist & deshalb auch stetig. O

19



3 Lineare Systeme
Frage 3.11. Wie kann man exp(A) konkret berechnen?

Definition 3.12.
(a) Man nennt M € Mat,,(C) halbeinfach, wenn es ein S € GL,(C) gibt, sodass SMS~1
diagonal ist. (Wenn M also im Komplexen diagonalisierbar ist.)
(b) Es heifit N € Mat,,(C) nilpotent, wenn es ein k € N gibt mit N* = 0.

Satz 3.13 (Chevalley-Jordan). Zu jedem A € Mat,(C) gibt es (genau ein) halbeinfaches
M € Mat,(C) und nilpotentes N € Mat,(C) mit

[M,N]=0 und A=M+N.

Beweis. Man findet mit dem Satz iiber die Jordansche Normalform zunéchst ein S € GL,,(C),
so dass fiir B := ST1AS gilt:

J1 0
B =
0 Iy
mit Jordanblocken
0 1._ 0
Jp = M1, + 1 , (k=1,...,7).
0 0
Man setze nun
A 0
Ap =X - 1y, A=
0 A,
sowie
0 1 0 I 0
I = ) I:=
. I
0 0 0 K
Dann gilt:
A-T=1-A

da alle obigen Matrizen Blockform haben, kann man blockweise multiplizieren. Weiter ist Ay
immer nur ein Vielfaches der Einheitsmatrix, und die Einheitsmatrix kommutiert bekann-
terweise mit allen Matrizen. Daher kommutieren dann jeweils Ap und I, und wegen der

20



Blockform dann auch A und I.
Auflerdem gilt offensichtlich, dass

B=A+1.
Setze nun
M :=SAS™, N := 8151

Dann ist M offenbar halbeinfach (da A diagonal war, also ist S~ (SAS™!) S = A wieder
diagonal, S~! € GL,(C) ist also die gesuchte Matrix, um M zu diagonalisieren) und N ist
nilpotent, denn ist I, € Maty,, (C), so ist I;* = 0E|, und damit auch

N" = ($157)" =5 1" 57! =0,
=0
Auflerdem ist
M-N=SAS'.SIS7' =8 (AI)S™' =S (IA)S™' =SIS™'-SAS™' =N .- M.
Schliefilich ist

1 Distributivgesetz

M+ N =SAS '+ 815~

Kommentar 3.14.

(a) Wegen Satz ist zunéchst fir die Jordan-Zerlegung A = M + N mit [M,N] =0
exp(tA) = exp(tM) - exp(tN)

(denn tA = tM + tN ist Jordan-Zerlegung von tA). Und wegen Satz braucht man
nun nur noch exp(tA) und exp(tI) fir

0 1. 0
A=)\, I= .

1

0 0

2Ubung: Beim Multiplizieren von I mit sich selbst ,wandert® die Diagonale mit den Eintrigen 1 jedes Mal
um eins nach oben, bis sie fiir beim ng-ten Mal (wenn I eine ni X ng-Matrix ist) ganz verschwindet.
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3 Lineare Systeme

zu berechnen. Das schaffen wir auch noch:

exp(tA) = M1,

1t git?
exp(tl) =
0
(b) Damit haben wir
= Az
mit A € Mat,(R) durch
pl(x) =

explizit gelost.
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4 Differenzierbare Abhangigkeit vom
Anfangswert

Motivation 4.1. Sei G C R" ein Gebiet und f: G — R" ein (stetig differenzierbares)
Vektorfeld. Fiir jedes xg € G sei

o(xo): I(zg) = G
die maximale Losungskurve des Anfangswertproblems (AWP’s)

&= f(z)
x(0) = xo

auf G. Hierbei ist I(zg) = (t_(x0),t+(x0)) € R mit t_(zg) € [—00,0), t4+(zo) € (0, 00]. Wir
setzen

Q:={(t,z) eRxG: tel(x)}.

und

8
~—

p: Q= G, (tx)— ol
t

Wir wissen bisher nur: Fiir alle (¢, z) € Q gilt:
s€ I(got(x)> = s+tel(n)
und fiir diese s € I(¢!(z)) gilt:

o (¢'(2)) = ¢ (@).

Was uns fehlt, um zu sehen, dass ¢ ein dynamisches System ist, ist:
o () ist offen
e p: Q= G ist stetig
e : ) = G ist sogar stetig differenzierbar.

Satz 4.2. Sei f: G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und o € G. Sei weiter
0 < b < ty(zg) beliebig. Dann ezistiert eine offene Umgebung U C G von xy und L > 0, so
dass fir alle x € U gilt:

o ty(z)>0b.

e lle@) — (@) < e -z~ amol| vt € [0,
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4 Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

Kommentar 4.3. Der Satz zeigt dann, dass
ty: G — (0,00]
halbstetig von unten (bzw. t_: G — [—o0,0) halbstetig von oben) ist, d.h.
Vrg € G Vb < ty(x) 30 > 0Vx € Bs(xo) 1 ti(z) > b.

Stort man also den Anfangswert ¢ leicht, so kann ¢4 hochstens nach oben (und ¢_ héchstens
nach unten) ,wegspringen®, siehe dazu auch Abb.

Abbildung 4.1: Anfangswert xg mit zugehoriger Intervallgrenze ¢4 (z(). Bewegt man sich in-
nerhalb der Umgebung U (entspricht Bs(xo) im Kommentar), so kann sich
t4(zp) hochstens auf b nach unten verédndern (roter Kasten).

Wiederholung. Wir wollen immer eine Gleichung der Art & = f(z) losen, wobei f: G — R"
ein stetig differenzierbares Vektorfeld (lokal Lipschitz-stetig reicht). Wir wollen iiblicherweise
das AWP

&= f(x),  2(0) =0 ()

16sen. Dann gibt es eine maximale Losungskurve von (x) auf dem Intervall I(z) = (t—(x), t4(x)),
und zwar ¢(z): I(z) — G. Die Gesamtheit der maximalen Losungen existiert auf der Menge

Q:= J {z} x I(2)

zeG
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(vgl. Abb. . Auf © kann man nun den zu f gehorigen Fluss ¢ definieren mit

p: Q= G, (ta) = ot z) = ¢! (z) = p(x)(t).
Ziel: Zeige Folgendes:

o Qist offen (siehe Abb. [4.2).
e ¢: ) — G ist stetig.

®
e ‘t‘,( A
b

AN

~
d
/s

p

Ko 6
s /-~

y
- /// T+ %)
S /\

Abbildung 4.2: Menge €2, sowie Startwert zo mit Umgebung U. Zu jedem Startwert gibt es
eine solche Umgebung U, sodass die Sterbenszeit von allen Punkten in U noch
mindestens b betrigt; der ganze rote Kasten liegt also noch ganz in €2, daher
ist Q offen.

Satz [4.2] sagt dann Folgendes aus:
Ist f: G — R"™ ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und xg € G. Sei weiter 0 < b < 4 (x¢).
Dann existiert eine offene Umgebung U C G von zp und L > 0, so dass fiir alle x € U gilt:

L] t+($) > b.
o [l¢'(@) — ¢! (zo)|| < € |lz — ol VE € [0,0].

Siehe dazu auch Abb.[4.3] Der zweite Punkt macht dabei eine quantitative Aussage dariiber,
wie weit sich die Losungskurve, die bei x startet, von der Loésungskurve, die bei zy startet,
entfernen kann - abhingig davon, wie weit x vom Anfangswert x entfernt war. !(z) hingt
also stetig (sogar lokal Lipschitz-stetig, wie die Abschitzung zeigt) vom Anfangswert ab.
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4 Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

&

Abbildung 4.3: Graphische Darstellung von Satz Selbst wenn ¢ (x) sich wie hier zur
linken Seite hin verkleinert, wird sie niemals kleiner als b, solange man in der

Umgebung U bleibt.

Abbildung 4.4: Zum Beweis von Satz Gebiet G mit Anfangswert z¢p und Kompaktum K
wie oben definiert. Wir betrachten nun eine kleine Kugel Bs(xo) um xg. Uns
interessierten dann die (griinen) Bahnen, welche in Bjs(xg) starten.
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Beweis von Satz[{.2 Es sei
B := {got(xo) eG: OStSb}

die Bahn bis zur Zeit ¢t = b, die in xy startet. Da ¢ in Richtung von ¢ stetig (sogar stetig
differenzierbar) ist, und das Intervall [0,b] kompakt ist, ist auch B kompakt (Bilder von
Kompakta unter stetigen Abbildungen sind kompakt).

Weil B kompakt ist, gibt es ein r > 0 mit

B, (¢t (x0)) C G, vt € [0,b]
(Die Abstandsfunktion dist: G — [0, 00|, d(z) = dist (z, 0G) ist stetig.) Dann ist

K:= | B, (¢! (20)) = {x € G: dist(z, B) <7}
te[0,b]

kompakt (vgl. Abb. .
Sei L > 0 eine Lipschitz-Konstante fiir f|x. Sei 6 > 0 und x € G mit ||z — xo| < 4.

Behauptung: ¢4 (x) > b.
Angenommen, ¢4 (z) < b. Betrachte

a := sup {c €[0,ty(z)): '(z) € K Vte [O,C]}

(Das ist der erste Zeitpunkt, wo die Kurve, die in x startet, das Kompaktum K verlésst.)
Behauptung: a =t (z), falls 6 > 0 klein genug ist.
Angenommen, a < t(x). Betrachte

ui (0,0 = [0,00).  u(t) = ¢'(@) - o' (@)

(,u gibt also den Abstand zweier Punkte an, wobei sich einer der Punkte auf der griinen und
der andere Punkt sich auf der roten Linie in Abb. befindet*.)

[ 5@ — o) dr + (@) — w0) H
0

N £ @) - oo dr| + @) - o)
0 =u(0)
<a(0)+ [ 1If (@) — (& (o))l dr (denn ¢! (z) lost die DGL & = f(x)

0
t
<u(0) + [ L+ J¢"(@) - ¢ (o) dr
0 u(T)
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4 Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

Gronwall

6" (@) = ¢ (z0) | = u(t) < uw(O)e™ = ||& — zol| ¥ ¥t € [0,a].
Nun wihle § < re~%. Dann folgt, dass
”got(a:) - cpt(xo)H <éseft <r  Vtel0,d].

Deshalb bleibt ¢!(x) auch fiir kurze Zeit linger in K, also kann a nicht das Supremum aller
dieser Zeiten gewesen sein, also haben wir einen Widerspruch. Und damit ist doch a = ¢ ().
(Die griine Kurve in Abb. kann also K nicht so verlassen, wie in der Skizze.)

Das ist nun ein weiterer Widerspruch dazu, dass t,(z) < b < oo ist, weil t — '(z) bei
t+(x) < oo jedes Kompaktum verlassen muss.

Die Rechnung zeigt dann, dass

o' @) = o' (@o)|| < llz = woll € < ||z = wo| ¥, Wt € [0,8], Y € Bs(wo).

Kommentar 4.4. Eine analoge Aussage gilt fiir ¢t_(z) fiir  nahe bei xg.

Korollar 4.5. Sei f: G — R" lokal Lipschitz-stetig und p: € — G wie oben. Dann ist
Q CR x G offen und ¢ ist stetig.

Beweis von Korollar[{.5 (a) Zeige zunéchst: Q ist offen (vgl. auch Abb. [4.2).

Sei (tg, zo) € 2 und sei 0BdA ¢y > 0. Da I(x¢) ein offenes Intervall ist, existiert ein § > 0 so,
dass auch noch (ty + d,zp) € Q. Dann wissen wir mit Satz dass eine offene Umgebung
U C G von z existiert, sodass (to + 9, z) € Q fiir alle x € U. Daraus folgt, dass

(t0,$0) € (0,t0—|—5) xU CQ

Also haben wir fiir unseren Startpunkt (¢g,z¢) eine offene Menge (0,tg + ) x U gefunden,
welche den Startpunkt enthélt und selbst noch ganz in € liegt. Damit ist € offen.

(b) Zeige nun, dass ¢ stetig ist.
Sei wieder (tg,zg) € §2 beliebig, wobei 0BdA ¢y > 0 und £ > 0. Dann gilt mit Satz

36 >0 Vz € Bs(xo): ti(z) > to.

Da fiir festes t € [0, o] gilt, dass o (x) =% @b () konvergier kann man § > 0 so klein
wéahlen, dass

o @' (x) — ¢ (o)l <

o [l¢*(@o) — " (@o)|| < 5

'Das folgt aus der Exponentialgleichung ngt(x) -t (mo)H < lz — ol €2® 2222 0.
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falls z € Bs(xo) und |t — tp| < ¢ ist. Daraus folgt, dass
() — @) < () — o) + |t ao) — @) < 5+ 5 =<

fir alle (t,z) € (to — 0,t0 + ) x Bs(xo).
Also ist ¢ stetig in (tg, zo).

Motivation 4.6.
(a) Ist p: Q — G sogar stetig differenzierbar?
Da t — ¢!(z) stetig differenzierbar ist, reicht es zu zeigen, dass

(t,z) — Dyl (x) = g—i(t,x)

existiert und stetig ist. (Dann ist ¢ total differenzierbar und alle partiellen Ableitungen
sind stetig: ¢ € CH(Q,G).)
Kurz: Hingt die Losung differenzierbar vom Anfangswert ab?
(b) Was wiire ein Kandidat fiir Dpt(x)?
Angenommen, wir wiissten, dass ¢ zweimal stetig differenzierbar ist. Dann wére

d Schwarz det KR
2 D! () ™ D, = (2) = D, (f (¢'(@))) = Df (¢'(2) D (a),
—_————
=:A(t)
das heifit, t — D' (x) wiirde die lineare DGL
d=A(t)®
auf Mat, (R) losen. Beachte:
®(0) = DY%(z) = D(id) = id = 1,,.

Deshalb sind die Spalten von D¢!(z) dann ein Lésungsfundamentalsystem von & = A(t)x
auf R™.

Definition 4.7.

(a) Sei G C R™ ein Gebiet, f: G — R" ein C!-Vektorfeld und y: I — G eine Loésung
von & = f(z). Eine Variation von Lésungen (vc)__ ..., (bei g > 0) um y ist eine
C2-Abbildung

X (—60,60) x I — G,

so dass gilt:
o .0 I = G, z.(t) ;== x(e,t) ist eine Losung von & = f(z), fir jedes € € (—&p,0);
L[] :1;‘0 = y

(b) Ist (%c).e(—cp ) €ine Variation von Lésungen um y = xo: [ — G von & = f(x), so
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4 Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

nennt man

0
& I =R £(t):= P

e (t)
e=0

das zugehirige Variations- Vektorfeld von (x.).

NG
X )

H

o

[+

Abbildung 4.5: Zu Deﬁnition Eine Losung y ist in eine Familie von Losungen eingebettet.
Variiert man e im Bereich (—&g,&p), so erhilt man benachbarte Losungen
xe(t). Lésst man nun zu festem ¢ das ¢ laufen (im unteren Schaubild), so
erhalt man im oberen Schaubild ebenfalls eine Kurve (rot). Differenziert man
nun diese Kurve nach ¢ an der Stelle € = 0, so erhélt man £(¢).

Kommentar 4.8. Entwickelt man (e,t) — z-(t) nach ¢ in einem Punkt x¢(t) = y(t) der
Losungskurve t — y(t), so ist also

ze(t) = y(t) +e-£(t) + ofe)

und man betrachtet daher

ue(t) = y(t) +e-&(1)

als ,Losung 1. Ordnung® von & = f(z).
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Proposition 4.9. Sei f: G — R" stetig differenzierbar, y: I — G Lisung von & = f(x)
und (x¢) eine Variation von y mit Variationsvektorfeld £: I — R™. Ist A: I — Mat,(R),

A(t) == Df (y(t))
so lost € die (i.A. nicht-autonome) lineare Differentialgleichung
£=A(t)¢
auf R™.

Beweis von Proposition[[.9 Es ist £&: I — R" stetig differenzierbar (weil (z.) eine C2-
Abbildung ist) und es ist:

: d 0 Schwarz 0 dwa 0
o= (8 _ xa<t>) = ( - <t>) = 5| 1)
=f(z(t))
S Df (aolt) 5| a0 = DI (4(t) - ) = AWDED),

Kommentar 4.10.
(a) Die lineare DGL _
§=Df(y(t) ¢

wird als Variationsgleichung von & = f(x) entlang von y (oder auch als Linearisierung
von & = f(z) in y) bezeichnet.

(b) Ist insbesondere y(t) = yp fiir alle t € I(yo) = R, yo also eine Gleichgewichtslage, also
f(yo) =0, und ist A := Df(yo) € Mat,(R), so ist die Variationsgleichung die autonome
lineare Gleichung

£ = AC.

(c) Man erhofft sich das qualitative Verhalten der Losungen von & = f(z) in der Néhe
der (bekannten) Losung ¢ — y(t) durch die (einfacher zu beschreibenden) Losungen
t — &(t) von & = A mit £(0) nahe bei & = 0 beschreiben zu kénnen.

Wiederholung.
(a) Sei f: G — R™ ein C'-Vektorfeld auf einem Gebiet G C R”, y: I — G eine Lésung von
&= f(z)
und

A: T — Mat,(R), A(t):= Df(y(t)),
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4 Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

()

wobei A(t) im Allgemeinen nur noch stetig ist, da f eine C'-Abbildung ist. Dann heift

£ = A(t)¢ (L)

die in y linearisierte Gleichung von & = f(z).
Kommentar: Will man

z = f(t,x)

eindeutig 16sen, so zeigt der Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf, dass man fiir f nur
folgende Regularitit braucht:

o f ist stetig.

e f ist in z-Richtung lokal Lipschitz-stetig.
Die rechte Seite (¢,&) — A(t)¢ in (L) erfiillt diese Bedingung. Wir konnen also die
iibliche lineare Theorie anwenden. Bezeichne nun mit

®: [ — GL,(R)
die Losung des Anfangswertproblems auf Mat,, (R)
d=A1)®,  @0)=1,.
Die Spalten von ® sind dann Losungs-Fundamentalsystem von & = A(t)€ auf R™.
z: (—eo,60) x I = G, (,t) = x(e,t) =: z(t) sei eine C2-Abbildung. dann heifit (x.)

Variation von Loésungen von & = f(z) von y, wenn z. Losung von & = f(z) ist fir alle
e € (—ep,€0) und zop = y. Es heifit dann

§I—=R" L) = o-|  xe(t)

das zugehorige Variationsvektorfeld von (z.).
¢ ist dann Losung von (L).

Definition 4.11. Sei G C R" ein Gebiet und U C R™ offen. Sei f: G x U — R", (x,u) —
f(x, 1) = fu(z) eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Man nennt dann f ein parameterab-
hingiges Vektorfeld auf G und

T = fu(l‘)

die zugehorige parameterabhdngige gewdhnliche DGL auf G.

Proposition 4.12. Sei G C R"™ ein Gebiet, U C R™ offen und f: G x U — R"™ ein parame-
terabhdngiges Vektorfeld auf G. Sei Q, C Rx G und ¢, : Q,, — G das zu & = f,(x) gehdrende
(mazximale) dynamische System auf G. Dann gilt:

Q:={{t,z,p) eRxGxU: (t,x)eQ,}

ist offen und ¢: Q - G

o(t,z, 1) = ¢!, (z)

1st stetig.
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Kommentar 4.13. Die Proposition besagt im Wesentlichen, dass die Losungen von
& = f,(x) nicht nur stetig von den Anfangswerten, sondern auch stetig vom Parameter ab-
héngen, d.h.: Ist (zo, o) € G x U (fest) und tg € 1,,(x0), so ist tg € I, (o), fiir alle p aus
einer offenen Umgebung von pp und es gilt:

: t t
im0y, (o) = @, (20)-

Beweis von Proposition[{.19. Betrachte das Vektorfeld g: G x U — R" x R™ = R"*™

9(1‘7/‘) = (fu($)70)-

Dann ist g lokal Lipschitz-stetig (und die Picard-Lindelof-Theorie gilt natiirlich auch fiir offene
Mengen U C R" statt flir Gebiete, da man sie auf jede Zusammenhangskomponente einzeln
anwenden kann). Das zugehorige dynamische System von Z = g(z) auf G x U, also

f:fu(iﬁ)
=0

werde mit ®: Q — G x U bezeichnet mit ®(t,z, u) = (' (x, p), ), weil o = 0 natiirlich durch
p(t) = p gelost wird. Hierbei ist 10: Q x U — G stetig, sogar lokal Lipschitz-stetig nach Satz
Dann muss fiir jedes (z,u) € G x U die Kurve t + ¢'(z, ) die maximale Losungskurve
von & = f,(z) zum Anfangswert x sein. Also

O, p) = (), Ytz p) € Q.
Also ist
{t,z,n) eERxGxU: (t,z) €Q,} =90

und damit offen. (Wir haben in der letzten Stunde gezeigt, dass diese Menge offen ist.)
SchlieBlich ist (t,x, u) — ¢l () stetig, weil ® es ist (sogar lokal Lipschitz-stetig). O

Satz 4.14 (Differenzierbare Abhingigkeit von den Anfangswerten). Sei f: G — R" ein C'-
Vektorfeld, yo € G und y: I — G die (mazimale) Losung des (AWP)

T = f(x), z(0) = yo.
Sei ®: I — GL,(R) die Losung von
d=At)®,  @0)=1,

auf Mat,(R) mit A: I — Mat,(R), A(t) = Df(y(t)).
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4 Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

Dann gilt fir das dynamische System ¢: Q — G von & = f(x) fir allet € I:

. 1 t t
lim el (cp (o + &) — ¢ (vo) — @(t)ﬁ) =0.

Kommentar 4.15. Beachte, dass wegen es zu einer festen Zeit t € I(yp) ein 6 > 0 mit
Bs(yo) € G gibt, so dass t € I(yo + &) ist, fiir alle £ € R™ mit ||£|| < 0. Deshalb ist die
Klammer in bei festem ¢ fiir ||£]| < § definiert (und die Aussage macht Sinn).

Korollar 4.16. Ist G C R" ein Gebiet und f: G — R" ein C'-Vektorfeld, so sei p: Q — G
das zugehorige dynamische System. Dann ist auch ¢ eine C'-Abbildung.
Beweis von Korollar [{.16, Die partielle Ableitung in ¢-Richtung ist

0! .
@) =1 (@)

sicher stetig, weil ¢ und f stetig sind.
Fiir die partielle Ableitung in z-Richtung erhalten wir nach [4.14]

Dyp(t, z) = ®(t; ),
wobei nun ®: Q — Mat,(R) die Losung des parameterabhingigen Problems
d=Alt;z)®,  ®(0) =1, (L)
mit
A: Qp — Mat,(R), A(t,z) = Dy (4" ()

ist. Warum nun ist (t,x) — ®(¢; ) stetig? Weil die rechte Seite in (L) lokal Lipschitz-stetig
(in (¢, z,§)) ist, liefert Proposition dann die Stetigkeit von ®. (Fasse = € G als Parameter
n (L) auf.) Es folgt: ¢ ist eine C'-Abbildung. O

Beweis von Satz[{.1]} Wir fixieren yo € G und ty € I(yo). Sei ohne Einschrénkung ¢y > 0.
Sei nun 6 > 0 so klein, dass Bs(yo) C G ist und [0, o] C I(yo + &), fiir alle £ € Bs(0). Dann:

t
o (o) T yo + / %@S(yo)ds =0+ /f (¢*(v0)) ds,

t

t
oo+ €)= (5o + ) / S(yo + E)ds = (yo + €) + /f(so$(yo+£>>ds
0

0
t

§(t) = 0D =€ + [ DF (2 () €(s)ds
0
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denn ¢ = ¢'(yo) und t — ¢'(yo + &) 16sen ja & = f(x), wihrend ¢ > &(t) das linearisierte

€= A(t)¢ mit A(t) = Df (¢'(yo)) l6st.
Fiir jedes £ € B;(0) setzen wir g¢: [0,%0] — [0, 00),

9¢(t) = || (0 + &) — & (w0) — ().
Wir zeigen:

9e(t)

lim =~ =0 (sogar gleichméaBig auf [0, to]).
-0 [|]]

Es ist
9:(t) < [ 1 (¢ (0 + ) = £ (")) — DF (" (1)) (5)] .
0

Weil f eine C'-Abbildung ist, gilt fiir alle z, 2y € G-

f(z) = f(20) + Df(20)(2 — 20) + R(20; 2)
mit

lim HE0:2)

=20 |z — 2]

(sogar gleichméBig in z, wenn zg nur aus einem Kompaktum in G stammt.).
Mit

20 = ©°(%o0), 2= (yo +§) (bei 0 < s <tp)

ist also
1f(z) = f(z0) = Df(20) - £(s)|| = | D f(20)(z — 20) + R(20; 2) — D f(z0) - £(5)||
<Df(20)ll - Iz — 20 — £(s) | + ([ R(20; 2)
=g¢(s)
Setze

M = sup {[|Df (¢°(y0))[| € [0,00): s € [0,%0]} < o0

Sei ¢ > 0 beliebig. Wir kénnen dann §; < ¢ so klein wéhlen, dass fiir 0 < s < ¢y und alle
z € G mit ||z — ¢*(yo)|| < 01 gilt (Hier braucht man die GleichméBigkeit in s € [0, ¢].):

1R (°(yo); 2)[| < e+ [lz =" (wo)ll-

Auflerdem existiert nach Satz[4.2]ein 0 < d2 < 1 und L > 0, so dass gilt:

ll® (o + &) — (o) || < ||€le™.
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4 Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

Fir alle 0 < s < ¢y erhalten wir so:

IR (2 (y0); 2)I| < & Il2 = * (o)l < e li€]l ™.

Insgesamt ist also

IN

M

¢ L
ge () ge(s)ds + /0 ellelle™ds

M

ge(s)ds + eC|E|| mit C := — (eLt — 1) :

S O —_

Mit Gronwalls Lemma ist also:
ge(t) < eCllgfleM™, V& € By, (0)

und damit

/
9e) €20 (uteichmiBig auf [0, f)).

€1l

Wiederholung. Sei f € C1(G), G C R" ein Gebiet und ¢: 2 — G, Q C R x G offen, das zu
b= f(2)
gehorende (maximale) dynamische System.
= peCl(R)

und ¢t — D,p(t, z) 16st die in ¢ — x(t) = p'(z) linearisierte Gleichung

mit A(t) = Df (¢*(z)).

Korollar 4.17. Ist G C R" ein Gebiet und f: G — R™ ein C"-Vektorfeld mit r € NU {oo},
so ist das zu & = f(x) gehorende dynamische System ¢: Q — G auch eine C"-Abbildung.

Beweis von Korollar[{.17. Es reicht, den Fall » € N zu betrachten. Wir fiihren den Beweis
per Induktion nach r.

Induktionsanfang: r = 1 ist Korollar

Induktionsschritt: r +— r + 1:

Sei f € C"™tY(G;R"). Wende jetzt die Induktionsvoraussetzung auf das C"-Vektorfeld auf
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G x R™ an:
g: GxR" 5 R*,  g(x,&) = (f(z),Df(x) - &)

und erhalte das zu 2 = g(z) gehorende dynamische System
P Qg — G xR",

also zu
&= f(z)
(*) { -
Aber die Losung von 2 = g(z) ist

¥(2,€) = (¢'(2), D'(x) - €) ,

also insbesondere ist
Qg =0 f X Rn,

denn man kann ja die 1. Gleichung in () entkoppelt durch ¢t — ©!(z) lésen, setzt dann die
Losung t — ¢!(z) in die 2. Gleichung ein und erhilt die Gleichung

£=A(t)¢

mit A(t) = Df (p'(x)). Diese ist aber gerade durch ¢ — Dy(t,z) gegeben. Insbesondere ist
also (t,x) — Dep(t, x) eine C"-Abbildung.

Weil (t,x) — ¢!(z) eine C"-Abbildung ist und f auch (f ist sogar eine C"*1-Abbildung nach
Voraussetzung), ist auch

0
(t,2) = ool ) = f o ¢ (a)
eine C"-Abbildung. Also ist ¢ eine C"*1-Abbildung. O
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5 Qualitative Theorie

Motivation 5.1. Im Allgemeinen kann man keineswegs eine gewohnliche Differentialglei-
chung & = f(x) (f € C}(G;R™)) auf einem Gebiet G C R" explizit integrieren. Deshalb fragt
man ,nur” qualitativ nach dem Langzeitverhalten der Losungen, z.B.:
o Fiir welche Punkte (bzw. Anfangslagen) x € G ist t4(z) = +o00?
o Naébhert sich z(t) fiir t — oo einer Gleichgewichtslage, einer periodischen Bahn, oder liegt
{z(t) e G: t €[0,00)} vielleicht dicht in G?
o Welche Gleichgewichtslagen sind stabil?

Definition 5.2. Seien GG1,Go € R” Gebiete und 1 C R x G1, 29 C R x G5 offen sowie
w1: Q1 — G1, p2: Q92 — G5 dynamische Systeme auf G bzw. G3. Es heiflen dann ¢ und 9
daquivalent, wenn es einen Diffeomorphismus E| u: G1 — G4 gibt, so dass fiir alle z € G gilt:
(i) (t,z) e & (tyu(x)) € Qe (& I(z) =1(u(x)))
(ii) Fur alle t € I(x):

u () = @b (ulx)).

‘f{_f x)
N {lfffm)

m v
i . N

&,

Abbildung 5.1: Anschauliche Bedeutung von Deﬁnition Im Prinzip sagt Definition (ii),
dass es bei dquivalenten dynamischen Systemen keine Rolle spielen darf, ob
man zunichst ¢} (z) betrachtet und dann mit dem Diffeomorphismus u abbil-
det, oder ob man vom bereits abgebildeten Punkt u(x) ausgeht und dann }
darauf anwendet.

Frage: Was bedeutet das fiir die zugehorigen Vektorfelder?

!Erinnerung: Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive Abbildung, die stetig differenzierbar ist und ihre Um-
kehrabbildung ebenfalls stetig differenzierbar ist.
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5 Qualitative Theorie

Proposition 5.3. Seien D, G C R" Gebiete sowie f: G — R™ und g: D — R"™ C-Vektorfelder
und ¥: Q1 — D sowie ¢: Qo — G die zu y = g(y) bzw. & = f(x) gehdrenden dynamischen
Systeme. Dann gilt: ¢ und ¢ sind genau dann dquivalent vermége eines Diffeomorphismus’
u: D — G, wenn gilt:

9(y) = Du(y)~" - f(u(y))

Kommentar 5.4. Deshalb nennen wir zwei C'-Vektorfelder f: G — R™ und g: D — R”
dquivalent, wenn es einen Diffeomorphismus u: D — G gibt mit

g=Du " (fou).

Beweis von Proposition[5.3. ,, = “. Ist u: D — G mit

uopt(y) =¢'ouly), Vtel(y), Vye D,

so ist:
flu) = G ) = 5| wov)Cou(w) 5 vw)
Du(y)g(y)
o) = Dl ()

&% Sei g = (Du)~" (f ou). Wir setzen

Py) =utoplou(y), Ve I(u(y)).

Dann ist:

P =utopou=u"toidou=id;

und

1/1t+s:uiloﬂpt+sou:uiloﬂpt0gosou

= (u_logotou)0<u_10<,080u) :wtows’

also ist ¢ dynamisches System auf D. v ist auch maximal, weil ¢ es ist. SchlieBlich ist

i » ) "L Du (P o) (3) % )
= Du(@/)_l - f (sot(u(y))) ’t:o

= Du(y) ™' f (¢*(u(®))) = Duly) ™" f(u(y)) = 9(y)

und damit ¢ = ¢. Also gilt
wotp=pou,
d.i.: ¢ und ¢ sind dquivalent. O
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Satz 5.5. Sei G C R™ ein Gebiet und f: G — R" ein C'-Vektorfeld. Sei p € G mit f(p) # 0.
Sei weiter g: R™ — R™ gegeben durch

g(y) =e1 = (1,0,...,0)".

Dann gilt: Es existieren offene (zusammenhdngende) Umgebungen D C R™ von g = 0 in R"
und G C G von p, so dass g|p und f|g dquivalent sind.

{Ffi\.\ D
&
>

\t::: = G

ean

el ¢

Abbildung 5.2: Anschauliche Bedeutung von Satz Der Fluss zu g (rote Linien in D) sind
gerade Parallelen. Da p keine Gleichgewichtslage von f ist, findet man auch
in ganz G keine Gleichgewichtslagen von f (fiir G klein genug). Satz sagt
uns nun, dass man immer einen Diffeomorphismus u findet, welcher die auf D
und G eingeschrankten dynamischen Systeme ineinander transformiert.
Dynamische Systeme in einer Umgebung von Nicht-Gleichgewichtslagen sehen
also bis auf Aquivalenz alle gleich aus.

Kommentar 5.6.
(a) Der Fluss (¢'),.p 20§ = g(y) (vgl. Abb. ist natiirlich durch

wt(y) = (yl —"_ t? y27 AR 7yTL)

gegeben, denn das 16st offenbar

y1 =1
y2 =10
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5 Qualitative Theorie

Der Satz stellt eine lokale Normalform fir alle Punkte p € G in allen dynamischen
Systemen in einer Umgebung eines nicht-singuldren Punktes (d.h. einer ,Nicht-Gleich-
gewichtslage“) her.

(b) Umgebungen von Gleichgewichtslagen kénnen nicht &quivalent zu Umgebungen von
Nicht-Gleichgewichtslagen sein, da fiir ¢ = Du~!(f o u) bei f(u(y)) = 0 auch g(y) = 0
folgt. Wann Gleichgewichtslagen zueinander dquivalent sind, bleibt zunéchst offen.

Wiederholung. Sei f: G — R" ein C!'-Vektorfeld, p € G ein nicht-singulirer Punkt, f(p) #
0. Dann gibt es offenen Umgebungen U C G von p und V C R"™ von g = 0, so dass fiir
g: R" - R" =+ ey, f|ly und g|y dquivalent sind.

={mﬂjq
7

X =f (x)
\'[RV\
\Bh))
Abbildung 5.3: Zur Wiederholung von Satz Zur genauen Erklarung siehe Abbildung

Das dynamische System zu y = g(y) ist

YY) =y + YLy,

Beweis von Satz[5.3. Sei 0.E. p =0 (sonst gehe zu z — f(z — p) iiber) und

fip) # 0.
Idee: Setze fir H = {y € R™: yl = 0}

ulg = idy.
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Folge nun dem Fluss von f:
u(y',y) = " (0,y),

wo i = (y?,...,y") ist.
Wiéhle dabei § > 0 so klein, dass ¢!(y) fiir ||y|| < § und |t| < & definiert ist, also

u: Bs(0) — R™.
Es ist dann u stetig differenzierbar und es ist
o ouly) = ¢ o (0,y) = ¢ (0,y) = ult+y1,y) = u (V'())

Auflerdem ist

ou d
—(0) = — t0,0) = f(0
5= 5 F0.0=50
und 5 d
gy @ 0 _ ¢ —
8yk(0) il ¢ (ter) . (tex) = ey
fir k=2,...,n. Also ist
F1(0) 0eeennnn 0
f2(0) 1
Du(0)=| 0
: 0 -
fn(0) 1

und damit det Du(0) = f1(0) # 0.

Nach dem Umkehrsatz gibt es deshalb offene Umgebungen D C B;(0) von 0 und G C G von
u(0) = 0 mit u(D) = G, so dass u: D — G ein Diffeomorphismus ist. Also sind g und f lokal
um ¢ = 0 und p tatséchlich &dquivalent. O

Frage 5.7. Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, damit zwei Gleichgewichtslagen lokal
dquivalent sind? Gibt es ,Invarianten“?

Beispiel 5.8. ¢ = 0 von & = x kaan nicht lokal dquivalent zu p = 0 von © = —z sein:
K= X I
Lé_(x\ = Q{x
N S ¥| = e x

Abbildung 5.4: Zu Beispiel Links hat man in ¢ eine sogenannte Quelle, rechts eine Senke.
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5 Qualitative Theorie

Definition 5.9. Sei f: G — R" ein C!-Vektorfeld, G C R" ein Gebiet und p € G ein
singuldrer Punkt von f, d.h.: f(p) = 0.
(a) Wir nennen p +-stabil, wenn ¢4 (p) = +oo und zu jedem e > 0 existiert ein 6 > 0, so
dass fiir alle x € Bs(p) gilt:
o ty(z) =00
o |lz(t) —pll <e, Vte[0,00).
(b) p heifit asymptotisch +-stabil (oder ein Attraktor), wenn gilt:
e p ist 4-stabil.
e 30 >0Vz € Bs(p): ty(x) =00 und lim z(t) = p.

t—o0

X(+)

Abbildung 5.5: Zu Deﬁnition (a) Links: p ist +-stabil. Wann immer man mit einem Start-
wert innerhalb von Bs(p) startet, darf die zugehorige Losungskurve niemals
B.(p) verlassen. (b) Rechts: p ist ein Attraktor. Im Unendlichen lauft die
Kurve zuriick auf p.

Beispiel 5.10. Sei G = R2.
(a) p =0 ist Attraktor von & = —z (siche Abbildung[5.4). Die Funktion

t o' (@) = lle™'z]| = e[|z
ist sogar monoton fallend und

lim ¢'(z) =0, Voe€R™

t—o00

(b) p=0ist stabil (d.h. +-stabil und —-stabil), aber kein Attraktor von

T1 = X9

:tg = —

(Erinnere: 327 + 123 ist ein 1. Integral.)
(¢) p =0 ist nicht +-stabil (allerdings —-stabil) fiir

T =44z

(sieche Abbildung , denn ¢'(x) = ez verlisst fiir t — oo jedes Kompaktum von R?
fiir z # 0.
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Abbildung 5.6: Zu Beispiel (b). Hier ist p offensichtlich kein Attraktor.

Kommentar 5.11.
(a) Die Eigenschaften —-stabil (und stabil) definiert man entsprechend fiir ¢ — —oo.
(b) Die Eigenschaften +, —Stabilitit bzw. asymptotische Stabilitét bleiben unter Aquiva-
lenz erhalten.

Definition 5.12. Sei G C R" ein Gebiet, f: G — R" ein C'-Vektorfeld und p € G ein
singuldrer Punkt von f, d.h.: f(p) = 0. Ist A= Df(p) € Mat,(R), so heiflen die Eigenwerte
A, ..., Ap € C die sogenannten charakteristischen Ezponenten von p.

Kommentar 5.13. Ist A\ € C Eigenwert von A und & € C" \ {0} Eigenvektor von A zu A,
so gilt fiir die Losung £: R — C” von

E=A¢,  €0)=¢

auf C™:
£(t) = el = M,
denn
g =3 (A = 3 b Akgy = 3 LA & = M
n=0"" k=0 YT k=0

Daher der Name ,,charakteristischer Exponent®.

Proposition 5.14. Seien q € D und p € G singulire Punkte von C'-Vektorfeldern g: D — R"
und f: G - R" (D,G C R™ Gebiete). Sind q und p lokal dquivalent, so miissen die charak-
teristischen FExponenten von f in p und g in q tbereinstimmen.

Beweis. Nach Verkleinerung von D und G diirfen wir annehmen, dass g und f dquivalent
sind vermoége eines Diffeomorphismus w: D — G mit u(q) = p, also:

9(y) = Du(y) ™" f(u(y)). (5.1)
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5 Qualitative Theorie
Sei

Eintragsweise bedeutet Gleichung (5.1) dann (¢ = (¢%,...,¢"), ¥y = (¥',...,9™))

9'(y) = a5(y)  (u(y)) (i=1,...,n).

Einsteinsche Summenkonvention: Taucht ein Index in einer Formel doppelt auf — einmal oben
und einmal unten — so summiere von 1 bis n.
Es folgt mit der Produkt- und Kettenregel:

g’ da’ , : ) . L Of ol '
5yr0) = 5 @) F@) +aiw) 5 (Fou) ) = G057 0) 55l (1<ik<n)
=0

also wieder in Matrix-Schreibweise:

Dg(q)=S""-Df(p)-S

mit S = Dn(q) € GL,(R). also haben Dg(q) und D f(p) die gleichen Eigenwerte. O

Kommentar 5.15. Der Beweis zeigt, dass sogar die Konjugationsklasse von A = Df(p) €
Mat, (R) eine Invariante unter Aquivalenz ist.

Proposition 5.16. Sei A € Mat,(C) und § = 0 ein Attraktor fir
£= At
auf C™. Dann gilt fiir jeden Eigenwert A € C von A:

R(A) < 0.

Beweis. Es gibt also ein § > 0 so klein, dass fiir alle n € C™ mit ||n|| < § gilt: n(¢t) — Ofiir
t — 00. Sei A € C ein Eigenwert von A. Dann gibt es einen Eigenvektor n € C™ von A und
wir konnen |[|n|| < § wahlen:

An = An.

Dann folgt:

n(t) = exp(tA)n = M,
also

In)l) = [[Xn]| =[] - Inl] = [ RO+
_ ’eﬂ?(k)t . ei%()\)t‘ . ||7l|| _ eéR()\)t . ei%()x)t‘ ||7l|| _ eé)?()\)t . H77||
=1

Aus n(t) — 0 folgt daher: R(\) < 0. O
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Frage. Umgekehrt: Sind alle Realteile der Eigenwerte negativ, ist dann & = 0 auch ein At-
traktor?

Wiederholung. Ist & = 0 ein Attraktor fiir £ = A¢ (A € Mat,C) auf C", so gilt R(\) < 0
fiir alle Eigenwerte A von A.

kurz: Attraktor = Senke (bei linearen Systemen).

Ziel: Senke = Attraktor?

Erinnerung 5.17. Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V sind
dquivalent.

Definition 5.18. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum (komplex oder reell), n = dim(V),
und B = (v1,...,v,). Dann definieren wir die zu 8 gehérende Norm

= lls: V = [0,00)

SO:

n

IEly = lay?,  falls €= aju;.
j=1

J=1

Kommentar 5.19.
(a) Ist A: V — V linear, so erhélt man die zu 8 gehorende Operatornorm ||-||ss : Mat,, (C) —
[0, 00), durch

[Alls = sup {|| A&l € [0,00): [[{]lw <1}

(b) Fiir die kanonische Basis 2 = (e1, ..., e,) von C" (bzw. R™) erhilt man die euklidische
Norm,

I =lla=M1=lz=1"llsta. = Il -

(c) Ist V=C", B = (v1,...,v,) Basis von V und §: C" — C" der Koordinatenwechsel,
Sej =v; (j=1,...,n), so gilt offenbar fiir alle £ € C™:

_|lq-1
Iells = }s7*¢].,,
(d) Natiirlich kommt || - ||g: V — [0,00) von einem Skalarprodukt (bzw. Hermiteschen
Produkt) her, ndmlich von
<—,—>%2 V x V—>C,
Ems = a;B fir &= aju;, n=) B
j=1 J J
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5 Qualitative Theorie

Lemma 5.20. Sei B eine Basis von C" und || - || die zugehdrige Norm auf C" bzw. auf
Mat, (C). Fir A € Mat,(C) gebe es ein 5 € R, so dass fir alle £ € C" gilt:

R (€ AQw) < B I€]15-

Dann gilt:

lexp(tA)| < €, Vit € [0, 00).

Beweis. Es ist mit £(t) = exp(tA) - £ (£ € C™):

DI = 6. n0) Z (€ Omlt) + (€, ()

= (AL, ) (t) + (§, A w(t) = (€, A)m (1) + (&, AS)s(t)

= 2R(E An(1) < 28 €03
Mit u: [0,00) — [0,00), u(t) = Hg(t)H% und dem Hauptsatz haben wir deshalb fiir alle ¢t > 0:
t g t
u(t) — u(0) :/0 £u(s)d8 S/o 2fu(s)ds
—  u(t) < u(0) —|—2B/tu(s)ds
0

Dann folgt mit Gronwalls Lemma, dass

eI < l1€l%e™ vt € [0, 00)
— flexp(td) €] < [l Ve mit [€llw < 1, V2> 0
= lexp(tA)|| = sup {...} < 27 vt > 0.

Satz 5.21. Sei A € Mat,(C) und fiir jeden Eigenwert A € C von A sei R(\) < 0. Dann ist
&0 = 0 ein Attraktor fir € = A auf C".

Beweis. Fiir jedes € € C" ist die Losung t +— £(t), R — C", von £ = A€ auf C" gegeben
durch
§(t) = exp(tA)¢.

Fiir jede Basis B = (vy,...,vy) von C" ist daher

1@l < [ exp(tA)]]ss - [[€]]s-
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Wir zeigen, dass

lexp(tA)||s == 0

fiir eine geeignete Basis B. Dann folgt: £y = 0 ist (sogar globaler) Attraktor.
Dazu: Wahle zunéachst ein S € GL,(C), so dass

A by 0
B:=51AS = . | =D+N
0 e

ist mit D = diag(A1,...,A,) und b; € {0,1} (i = 2,...,n) (Jordans Normalform). Nun mache
noch fir € > 0 eine weitere Koordinatentransformation

T := diag(1,¢,€2,...,e" 1) € GL,(C).
Fir

C:=T7'BT = (ST)"'A(ST)

)\1 €b2 [0 0
0 eXy 2b
1 1 '.2 3
C=ding (1200 5 2 0
.Enflbn
[ 0 871—1)\
)\1 €b2 O ........ O
0. Ay ebs o
=0 O =D +eN.
. e eby
[ I, 0 ')\n

Daraus folgt:

((n, Cm)) (Zéﬁ ) Inl|* + eR ((n, N)) .

j=1
Aber
R((n,Nn)) = 6(b2 mne  +b3nenz + ...+ bnnn—lﬁn)
<i(n3+m)

1 2, 2 2, -2 2 )

< 53¢ (52 (771 +n2) +b3 (772 + 773) ot b (nn_1 +"7n))

2 2
<e(ImP+. .+ lml?) =< Inl*.
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5 Qualitative Theorie

Insgesamt erhalten wir also
2 2 2
R(n,Cn) < - nll* +&-Inl]” = (a+¢) - [In]]

wenn wir
n

a = mas R(Aj) <0
j:

setzen.
Sei B nun die Basis, die durch den Koordinatenwechsel ST € GL,,(C) gegeben ist, also

(€1, 6w = ((ST) ' €,(ST) ' ¢)

std.

und

el =[5yl =l mit = (ST) ().
Dann ist

R (€ Ay) = R (((ST) &, (5T) " A¢))
= R(n, (ST)"" A(ST)n) =R (n,Cn)
=C
< (a+e)-[nl* = (a+e) - Il
Wahle nun € > 0 so klein, dass
B=a+e<0

ist. Dann ist also

R (€, ALy < B- [€]l7, VEEC™

LB exp(td) s < o 550
— & = 0 ist ein Attraktor fiir £ = A¢ auf C™. O

Kommentar 5.22.

(a) Ist p € G ein singulirer Punkt eines C!'-Vektorfeldes f: G — R", so nennt man p
eine Senke, wenn fir jeden Eigenwert A € C von Df(p) € Mat,(R) gilt: R(\) < 0.
Proposition zusammen mit Satz zeigt dann, dass fiir lineare Systeme £ = A¢
(A € Mat,(R)) & = 0 genau dann ein Attraktor ist, wenn & eine Senke ist.

(b) Frage: Kann man auch im nicht-linearen Fall dhnliche Aussagen treffen?

Motivation 5.23. ¢t +— || exp(tA)||s strebt i.A. nicht monoton fallend gegen 0.
Idee: Versuche eine Norm || - [|4: C" — [0,00) zu finden, so dass fiir die Losungen ¢ — £(t)
von & = A¢ auf C" gilt, dass t — [|£(t)||4 sogar monoton fallend gegen Null strebt.
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Definition 5.24. Sei A € Mat,(R) so, dass fiir jeden Eigenwert A € C von A gelte: R(\) < 0.
Die Liapunov-Norm

= lla: R* = [0, 00)

zu A ist so definiert:

lel? = /0 lexp(tA)E| dt

Kommentar 5.25.
(a) Nur weil (A) < 0 ist, fir jeden Eigenwert A € C von A, ist || - |4 wohldefiniert, denn
der Beweis von Satz zeigt, dass es Konstanten ¢ > 0 und S < 0 gibt mit:

@)% < e llexp(t Ay - 1€ < ce® - |||

(fiir eine geeignete Basis B von R™). Also ist

o] [e's) 00 2
| el ae = [~ lelde < el [~ e < f';ﬁ” <
’ ‘ L/_/
=55(0-1)
(b) Natiirlich strebt nun die Losung ¢ — &£(t) in der A-Norm || — || 4 monoton fallend gegen

0, denn fiir ¢ < t9 ist

to
eI = €)% = /t1 €(2)[|* ds > 0.

Proposition 5.26. Sei A € Mat,(R) und jeder Eigenwert A\ € C von A erfille R(\) < 0.
Setzt man

P:=P(A):= /OOO exp (tA™) exp (tA) dt

(A* Transponierte von A), so gilt:

(a) P ist symmetrisch und positiv definit.
(b) Ist (—,—)a: R™ x R™ das zu P gehorende Skalarprodukt

<§777>A = <§7 PT/>7

so gilt fir die Liapunov-Norm || - || o auf R™, dass
€15 = (€, €) a-

(¢) Bsist A*P+ PA=—1 und L|€(t)|% = —||€(t)]%
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5 Qualitative Theorie

Beweis. Siehe Skript von 19987 O

Satz 5.27. Ist G C R" ein Gebiet, p € G eine Gleichgewichtslage und f: G — R™ ein C!-
Vektorfeld mit f(p) = 0. Dann gilt: Ist R(\) < 0 fir jeden Eigenwert A € C von Df(p), so
ist p ein Attraktor.

(kurz: Senke = Attraktor, die Umkehrung gilt i.A. nicht!)

Beweis. Siehe Skript von 1998 oder Vorlesung ,Dynamische Systeme“ im Wintersemester
2021/22. O

2Link: https://www.math.uni-tuebingen.de/de/forschung/maphy/lehre/ss-2021/funktionen/dateien/
skripte/98-teil-ode.pdf
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